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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


NOTES 
par  M.  H.  Gosme,  à  Saint-Maurice  (Seine). 


1°  Sur  la  continuité  des  racines  d'une  équation  algébrique. 

Le  théorème  à  démontrer  est  le  suivant  : 

Soit      f[x)  =  Oox'"  -h  a,T'"-'  H h  ap_,.T'"-P+'  -+-  OpX^'-P  -\ \-  a^      un    polynôme    à   coeffîcienls 

variables. 

Si,  dans  un  certain  état  de  ce  polynôme  caractérisé,  par  les  valeurs  ai  =  Ai  des  coefficients,  les  p 
premiers  coefficients  sont  nuls  et  Ap^O,  il  y  a  alors  m  —  p  racines  dont  q  sont  égales  k  X,,  r  à  X2, 
etc.,  on  peut  donner  aux  coeffîcienls  a,  des  valeurs  assez  voisines  des  A/,  pour  que  q  racines  du  polynôme 
soient  aussi  voisines  que  l'on  veut  de  Xj,  ?•  aussi  voisines  que  l'on  veut  de  X2,  etc.,  et  si  Oq  n'est  pas  nul, 
p  racines  sont  aussi  grandes  que  l'on  veut,  en  module. 

11  sufnt  d'éiablir  les  lemn:\es  suivants  : 

Lemme  I.  —  Lorsque  A^  est  nul,  on  peut  prendre  les  ai  assez  voisins  des  A,  pour  que  le  module  de 
l'une  des  racines  soit  aussi  petit  que  l'on  veut. 

L'équation  aui  inverses  nous  donne 


i 


=  {-iY 


et 


tXiX2--X„,_p  '  '  am  ^^\Xi^-l--Xm-p\ 

Appelons  a  la  racine  qui  a  le  plus  pe!it  module,  nous  avons 


> 


I  x^x.yx^^p  I  ^   I  a  I  '"-P, 


C 


et 


i 


X\Xn 


^m—p 


Nous  avons  donc,  a  fortiori 


> 


et 


^  ■: ; ■ 


1  Ou 


Ceci  démontre  le  lemme. 


Lemme  II.  —  Si  les  q  derniers  coefficients  A,  sont  nuls,  le  précédent  ne  l*étant  pas,  on  peut  prendre 
les  ai  assez  voisins  des  Ai  pour  que  q  racines  de  f[x)  soient  aussi  petites  que  l'on  veut. 

Le  lemme  est  vrai  pour  q  =  i  ;  nous  le  supposerons  démontré  pour  une  valeur  quelconque  de  7 
et  nous  le  démontrerons  pour  la  valeur  suivante  7+1.  Siipposons  donc  que  les  q -\- i  derniers 
coefficients  soient  nuls  :  A,„  =  0,  A,„_,  =  0,  ■••,  A„,^,  =  0,  et  A„._,_,  9:^0.  Puisque  A,„  est 
nul,  le  polynôme  f{x)  a  une  racine  a  qui  est  aussi  petite  que  l'on  veut.  DIvisons-le  par    a:  -  a  ;     nous 


aurons 


^(j;)  =  Uox" 


(ooa  +  ai)x" 


(a^a" 


a,x" 


AGRÉGATION  DKS  SCIENCES  MATHEMATKjLES 


Les  q  derniers  coeffioients  de  ce  polynôme  sont  aussi  petits  que  l'on  veut  ;  il  a  donc  q  racines  aussi 
petites  que  l'on  veut.  Ce  qu'il  fallait  apercevoir. 

Il  est  facile  maintenant  de  compléter  la  démonstration  do  théorème  général. 

IlEMAHoL'E.  —  Il  est  inutile  de  démontrer,  à  propos  du  lemme  II,  qu'il  ny  a  que  q  racines  qui  sont 
aussi  petites  que  l'on  veut.  Cela  résulte  ensuite  de  la  combinaison  des  résultats  relatifs  à  chaque  groupe 
de  racines. 

2»  Sur  la  Règle  de  Dahamel  (Extrait  de  la  théorie  des  séries  de  Godefroy.) 

""-ri  '  rt  I- 

Considérons  une  série  positive,  u„,  telle  que     =   »     ^,i'>0     et  lim     a„  =  0. 

W,i  1  "4"  3t„ 

Bornons-nous  au  cas  où     «z„>A>l,     A-  désignant  un  nombre  fixe. 

Nous  avons 
a.u,. . ,  =  Un  —  u„  ^i,         na„ii„^,  =  nUn  —  n«M-f-t»         el         ("^m  —  1)Mm-(-i  =  '>"«  —  (^  H-  !)"«  m  ; 
or,  na„>/r; 

donc  (A-  —  l)u„ . ,  <  nu„  —  {n  -h  i)u„^,. 

Sommons  toutes  les  inégalités  de  ce  genre  ;  depuis  n  =  p,  valeur  pour  laquelle  la  loi  commence, 
jusqu'à  n  =  m^p,  nombre  quelconque;  nous  a'jron^  (A  —  i)S„,_p  <  ;?u,,  —  (m -h  Iju^^.,,  S„_p 
désignant  la  somme  des    m  —  p     termes  qui  suivent  le  premier. 

Ceci  prouve  que  la  série  est  convergente.  Il  c.^^t  facile  de  voir  que  lim  (lu^  =  0,  quand  fi  grandit 
iodéliniment.  Alors 

^•<£^' 

ï  désignant  la  limite  de  S,,,./,. 

La  règle  de  Duhamel  se  présente  tout  naturellement  dans  l'étude  de  la  série 


On  a  alors 


(A--+-1)(A-  f  2)...(A--hn) 


u„         A-  -^  n        \  -h  k 
n 

alors  ««  =  — '  nx„  =  k. 

n 

Ici  Au„^,  =  nu„  —  nu„^i,  (A  —  1)m„^,  =  »iu„  -  (n  -+-  l)u„^,. 

Si     A>-1,     la  convergence  apparaît  immédiatement  et  la  valeur  de  1'  est 

_    pu,, 

Ceci  nous  fournit  un  moyen  de  sommer  la  série. 

Dans  le  cas  général,  nous  avons  simplement  une  limite  supérieure  du  reste  de  la  série,  h  partir  du 
terme  u,,,  qui  est  l'un  quelconcjue  de  ceu.x  à  partir  desquels  on  a  toujours     nu„  >•  A^  I. 


AGHJCGATION     DKS    SCIKNCKS    MATIIK  MVTIOLES 


CoDcours  de  1919. 


2402  —  I.  —  Sur  une  tph')re  de  rayon  a  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Oxy:  issus  du  centre, 
nn  corMiti'Trf  In  courbe  (1)  lieu  des  points  dont  l>i  lon(jitude  0  rst  éqale  à  la  latitude. 

/exprimer  en  /onction  de  0  les  coordonnées  d'un  point  de  (V).  Quelles  sont  les  projections  de  (V)  sur 
les  plans  de  coordonnées'.* 
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(r)  admet  un  point  double  A.  Quflles  sont  tes  perspectives  de  (F)  sur  le  plan  des  yz  lorsqu'on  prend 
pour  point  de  vue  A,  puis  le  point  diamétralement  opposé  sur  In  sphère  ?  Quelle  est  la  perspective  de  (F)  sur 
le  plan  des  xy,  le  point  de  vue  étant  le  point  B  de  la  sphère  qui  a  pour  cote  a  ? 

Il  passe  par  (T)  un  cylindre  circulaire  (G);  on  développe  celui-ci  sur  un  plan  après  l'avoir  ouvert 
suivant  la  génératrice  menée  par  A;  comment  se  développe  (P)?  Comment  s'enroule  (r)  quand  on  enroule 
(G)  sur  un  cylindre  de  rayon  double? 

il.  —  On  peut  trouver  dans  le  plan  des  xz  une  infinité  de  couples  de  points  F,  F'  symétriques  par 
rapport  à  Ox  et  tels  que  la  somme  de  leurs  distances  à  tous  les  points  de  (r)  soit  constante.  Construire  le 
lieu  (^)  des  points  F,  F';  en  donner  une  définition  géométrique  simple;  indiquer  une  construction  simple  de 
la  tangente  en  un  point. 

F  et  Fi  désignant  deux  points  quelconques  de  (S),  quelle  relation  y  a-t-il  entre  leurs  distances  au  point 
dé  rivant  {!)'! 

III.  —  On  considère  les  plans  normaux  à  (r)  ;  construire  l'enveloppe  de  leurs  traces  sur  un  plan 
parallèle  auplan  des  xy. 

Combien  peut-on  mener  de  normales  à  (P)  par  un  point  arbitraire  ?  Discuter,  suivatit  la  position  de  ce 
point  dans  l'espace,  la  réalité  de  ces  normales. 

Soit  AB  l'arc  de  (r)  sur  lequel  on  a     0  <  0  ^  —    et  z  '^  0;     il  existe  sur  cet  arc  deux  points  M,  M'  où 

le  plan  normal  est  à  une  mêm.e  distance  o  du  point  double  A.   Montrer  que  la  différence  des  arcs  AM  et  BiW 

i 

est  égale  à  ~  o.  [On  établira  d  abord  que  les  longitudes  de  M  et  M'  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 

tg  0  tg  6'  =  constante.] 

IV.  —  Par  (r)  et  un  point  de  l'espace  il  passe  un  quadrique ;  discuter  sa  nature  suivant  la  position  de 
ce  point  dans  l'espace. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  vue  tels  que  la  perspective  de  (r)  sur  un  plan  ait  deux  points  de 
rebroussement  ;  ceux-ci  sont-Us  toujours  réels  ? 

Comment  faut-il  choisir  le  point  de  vue  et  le  plan  de  projection  pour  que  la  perspective  de  (r)  soit  une 
courbe  bicirculaire? ^ 

Le  point  de  vue  M  étant  pris  dans  le  plan  tangent  en  A  à  la  sphère^  la  perspective  de  (r)  sur  un  plan 
possède  un  point  de  contact  avec  elle-même  et  un  autre  point  double  w;  dans  quelles  régions  doit  se  trouver 
te  point  M  pour  que  ce  point  double  w  soit  effectif  ou  isolé? 

1.  Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  (r)  sont 

a:  =  acos^O,  t/  =  acosOsinO,  z=asinO, 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  a,'0-  et  xOy  ;  on  obtient  le  quart  de  la  courbe 

en  faisant  varier  0  de  0  à  — »  et  on  l'a  tout  entière  en  prenant  les  symétriques  de  ce  quart  par  rapport 
aux  plans  indiqués. 

Les  projections  de  cette  courbe  sont  ; 

sur  le  plan  xOf/,  le  cercle     x^-\~y^  —  ax  =  0  ; 

sur  le  plan  xO-,  la  portion  de  la  parabole  z* -h  ax  —  a*  =  0  correspondant  aux  valeurs 
positives  de  x  ; 

sur  le  plan  yOz,  la  courbe  du  quatrième  degré    z*  -^  o,%y-  —  s")  =  0. 

On  en  conclut  que  le  point  A  (a,  0,  0)  est  un  point  double,  les  tangentes  en  ce  point  étant  parallèles 
aux  bissectrices  des  axes  Oy  et  0;.  Ce  point  correspond  aux  valeurs  0  et  r  du  paramétre  6. 

Pour  obtenir  la  perspective  de  (r),  nous  considérons  la  droite  joignant  le  point  de  vue  à  un  point 
(0)  de  cette  courbe,  nous  prenons  la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  de  projection,  et  nous  cherchons 
le  lieu  de  ce  point  quand  0  varie. 
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Nous  trouvons  ainsi  que  les  perspectives  sur  le  plan  des  «/:,  lorsqu'on  prend  pour  points  de  vue  A 
et  A',  sont  rcspeclivemenl  l'hyperbole  équilalère     :»  — y'  —  a»  =  0     et  la  lemniscate 

et  que  la  perspeclive  sur  If  plan  x'hj,  le  point  de  vue  étant  B,  est  la  strophoide 

3f{x*  -h  1/*)  H-  a(x»  -  j/»)  =  0. 

Le  cylindre  (G)  a  pour  équation  i»  -t-  y*  —  ax  =  0;  il  a  pour  section  droite  dans  le  plan  xOy  le 
cercle  (c)  de  diamètre  OA. 

Désignons  par  (f)  lare  AB  de  (I)  qui  correspond  à     0  <0  <  -.     el  par  (y)  Tare  symotJque  de 

(y)  par  rapport  au  plan  xOz  ;  l'arc  (y')  correspond 

à      -^  <0  <7:.  Soient  en  outre  (y')  et  (/')  l-s 

aies  syniétriqiies  de  {•;)  et  (f)  par  rapport  au 
plan  xOij  ;  la  courbe  (Fj  se  compose  des  qua- 
tre arcs  (y).  (yO.  {'{')  ^^  (f") 

Soit  M  un  point  de  l'arc  AR.  m  sa  projec- 
tion sur  leplan  dos  xij.  Si  on  développe  le  cylin- 
dre (C)  sur  le  plan  des  zx  en  l'ouvrant  suivant 
la  génératrice  A:,,  la  génératrice  Mwi  prend  la  i)Osilion   M, m,  toile  que  l'on  ait 

Am,  =  arc  \m  =  «0,         m, M,  =  mM  =  a  fin  0. 
Par  suite,  los  coordonnées  tle   M,    par  rapport  aux  axes  Ac  cl  A:,  sont     x,  =  aO,     z,  =  asinO. 

.  Xy 

Lare    (y)    se    développe    suivant    l'arc     AH|     de    la    sinusoïd»î       Zi  =  a  sin  — -     correspondint    à 

a 

^  are  , 

0  5^    X,  < -^-     L  arc  (Y  j  se  développera  suivant   l'arc   de  la  fni'ini'   sinusoïde,  symétrique  de  AH,   par 

rapport   à    /»,!{,    et  enfln  les  arcs  (y;    et   (y")  se  développeront  suivant  l'arc  symétrique  de  AH, G  par 
rapport  k  Ax. 

Enroulons  maintenant  le  cylindre  (G)  sur  le  cylindre  (G')  parallèle  à  Os,  ayant  pour  section  droite 
le  cercle  (c')  de  centre  0  et  de  rayon  OA.  La  droite  Mm  prend  la  position  M,»»,  telle  que  îirc  Am,  de 
(c')  =  arc  Am  de  {c)  ;  par  suite,  arc  Am..  =  aO,  et  les  points  0,  m,  m,  sont  en  ligne  droite.  Les 
coordonnées  dii  point  M,  sont  alors 

I  =  a  cos  6,  !/  =  'ï  sin  0,  z  =  a  sin  •>. 

Le  pjint  M,  est  alors  sur  l'ellipse  (E>  section  du  cylindre  (C)  par  le  plan  y  —  :  =  0.  Les  arcs 
(y)  et  (y')  de  (P)  s'enroulent  sur  la  partie  (E,)  de  l'ellipse  (E)  qui  est  au-dessus  du  plan  xOy,  cl  les  arcs 
(fl  et  (y")  sur  la  cnirbe  symétrique  de  (E,)  par  rapport  au  plan  xOy. 

2.  Soient  (x,  (»,  ;)  et     (x,  0,  —  :)     les  coordonnées  de  deux  points  F  et  F'  symétriques  par  rapport 
à  Or,  et  désignons  par  M  le  point  de  la  courbe  (T)  correspondant  ii  la  valeur  0  du  paramètre. 
<>'>  «  mP*  =  (x  -  ay  4-  :*  H  2ax  sin  *0  —  2a:  sin^O, 

Ml-'     =  (x  —  a)*  -+-:»-+-2ax8in»0  -+-2a:  sin  6. 
l'osons     u  =  .MF,     v  =  MF',     et  démontrons  (pi'on  peut  déterminer  F.  F'  cl  une  constante  k  tels 
que  l'on  ait,  (]ucl  (|ue  soit  'i, 

u  -+-  u  =  /r. 
Gellc  C(jualion  romluc  rationnelle  peut  s'écrire 

(u*  —  u»)«  _  ifi\u*  4-  y«)  -^  A*  =  0, 
•)U,  en  remplaeanl     n*  et  v*  par  leurs  valeurs, 

1G'i';»sin'0_U«[(x— a;^-+-:»  -+-2rtxsin"i,    ,- A»  =  0. 
l'our  que  celle  relation  ail  lieu   quel   que  soit  0,  il  faut  (|ue   le  coefnc.ient  .le  sin'O   et   le   terme 
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indépendant  de  6  soient  nuls  tous   les   deux.  Écrivons   ces  deux  égalités,   puis  éliminons  AS  nous 
obtenons  le  lieu  2  des  points  F,  F'  : 

'ixix—  fljS 


(S) 


2'  = 


a  —  2a? 

c'est  une  cubique  facile  à  constiuire,  qui  admet  pour  point  double  le  point  A. 

Transportons  l'origine  en  ce  point  double  et  passons  en  polaires,  nous  obtenons  l'équation 

a  a 

^  p  =  —  —  cos  w  — ; 

^  2  2  cos  w 

d'où  l'on  déduit  une  définition  géométrique  simple  du  lieu. 


Soit  B  le  point  de  Ox  qui  a  pour  abscisse  — 


0  =   —  -—  cos  oi 

2 


est  l'équation   du  cercle    (I)    de  diamètre    AB,    et     p  =  —    7; 

2  cos  u) 

l'équation  de  la  tangente  A  au  point  B,  Le  rayon  vecteur  AF  d'un 

point  de  S  est  la  somme  des  rayons  vecteurs  AG  et  AD  du  cercle  (I) 

et  de  la  droite  A.  On  aura  donc  le  point  F  en  prenant    DF  =  AC. 

Ceci  permet  de  construire  la  courbe  et  de  reconnaître  qu'elle  est 

asymptote  à  A.  De  plus,  la  sous-normale  polaire  en  F,  A??,  est  la  somme 

algébrique  des  sous-normales    Ay  et  AS  ,  relatives  au  cercle  et  à  A- 

On  aura  le  point  <p  en  prenant     A<p  =  AS  —  Ay  ;  Fcp  est  la  normale 

en  F  à  la  courbe  S. 


Soit  F(a;,  0,  z)  un  point  quelconque  de  S  ;  nous  avons  trouvé 

u*  =  MF*  =  (x  —  àf  -h  2*  +  ^ax  sin*  6  —  2az  sin  8. 

Or,  de  l'équation  de  S  on  tire    (a?  —  0)2  -4-  z^  =    —  ;    on  a  donc 


ai*  /  z  \* 

tt»  = h  iax  sin*  6  —  2a2  sin  8  =  2ax| sin  0  )  , 

'ix  \2aî  / 


ou 


1- —  I  « 
u  =  \/iax\—  —  sm 
\zx 


On  voit  aisément  que,  pour  tout  point  de  S, 


z 

2x 
Y  2 


est  plus  grand  que  1  ;  par  suite,  si    z  >  0,    on  a 


et  si  z  est  plus  petit  que  0, 


u  =  ^2ax(  -^  —  sin  8  j . 
u  =  v'2ââc(^-|-sin8j. 


Prenons  d'abord  sur    S   deux  points    Fi(a;,,  0,  Zj),  F2(a;,,  0,  —  z,)     symétriques  par  rapport  à  Ox 
(Zi  >  0),     nous  avons 


Uj  =  /2âx 


et,  en  ajoutant, 


ièr'-'} 


U2  =  v^2arr,| -i  -h  sin  8  ), 


ui  H-  «2  =  v/2ax,  -  =  C»*. 


Soient  maintenant  deux  points  quelconques   {xi,  z,)  et  (a,,  Zj).  Si  Zi  et  Zj  sont  de   même  signe, 
positifs  tous  les  deux  par  exemple,  nous  avons 


Wj  =  ^-jaxi 


2a:, 


—  sm 


«2=  ^-^ax^y^^—sin^y 
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et,  en  élimioant  sin  0, 

Si  z,  et  :..  sont  de  signes  contraires,  par  exemple     Ci  >  0.     Zj  <  0.     nous  aurons 
w.  =  /î^,(^-sine).  ti,  =  ,/ï^,(^^-4-sino), 


et 


"'     4- -J:^  = -ii- 4. -ÎL  =  C'«. 


\/|âxj        v^iax,         2j,         2x, 

3.  Le  plan  normal  k  (r)  au  point  (0)  a  pour  équation 

X  sin2  0  —  j/cos  20  —  :cosO  =  0. 

Il  coupe  le  plan     z  =  h     suivant  la  droite 

/■(O)  =  a:  sin  20  —  y  cos  20  —  A  cos  0  =  0  ; 

le  point  limite  de  cette  droite  est  défini  par  les  (équations    /(O)  =  0,     /"\0)  =  0,     En  les  résolvant  par 

rapport  à  a-  et  y,  on  a  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe  : 

/jsinO(i -4-2cos'0)  , 

X  =  •  y  =  —  h  cos'6. 

Cette  courbe  est  une  épicycloide  à  deux  reliroussements  facile  à  construire. 

Considérons  le  cône  (S)  qui  a  pour  somniel  l'origine  et  pour  directrice  celte  épicycloïde  ;  ce  cône 
est  l'enveloppe  des  plans  normaux. 

D'un  point   I*  de  l'espace  on  pourra  mentir  quatre  normales  à  (F),  qui  seront  réelles  si  P  est  à 

l'extérieur  du  cùne  (S),  et  dont  deux  seulement  seront  r.'fll.'s  si  P  est  ;\  l'inlt'rieur  du  cône. 

a  sin  20  ... 

Comme     o  =  ,      on  doit  avoir 

/l -+-  cos*o 

sin  20  sin  20' 


v^l  4-  C08*<J          v^l^iius*!)' 
on  en  déduit  aisément    tp  0  Ijr  0'  =  y/î  , 
D'autre  part,  f)n  a 


et 


s,  =  arc  AM  =  a  /    y/i  -^-  co8*0  rfO,        jj  =  arc  HM'  =  «  /    s/l  -h  cos»6  rfO, 

•/o  t'u 

S,  —Si  =  a  j    /l  -f-  coà'O  d^-h  a  j     ^i  -h  cos»Ô  rfO. 


Dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  0,  nous  obtenons 

^^^         =  n     y/l    .   cos«e  -4-  v^l  -h  cos»0'.  -— 

Or,  de  la  relation     tgO  IgO'  =  ^ï    nous  tirons 

rfo  cos»0'  /5 

,'  =  —  vr2 


rfo'  ^      siii»0  i^_c„s»0 

et 


L  (1  -hCOS«0)«J 


rw»     .  .  1  »        "         sin  20 

D  autre  part,  on  a      -—S  =  -—    ,  zr—,     et 


=  a   /r-i-cos»0 1 -1. 


(/O 

(I  -+-CO8'0) 
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Par  suite, 


dis,  -  s,)  \  t  "^ 


rf6  rfe 

1 , 

et  comme    s»  —  s^    et  -8  sont  nuls  pour    6=0,  on  en  déduit 

i   , 

•''  -  s.  =   2  8. 

4.  On  peut  considérer  la  courbe  (r)  comme  l'interseclion  des  deux  quadriques 

aj2  _^  yî  _,_  22  _  ^2  _  0,  a;'  H-  1/2  —  aar  =  0. 

Par  suite,  la  quadrique  qui  passe  par  (r)  et  le  point  M^  (a?,,,  t/o,  i^   a  pour  équation 

a;2  _^  j^2  _|_  22  _  q2     ^     aj2  _^  j^J  _  Q^. 

^0  +  î/2  +  z2  _  a^    ~  a-2-hî/2  — ax," 

On  discutera  facilement  la  nature  de  celte  quadrique,  quand  le  point  (xq  i/o,  s»)  se  déplace  dans 
l'espace. 

Pour  que  la  perspective  de  la  courbe  (r)  présente  deux  points  de  rebroussemeni,  il  faut  que  du 

point  de  vue  on  puisse  mener  deux  tangentes  à  la  courbe;  le  plan  de  ces  deux  tangentes  est  alors 

bitangent  à  la  courbe. 

e 
Posons    tg —  =  i\     un  point  quelconque  de   (r)  a  pour  coordonnées 

a(l  — <2)2  2o<(l  — /2\  2^^ 

X  = -t  V  ~ 


Un  plan  quelconque,  Ar -f- Bj/ -h  Cz  H- D  =  0,  rencontre  la  courbe  en  quatre  points  dont  les  t 
sont  racines  de  l'équation 

Aa(l  —  l^)'  +  IBatii  -  P)  -+-  2Ca/(l  -f- 1^)  -4-  D(l  -+-  P)'  =  0, 
et  quels  que  soient  A,  B,  C,  D,  les  racines  de  cette  équation  vérifient  la  relation 

ht.t^t,  =  1. 
C'est  la  condition  nécessaire  et  sutrisante  pour  que  quatre  points  de  (r)  soient  dans  un  même  plan. 
Pour  qu'un  plan  soit  bitangent  à  la  courbe    (rj    aux  points    f,    et    tz,    il  faut  qu'ont  ait    <?<2  =  4-, 
ou     fj/j  =  ±  1. 

Prenons  d  abord     (,12  = -h  i,     ou     '8'-^  têf-5- =  +  1»     ou  encore     tg— =  tgf  — —  )• 

Nous  en  tirons     — -  =  Att  h -^,     6,  =  2A:t:  -h  t:  —  62. 

z  2        z 

Ceci  montre  que  les  points  6,  et  62  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  des  zx.  Par  suite,  le  lieu 
du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  ces  points  sera  le  lieu  des  traces  sur  le  plan  des  zx  des  tangentes 
à  la  courbe  (r). 

On  verra  sans  difficulté  que  le  lieu  est  la  courbe 

{x  —  af  —  z^{2x  —  a)  =  0, 

a 
en  excluant  de  cette  courbe  la  partie  comprise  entre  les  droites    x  =  0,    x  =  —,     car  celte  partie 

correspond  à  des  valeurs  non  réelles  de  6. 

6,  /  Tt         Oj 

Supposons  maintenant     /j/j  =  —  I,     ou     tg--  =  tgl  - -j- 

Nous  en  lirons    0,  =  SAt:  4- u  +  O2,     et  celte  fois,  les  points  0,,  63  sont  symétriques  par  rapport  au 
plan  xOy. 

Le  lieu  du  point  de  vue  coïncide  avec  le  lieu  des  traces  des  tangentes  sur  le  plan  xOi/.  Ce  lieu  est  la 
cissoïde  y^{x  —  là)  -\-{x  —  af  =  0. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  le  point  de  vue  S  et  le  plan  de 
projection  P  pour  que  la  perspective  de  (V)  ait  les  points  cycliques  pour  points  doubles. 

Il  laut  pour  cela  que  le  plan  P',  mené  par  S  parallt;lemont  k  P,  rencontre  (r)  en  quatre  points 
A,  B,  C,  D  tels  que  les  droites  AB  et  CD  passent  an  point  S  et  soient  les  droites  isotropes  du  plan  P' 
ou  du  plan  P,  Or  les  points  A,  B,  C.  D  sont  sur  le  cercle  section  de  la  sphère  donnée  par  le  plan  P' ; 
ce  cercle  doit  donc  se  réduire  aux  droites  isotropes  AB,  CD.  On  en  conclut  que  le  plan  I"  est  tangent  à 
la  sphère  au  point  S. 

Par  suite,  le  point  de  vue  S  doit  r^tre  sur  la  sphère,  et  le  plan  de  projection  P  doit  être  parallèle  au 
plan  tanfrent  à  la  sphèro  au  point  S. 

I.a  droite  qui  joint  les  points  0  el  0,  de  la  courbe  (r)  rencontre  le  plan  tangent  en  A  à  la  sphère 

au  point  M  qui  a  pour  coordonnées 

flsinOsinO,  «sin^sinO, 

y  = ,  :  = 

sin  Ocos  0, -h  C08 'I  sin  0,  siii  0 -h  sm  0, 

Pour  que  le  point  u  soit  un  point  double  elfectif,  il  faut  que  ces  deux  équations  aient  des  solutions 

réelles  en  0  et  Oi. 

On  en  tire  aisément  cosO,  et  sinO,,  et  on  écrit  que     cos -0, -+- sin»  0,  =  1. 

On  obtient  ainsi  a(:*  —  y*)  sin  0  -4-  2r/:-  cos  0  —  2iy*z  =  0. 

Pour  que  cette  équation  ait  des  racines  réelles  en  0,  il  Tant  qu'on  ait 

\2(;2  -  yty.  ^iy^z'  -  .\y'z*>0, 

ou  (:'  -  y')[a\'J  -  y»)  -h  Ay*z^-]  >  0 . 

Cette  condition  exprime  que  le  point  M  doit  être  situé  dans  la  région  positive  de  la  courbe  définie 

par  l'équation  (j*  -  t/*j[a*(:'  -  î/*)h-4i/-;-j  =  0. 

On  construira  aisément  cetliî  r.onrho.   rjni  si'  compose  de  deux  droites  et  dunt*  (jiarlique,   et  on 

déterminera  sa  région  positive. 

PiKRUE  HOBKIIT,  école  normale  supérieure  de  Sainl-Cloud. 

Bonnes  solutions  par  MM.  (i.  Lacii.  à  Douai  et  G.  R..  \  l'aris. 
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2403.  —  ^^M  considi're  le  plan  (H)  représenté  par  l'équation 

x  cos  u  -h  y  s'in  u  -h  vz  -h  cos  2u  h-  u*  =  0. 

/•  Quand  h  et  v  vnriml,  le  plan  (II)  enveloppe  une  surface  (ï)  ;  calcuh'r  les  coordonnées  du  point  de 
contait,  M,  en  fonction  de  u  et  v;  montrer  qw  r^iir  surface  (S)  admet  les  trois  plans  de  coordonnées 
pour  plans  de  symétrie. 

2"  Lorsque  v  varie  seul,  le  plan  (Q)  enveloppe  un  cylindre  circonscrit  à  (ï)  tout  le  long  d'une 
parabole,  section  droite  du  cylindre.  Déterminer  le  plan  (P),  l'axe  (A)  et  le  sommrl^  S,  de  la  parabole. 
Déterminer  et  construire  le  lieu  (L)  de  S  et  ienceloppe  (E)  de  (A).  Dire  la  relation  qu'il  i/o  entre  ces 
courbes.  Calculer  leurs  rayons  de  courbure. 

Soient  x  et  ^  les  points  de  rencontre  de  (A)  avec  les  axes,  (,  leur  milieu,  f,  la  projection  de  0  sur  (A). 
Montrer  que  S  est  au  milieu  de  l;. 

3' (Juel  est  le  lieu  de  M,  quand  u  van»;  seul .'  /.>;  ronslruire  dans  les  d«ux  cas  ou  t'  =  0  et  u  =  ^'î. 
Déterminer  l'an'te  de  rebroussement  de  l'enveloppe:  de  (  Dj  et  montrer  que  c'est  une  hélice  du  ciflmdre  dont 
(Ej  est  une  section  droite. 

1.  L'enveloppe  du  plan  (H)  s'oblienl  en  adjoignant  à  l'équation  de  ce  plan,  les  deux  équations  qu'on 
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obtient  en  dérivant  par  rapport  à  m  et  à  u: 

X  cos  M  4-  î/  sin  M  -4-  uz  -f-  cos  2m  -]-  v^  =  0,        —  x  sin  u~\-  y  cos  u  —  2  sin  2m  =  0,-        ;;  4-  2y  =  0  ; 

la  troisième  donne  2,  les  deux  autres  donnent  x  et  y.  Nous  avons  ainsi 

z  =  —  2u,  a;  cos  MH-ysinu  =  u^  —  cos  2m,  x  sin  m  —  y  cos  m  =  —  2  sin  2m  ; 

puis,  X  et  y,  facilement. 

Les  équations  paramétriques  de  la  surface  sont  : 

i  X  =  cos  u{v^  —  1  —  2  sin  *m), 
(4)  w/ =  sin  m(d2 -i- 1 -h  2  cos '^m), 

(  z  =  —  2u. 

Si  nous  changeons  u  en  —  u,  z  se  change  en  —  2  et  ar,  y  ne  changent  pas  ;  la  surface  est  donc 
symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy.  Il  suffit  de  changer  m  en  —m,  pais,  m  en  r  —  m  pour 
apercevoir  les  autres  symétries,  par  rapport  aux  plans  des  zx  et  des  yz. 

2.  Si  nous  établissons  une  relation  entre  u  et  v,  le  plan  (II)  ne  dnpend  plus  que  d'un  paramètre 
et  enveloppe  une  surface  développable  (S).  Cette  surface  développable  touche  la  surface  (S)  le  long 
d  une  ligne,  qui  est  le  lieu  des  points  caractéristiques  correspondants  à  la  relation  envisagée. 

Quand    m  =  C'«,     v  varie  seul,  la  surface  développable  s'obtient  en  éliminant  v  entre  l'équation 

n  =  0    et  1  équation     .-  =0;     ceci  donne  le  cylindre  parabolique 

(2)  - —  X  cos  M  —  y  sin  M  —  cos  2m  =  0, 

et  ce  cylindre  touche  la  surface  (S)  tout  le  long  de  la  parabole  représentée  par  les  équations  (1),  où 
M  =  C'«.     Cette  parabole  est  dans  le  plan 

(3)  a;  sin  M  —  y  cos  m  -h  2  sin  2m  =  0  ; 

elle  est  définie  par  les  équations  (2)  et  (3). 

Le  plan  (P)  de  la  parabole  est  le  plan  (3).  D'autre  part,  le  cylindre  admet  pour  plan  de  symétrie  le 
plan  des  ary  ;  le  plan  x  cos  m -f- y  sin  m -t- cos  2m  =  0 

est  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  principale  ;  comme  le  plan  (3)  est  perpendiculaire  à  ce  plan 
et  au  plan  des  xy,  il  est  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre  ;  c'est  un  plan  de  section  droite. 
L'axe  (A)  de  la  parabole  est  l'intersection  de  (3)  avec  le  plan  des  xy,  et  le  sommet  S  est,  dans  le  plan 
des  xy,  l'intersection  du  plan  (3)  avec  la  génératrice  principale.  Le  sommet  S  est  donc  le  point  donné 
par  x  cos  m  H- y  sin  M -h  cos  2m  =  0,        x  sin  m  —  y  cos  u -h  2  sin  2m  =  0,        et        z  =  0. 

C'est  l'enveloppe  de  la  droite  représentée  par  la  première  équation.  L'enveloppe  de  l'axe  (A)  de  la 
parabole  s'obtient  en  dérivant  la  seconde  équation  ;  c'est  la  développée  de  la  courbe  (L).  La  première 
équation  représente  la  tangente  à  la  courbe  (L)  au  point  S  ;  la  deuxième,  la  normale  ;  et  la  troisième, 

X  cos  M  H-  y  sin  M  H-  4  cos  2m  =  0, 
la  normale  à  la  développée  au  centre  de  courbure,  c'est-à-dire  la  normale  à  la  courbe  (E). 

Si  nous  coupons  la  première  droite  par  les  deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes,  nous  avons  les 
deux'points  x  =  y  =  —  cos  M-hsiuM;  x  =  —  yt=—  cos  m  —  sin  u  ; 

La  longueur  comprise  entre  ces  deux  points  est  constante  et  égale  à  2  ;  la  ligne  (L)  est  donc  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  ayant  pour  tangentes  aux  points  de  rebroussement  les  bissectrices 
des  axes  et  pour  paramètre,  2. 

De  même,  la  deuxième  droite  enveloppe  une  hypocycloïde  à  qua're  rebroussements  ayant  pour 
tangentes  doubles  les  axes  et  pour  paramètre,  4,  La  première  est  inscrite  dans  la  seconde,  et  elles  sont 
placées  comme  l'indique  la  figure  (1). 
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Fig   2. 


Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe   (L)  est  la  dislaiice  d'un  point 
de  la  première  droite  à  la  troisième  ;  c'est  donc 

p  =  X  C05  u  -h  y  sin  M  -h  4  cos  2u, 
avec  X  cos  u  -h  y  sin  u  -h  cos  2»  =  0  : 

donc  p  =  3  cos  2u, 

ou,  mieux,  p  =  3  |  cos  2u  |  . 

Une  mélliode  toute  pareille  donnera 
le    rayon  de  courbure  de  la  courbe  (E), 
p  =  6  I  sin  2«i  I  . 
Les  coordonnées  des  points  a  et   p 
sont        x=— 4C0SK,      y  =  0 
,.,;;.,.  et  X  =  0,       y  =  As\nu; 

le  point   I    a  pour  cordonnées     —  2cosu     et     2sinu.     La  droite    Oy, 
perpendiculaire  à  (A),  a  pour  équation     xcos  u  4- ysinu  =  0;     la  parallèle,  menée  par  le  point  I, 

X  COS  u  -(-  1/  sin  u  H-  2  cos  2u  =  0  ; 
la  droit»'  *  x  cos  u -h  j/ sin  u -+- cos  2u  =  0, 

qui  passe  au  sommet,  est  bien  l'équidistante  de  ces  deux  droites,  ce  qui  prouve  que  le  point  S  est  le 
milieu  de  ly- 

3.  Le  lieu  de  M  quand  u  varie  seul  est  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  :  =  —  2u,  parallèle 
au  plan  des  xy  et  qui  est  représentée  par  les  deux  premières  équations  (1)  ;  en  projection  sur  le  plan 
des  xy,  c'est  l'enveloppe  de  la  droite 

X  cos  M-4-i/sinu  =  r'  —  cos  2u. 
Pour  V  =  0,  nous  retrouvons  la  courbe  (L),  lieu  des  sommets  S.  Pour  r'  =  3,  nous  avons 
une  courbe  parallèle  à  cette  hypocycloïde,  c'est-k-dire  une  développante  de  ^E).  Il  est  dailleurs  à 
remarquer  que  toutes  les  courbes  de  la  surfnce  (ï)  qui  correspondent  à  v  =  C  forment,  on 
projection  sur  le  plan  des  xy,  le  faisceau  des  développantes  de  la  courbe  (E).  Si  nous  prenons  les  dérivées 
de  X  et  de  y  par  rapport  à  m,  nous  avons 


dx 

—  =  —  sin  u(v'^  -f-3  — Gsi.ti=»), 

au 


dy 
du 


=  cos  u(u*  -1-3  —  6  sin  -u)  ; 


ces  courbes  uni  d  s  points  de  rcbroussement  lanl  que  u*-4-3  est  plus  petit  que  6;  ces  points  sont, 
comme  on  sait,  dos  points  de  la  courbe  (E),  en  lesquels  les  pointes  dos  nouvelles  courbos  sont  ortho- 
gonales à  (L).  Dès  (jue  u*  atteint  la  valeur  3,  [v  =  àz^T\),  los  points  de  rebrousscmenl  disparaissent 
et  les  développantes  deviennent  des  ovales  ;  celle  que  l'on  demande  de  construire  est  le  premier  de  ces 
ovales  et  passe  aux  points  de  rebroussement  de  la  courbe  (E);  ensuite,  l'ovale  gratjdit  et  entoure  toute 

la  courbe  (E  . 

I>a  figure  3  fait  comprendre  la  déformation  de  ces  développantes. 
Le  lecteur  précisera  facilement  les  cas  intermédiaires. 

Cherchons  rareté  de  rebroussement  de  la  surface  développablo  qui 
correspond  t\  i;  =  C*  ;  elle  s'obtient  en  dérivant  une  fois  de  |>lus  par 
rapport  à  u  ;  >a  projection  sur  le  plan  des  xy  est  donnée  par  les  deux 
équations 

X  sin  u  —  y  cos  u  -t-  2  sin  2n  =  0,  x  cos  u  -+-  y  sin  u  -h  V  cos  2m  =  0  ; 

c'est  l'enveloppe  de  (A),  la  courbe  (E). 

Dans  l'espace,  cette  courbe  est  sur  un  cylindre  {)arallèlo  à  0:  et 
ayant  pour  base  cette  courbe  (E)  ;  le  :  de  cette  courbe  est  fourni  par 
l'équation  du  plan  (II). 
Los  deux  équations  précédentes  nous  donnent    x  =  —  icos'u,     y  =  4sin'u; 
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H 


alors  l'équation  (n)  devient  —  4  ces  2m  -f-  ces  2m  -h  v:  h-  u^  =  0, 


et 


z  = V 


—  cos  2u. 


Les  paramètres  de  la  tangente  à  cette  courbe  sont  donnés  par  les  dérivées  de  x,  de  j/  et  de  z  par 
rapport  à  m  ;  ce  sont 

6sin2McosM,  ôsinSusinw, sin  2m  ; 


ils  sont  proportionnels  à  cos  m,  sinM, 

elle  cosinus  de  l'angle  que  la  tangente  fait  avec  O2  est 


1 

V 

i 

V 

v/î 

1 

L'angle  que  la  tangente  fait  avec  Oz 


est  donc  constant  ;  ce  qui  prouve  la  propriété  annoncée. 

Remarques.  —  Les  courbes  coordonnées  de  la  surface  (S),  m  =  C*  et  v  =  C"  sont  les  lignes 
de  courbure  de  cette  surface. 

Les  courbes  u  =  c'*  sont  des  paraboles  qui  ont  toutes  la  même  grandeur,  le  même  paramètre. 
Elles  fournissent  un  mode  de  génération  très  simple  de  la  surface,  en  partant  de  la  courbe  (L). 

Le  lecteur  vériOera  sans  peine  ces  remarques  et  en  fera  aisément  d'autres. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Roy  ;  G.  R.,  à  Paris;  G.  Lach,  à  Douai  ;  M.,  à  Guéret  ;  Robert,  P.,  à  Saint-Cloud  ;  A.  Hutimki, 
à  Cannes. 


P— I 


0' 


R 
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PHYSIQUE 

2407.    —  1°    Un   pendule   est  constitué  par  une  sphère  de  plomb  M  pesant  500?,  dont  le  centre  est 
à  50'^'"  de  l'axe  d'oscillation  AB,  qui  est  d'abord  placé  horizontalement.  Quelle 

est,  calculée  à  yr^  près,  la  période  des  petites  oscillations  de  ce  pendule  en  un 

lieu  où    g  =  981?    Jusqu'à  quelle  amplitude  .'a  période  reste-t-elle  constante 

à-^^près? 

2"  On  incline  le  support  AOB  du  pendule  en  le  faisant  tourner  autour  de 
l'axe  0  perpendiculaire  au  plan  ABM.  Comment  varie  la  période  d'oscillation? 
3°  Revenant  à  la  position  iniliale,  on  relie  le  pendule  au  support  par  des 
ressorts  R  qui  exercent  des  efforts  proportionnels  aux  angles  d'écart  du  pen- 
dule comptés  à  partir  du  plan  vertical.  Ceci  fait,  on  fait  tourner  le  support 
d'un  angle  droit  autour  d'un  axe  PQ  parallèle  à  AB  et  l'on  constate  que,  sous 
l'action  des  ressorts,  la  tige  du  pendule  s'incline  de  G0°  par  rapport  à  la 
verticale.  On  demande  la  valeur  du  couple  de  torsion  des  ressorts. 
On  demande  enfin  quelles  seront  les  périodes  des  petites  oscillations  du  pendule  :  i°  quand  on  aura 
incliné  davantage  le  support  de  manière  que  la  position  d'équilibre  du  pendule  soit  horizontale;  2°  quand 
on  reviendra  à  la  position  initiale  oit  le  plan  ABM  est  vertical;  3°  quand  un  aura  fait  faire  un  demi-tour 
au  support,  tournant  autour  de  l'axe  PQ,  à  partir  de  cette  position,  initiale.  Quelle  relation  doit-il  exister 

entre  ces  trois  périodes  d'oscillation? 

{École  normale  supcrietire,  Groupe  I,  concours  de  1919.) 

1°  Le  texte  ne  contenant  pas  de  données  suflisanles  pour  le  calcul  du  moment  d'inertie  de  la  boule 
autour  de  son  centre,  il  est  naturel  de  le  négliger.  D'ailleurs,  la  densité  du  plomb  étant  elfectivemeut 


M)- 


._ï 
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11,23,  une  sphf^re  de  plomb  de  oOO«  a  un  rayon  de  2"°, 2  el  on  en  déduit  que  la  longueur  du  pendule 

dépasse  oO""  de  0"",04,  ce  qui  est  négligeable,  avec  l'approximation  demandée.  

On  peut  donc  calculer  la  période  <fcs  petites  oscillations  par  la  formule     T  =  2::y  gg^,     ce  qui 

donne  1""',419  ou  sensiblement  1""',42. 

Considérons  maintenant  la  formule  connue  qui  donne  la  période  en  fonction  de  la  demi-amplitude  a  : 


T=.,v/^|.^(!ysi,.".(^y..|-....|. 


\  j  .    a  o        a' 1 

Supposons  le  second  terme  du  développement  éf,'al  à^^j^et  confondons  sm^    avec^-     jg      m^q» 

d'où     a  =  0,178t)    en  radians,  ce  qui  représente  uue  dizaine  de  degrés.  La  période  reste  donc  constante 

i 

à  „  ^t:  près  jusqu'à  une  amplitude  d'une  vingtaine  de  degrés. 

2"  Si  on  incline  le  support  de  l'angle  0,  les  oscillations  sont  produites  par  une  composante  de  la 
gravité  égale  à  g  cosO.  La  période  d'oscillation  devient  donc 


f--vr^ 


y  cosO 

3°  Si  on  fait  tourner  le  suppoi  l  autour  de  PQ  de  00"  et  que  le  pendule  s'écarte  de  la  verticale  de  60», 
''angle  de  torsion  des  ressorts  est  de  30"  et  la  eondilion  dêquilibre  est  que  le  moment  du  couple  de 
torsion  soit  égal  au  moment  du  poids  du  pendule.  Le  premier  est  proportionnel  à  l'angle  de  torsion  et 

peut  cire  représenté  par     Cx  -.     Le  second  a  pour  expression  r/j^/sinCO».  On  aura  donc,  en  intro- 
duisant les  valeurs  numéri(]ues, 

C  X  r  =  500  X  981  X  30  X  î  vlJ  =  2,124  X  10^ 

D'une  manit^-re  générale,  supposons  le  pendule  écarté  delà  verticale  de  l'angle  ,S  par  une  rotation  D 
du  support  autour  de  PQ.  L'angle  de  lorsion  est     b  —  {i     et  la  condition  d'équilibre  est 

C(n  —  ^)  =  »/<<// sinp, 

C  étant  dclorminé  par  l'équation  précédente,  qui  donne 

c=  i.onoxio'. 

Si  on  fait  alors  osciller  le  pendule,  il  est  snllicité  vers  sa  position  d'équilibre  par  des  forces  dont  le 
moment  est  proportionnel  à  l'angle  d'écart  «  el  a  pour  expression 

(wj^/cosp  -\-  C)£. 
La  période  d'oscillation  est  donc 

I  désignant  le  moment  d'inertie  ?;l/^  dont  la  valeur  numérique  est  1  230  000. 
Premier  cas.       p  =  ^,    T,  =2::^/^=  l'-'MO.'L 

Deuxième  cas.     B  =  0,    T,  =  27tv/^J-— r-,  =0«'".8707. 

Triiixirme  en.s.    H  =  «.     L'équation  d'équililire,     C(:i  —  p)'=  m^/sinp,     est  satisfaite  pour    ?:=«, 
:e  qui  cornspond  bien  ti  une  position  d'équilibre  stable,  car  on  en  déduit 


T.=2V::r^ 


I 

myl  -+-  C 

jui  est  réel,  car  on  a    (î  >  vi'jl    et  on  trouve    T,  =  i"*,754. 

C'est  d'ailleurs  la  seule  solulion,  car  siiip  ne  saurait  être  olus  grand  que     r.  —  3 
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En  éliminant  d'abord  j,  puis  Centre  les  trois  équalions  qui  donnent  respectivement  Tj,  T,  et 
Tj,  on  trouve  facilement 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

10567.  —  Résoudre  le  système   .x-hy-hz  =  l,    ax -hby -hcz  —  d,    a^x  +  b^y  +  c^z  =  d*,   en  supposant    a^b^c. 
Que  devient  le  polynôme    a>x  -hb^y-hc*z,    si  on  y  remplace  x,  y,  z  par  les  solutions  du  système  donné? 

—  568.  —  Résoudre  le  système    ax^yt  -+-  bXi  +  cyi  -f-  d  =  0,    ax-2y2  4-  bXi  -(-  cy»  -(-  d  =  0,    aXî?/3  -+-  6x3  -^-aji  +  d  =  0, 
où  a,  b,  c,  d  sont  les  inconnues,  et  Xi,  j/i,...  sont  des  quantités  données.  Interprétation  géométrique. 

—  569.  —  Dans  le  développement  de    {x -\-  a)"',    calculer  le  terme  le  plus  grand  en  valeur  absolue. 

—  570.  —  Condition  pour  que    x*"  —  x'"  +  x^"  —  x"  -l- 1    soit  divisible  par    x*  —  x'  +  x*  —  x  -t-  1 . 

—  571.  —  Etudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

X'  ,      ,,  ^  ^      ,  X       n         X  , X 

n'x— '(somme),  n"  —i,  cot cos  — .  /«' — -i"  -+- 5  —  n^  +  2,  Lcos 


n  —  ^n  n       X         n  '  '  2" 


e-:Ln).,  „.e-y/,T,  l/I  +  v/i+I),  lH il^  +  i/l  +  l],  arc  tg /^    ^  ,  (somme), 

arctg— — -(somme),  , — — —-(somme},  (1— cos  — Wtn. 

"  H-(x-|-n)(x  +  n+l)  '  (n-(- lj(» -H  2)  ^  \  n/^ 

—  572.  —  Déterminer  les  constantes  a,  b,  c  de  façon  que  les  séries  de  termes  généraux 

73-1  —  -^,  tg  -^  +  tg  ^  "^,   ",  y/n^  -4-  o  +  v/n»  -hb  —  cn 

soient  convergentes. 

—  573.  —  Déterminer  le  polynôme   P(n)    de  façon  que  la   série  qui  a  pour  terme  général    an  -h  b  -  yfJjT)    soit 
convergente. 


—  574.  —  Etudier  la  série 


1  +  X  4-  —  +  3x'  -I-  —  +  5x=  +  --  H-  7x' 
2  4  6 


—  575.  —  On  considère  les  séries  entières 

X       x'        x^       x'        x'        x"        x"       x'5 

T   1     5     r~^T'"^Ti     î3"~Tr~^'" 

x^  sin  2a  x"sinna 


X  sh  2a  +  x'  sh  4a  +  ...  -I-  x"  sh  2rta 


£  sin 


a;'       /.        1  \  x'        /^        1        1  \  X*  /         1  1     \x" 

Déterminer  pour  chacune  d'elles  l'intervalle  de  convergence  et  la  somme. 
—  576.  —  Calculer  les  limites  des  fonctions  suivantes  : 

s  '  /■'    " 

(2xcot2x)<:otj    pour    X  =  0,  (sin  X -I- cos  x)i    pour    x  =  0,  (t -t- tg  x)^-^''      pour    x  =  0, 

X 
O"  —  x"  i^  /  X    \  " 

pour    X  ^=  a  X      pour    x=-i-»,       (cos-^l    pour  n  inûni, 

\       ^n  I 


La»  —  Lx" 


x/ 1  +  —  j    —  ex'Ll  1  H j    pour    x  = 


1  1  1 


71-1-1      n  -t-  2  2n 


-I-  . . .  -*-  --—    pour    n  =  -(-  00  , 


[sin  (fl -(- x)]"  —  (sina)   "+-^ 


pour    .(  =:  0 


(o<a<^). 


[sin  {a  -t-  x)]<'+-'  —  (sin  a)" 

—  577.  —  Trouver   la    limite   de   l'expression        M  -f-  *  ~     j|  1  -(-  2- )   •   (l-i-n^^ ]\"^'     q"»"'^    "    croit 

indéfiniment.  On  suppose    a  >  1.    Cas  particulier    a  =  c. 
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—  578.  —  Appliquer  le  théorème  des  accroissements  finis  pour  calculer  l'erreur  commise  quand  on  prend  100  pour 
valeur  de  vToÔÔl. 

—  579.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions 


Ux  -f- y/l  -(-  j' I  _J J_  /  it  \  arcsin  x  L x  —  \/i  -*- x*)  x -*- 1 ^ 

^i—x-'     '         ïûn~'7  v^-^'^T I'  s/C^^^'  x  —  >/i-hx*  j^  — * 


«  _!_  /         i  Y  -c'  -  - /         1  \ 

xgT-\         (cosx)"»^,  (^j-(-— j.  jr—['  (l-i-tgx)',         (i_i)ex'->x*i,         j^L^^-r-t-yj'  arcsinlJ-. 

—  580.  —  Comparer  les  fonctions    »/  =  thx,    y  =  Aarctgx. 

—  581.  —  Développer  en  série  les  fonctions 

1  1  —  j' 

. :'  X  arc  t^'x  —  L(l -h  j^'t,  (arcsinx^,  r'cosx,  exsinx, 

x'  _  xv/2  -1-1  1  —  2x  cos  a  -I-  x' 

,     1— 3x»  ^fTx»— 1  ,        .rsina  — -  1  -  x' 

ar<"tg;: ;•  ^- ; :irctg- .  L  x -i- y/x' -h  i  ),  arctg— 

3x  — x^  x'  1— xcosa  .   2x 

—  582.  —  Développer  en  série  entière  par  rapport  aux  puissances  de  a  la  quantité     ; — ; -•     En  déduire 

/  '^-      sinxsin  mx  r. 

i/  0 


;C0SX 


—  583.  —  Développer  en  série (p,  entier  positif;,  en  utilisant  le  développement  de 


(X  —  a)f  1  —  .r 

2u 

—  584.  —  Etant  donné    x  = '■ — j-.      développer  y  en  série  entière. 

—  585.  —  Trouver  l'ordre  infinitésimal  de    x'  — (sinx)*'"",    x  étant  l'inûniment  petit  principal. 

—  586.  —   Etant  donné    y  =  f^'^ ^ cos  t  dt,    calculer  la  partie  principale  de  y,  x  étant  l'inflniment  petit  principal. 
Même  question  pour    y  —  x. 

—  587.  —  Si  l'on  a,  quel  que  soit  V.     A  ch  <{< -h  Bsh  9  =  A' ch  ? -h  B  shç,     montrer  que    A  =  A',     M  =  B'.    Mettre 
A  cil  <p  -♦-  B  sh  9    sous  la  forme    C  sh  (o  -+-  a). 

/  I -h  Rinx -(- icosx  \">         ,, 

—  588.  Simplifier    ( : )    ,  m  étant  un  entier  positif- 

\  1  -t-  sinx  —  I  cos  X  / 

—  58!).  —  Calculer  le  module  et  l'argument  de  ii-i 1   •   m  étant  un  entier  positif.  Limites  de  ces  quantités  quand 

m  croit  indéfiniment. 

4  -t-  .Il 


—  590.  —  Calculer  le  nombre  imaginaire  2  vérifiant  chacune  des  équations    cos  3=2,    tg  3 

.1 

—  591.  —  Discuter  les  équations 

X         x'  X" 

x» -t- x»  H- X»  4- X -f- 1  =  0,  1 -f- •— 4-  —--(-...  H r  =  0,  xLx  — x-a=0, 

1         L'!  »! 

cos' X  —  3),  cos  X -t- 1  =  0,  (X-+-1)' -.r  —  1  —  I  =  0,  (x -*- 1)' —  x*  -  2x  —  1  =  0. 

—  592.  —  Conditions  pour  (pie  l'équation    x* -H  3x'  —  ),  =  0     ait  ses  trois  lacines  réelles. 

—  59:1.  —  Former   ré(|u;ilJon   (|ui   donne    cos  a  =  r    en  fonction  de    cos  5a  =  6,    et  vérifier  les  relations  entre  les 
roefOeients  et  les  racines. 

.r"        s"-i  X* 

—  594.  —  Applifiuer  le  tliéoreme  de  Hoile  à  l'équ.ilHm ^ h...-i--^-i-x-hi  =  i. 

Il       n  —  1  2 

—  595.  —  Conditions  pour  que  l'équation    x'  -i-  flx'  4-</x'  -»-  c  =  0  ait  une  racine  triple. 

—  59r».  —  Soit  /"ix,  yi  un  polynôme  homogène.  Démontrer  que  le  polynôme    /jjTv)' —  ^fifyriM  -^  lylx*    est  divisible 
|)iir  {[T.  VI. 

—  597.  —  Conditions  jiour  (|ue  l'équation    x* -H  flx' -H  fcx' -»-  c  =  0    ait  une  racine  triple. 

—  598.  —  Pitnner  une  équation  du  quatrième  degré  telle  (|ue  ses  racines  soient  liées  deux  à  deux  par  une  relation 
involutivc.  ,, 

—  GOO.  —  Trouver  la  racine  commune  aux  équations    x'  —  x'  —  j'  -  x  —  2  =  0,    3x*  —  7x*  -t-  3.r  —  2  =  0.      ^  ' 

—  001.  —  Soient  a,  b,  c  les  racines  de  l'équation   x'  \- pr -^  q  =■  ^  \    former  l'équation  qui  n  pour  racines  les  quantités 

a*  b'  c* 

— ■  •    — -t    -7 — -•    puis  celle  qui  a  pour  racines    b  \-  c  —  n,    c  -\-  a  —  b,    a  -h  b  —  c. 

t"  -+-  c'     r*  -h  a'     a'  -I-  M 

—  002.  —  Vérifier  que  les  rocines  de  l'équation  v  40x*  -♦-  34x'  —  OSx'  -+-  5x«  -h  20x  —  4  =  0    sont  les  inverses  de  Cinq 
nombres  en  progressicm  arithmétique,  et  calculer  ces  racines. 

{A  suivre.) 
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SUJETS   DE  CONCOURS 


ÉCOLE  NORMALE   SUPERIEURE  ET  BOURSES    DE    LICENCE 


Concours  de  1921, 

Groupe  I. 


Mathématiques . 

PREMIÈRE   COMPOSITION. 

2548.  —  On  suppose  l'espace  rapporté  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Ot/,  Oz,  et  on  désigne 
par  U  une  certaine  longueur  donnée.  Soient  D  et  D'  deux  droites  quelconques,  (a,  b,  c)  les  projections  sur 
les  axes  d'un  vecteur  AB  porté  par  D,  {a,  b',  c')  celles  d'un  vecteur  A'B'  porté  par  D'.  On  dira  que  D  et 
D'  mni  conjuguées,  si  on  peut  choisir  ces  vecteurs  AB  et  A'B'  de  telle  manièreque  les  moments  de  AB  par 
rapport  aux  trois  axes  soient  Ra'  R6'  Rç',  et  que  les  moments  de  A'B'  par  rapport  aux  trois  axes  soient 
Ra.^Rô.  Rc. 

1°  Montrer  que  toute  droite  D  ne  passant  pas  par  0  a  une  conjugée  D',  et  une  seule,  et  en  donner  une 
construction  géométrique,  où  interviennent  les  projections  II  et  H'  de  0  sur  D  et  D'. 

2°  Deux  points  M  et  M'  seront  dits  conjugués  s'ils  appartiennent  respectivement  à  deux  droites  conjuguées. 
Montrer  qu'il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  coordonnées  (x,  y,  z)  de  M  et  [x',  y',  z')  de  M'  vérifient  la 
relation 

xx'  +  yy'  -\-  zz'  +  R^  :=  0. 
'     3°  On  considère  les  droites  Do,  D'o,  représentées  par  les  équations 

D'o    ^-  =  «' 


2/  =  +  R;  "(!/  =  - R. 

On  désignera  dans  la  suite  par  Mo  un  point  quelconque  de  Do,  et  par  u,  son  abscisse  ;  par  M'o  un  point 
quelconque  de  D'o,  et  par  w  sa  cote.  Chercher  le  lieu  S  des  droites  MoM'o  telles  qu'il  existe  sur  chacune  d'elles 
un  couple  de  points  conjugués  M  et  M'  partageant  MoM'o  dans  des  rapports  donnés  : 

MMo    _  ^  M'Mo   _  ^ 


MM'o  .  M'M'o 

Examiner  le  cas  particulier  XX'  =  —  1. 

4°  Prouver  qu'il  existe  des  couples  de  droites  conjuguées  D,  D'  qui  sont  rencontrées  l'une  et  l'autre  par 
une  infinité  de  droites  MoM'o.  A  chacun  de  ces  couples  D,  D'  correspond,  d'après  la  définition  des  droites  con- 
juguées, un  couple  de  vecteurs  AB,  A'B'  :  on  montrera  que  les  couples  D.D'  en  question  se  répartissent  en 
deux  familles  (F)  et  (G),  caractérisées  respectivement  par  une  direction  particulière  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence géométrique  des  vecteurs  AB,  A'B'  (')• 

50  Soit  D,  D'  un  couple  de  droites  conjuguées,  de  la  famille  (F)  ou  de  la  famille  (G),  et  soient  M,  M'  les 
points  où  elles  sont  coupées  respectivement  par  l'une  des  droites  MoM'o  qui  les  rencontrent,  Montrer  que  si 
MoM'o  varie  en  s'appuyant  sur  D  et  D',  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  M,  M',  Mo,  M'o  reste  con- 
stant. Chercher  les  lieux  S  de  chacune  des  droites  D  et  D',  de  l'une  ou  l'autre  famille,  pour  lesquelles  ce  rap- 
port anharmonique  conserve  une  même  valeur  h.  Discuter  la  nature  de  ces  lieux  S. 

IMPOSITION. 

I.  —  2549.  Dans  un  plan  vertical  n  on  donne  yn  cercle  y»  de  centre  G  et  de  rayon  a.  Soit  0  le  point  le 
plus  bas  de  ce  cercle,  x'Qx  la  tangente  en  ce  poinl,  Oy,  la  verticale  ascendante  de  0.  Une  demi-droite  Am  se 
meut  dans  le  plan  ii  :  son  origine  A  décrit  la  démi-iroite  Qx,  ku  est  au-dessus  de  x'x,  et  reste  tangente  au 
cercle  y-  Soit  M  le  point  de  contact. 

Le  mouvement  se  fait  de  manière  que  le  rayon  CM  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante,  égale  à  1  ; 
à  l'instant    <  =  0,    la  demi-droite  Au  est  confondue  avec  Ox. 


(M  Pour  traiter  cette  question,  on  pourra  se  donner  D  et  D'  par  les  projections  (a,  &,  c),  (a',  b' ,  c')  des  vecteurs  AB  et 
A'R',  MoM'o  par  les  coordonnées  m,  iv  ;  et  chercher  d'abord  les  relations  entre  a,  b,  c;  a',  b',  c'  ;  M,  w  qui  expriment,  respec- 
tivement, que  MoM'o  rencontre  D  ou  D'. 
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1"  Calculer,  dans  le  système  d'axes  a:Oy,  le»  coordonnées  de  la  position  occupée,  à  un  instant  t  quelconque, 
par  le  point  P  de  Am,  qui  est  à  la  dislance  constante    6  =  AP    de  A. 

2»  A  chaque  instant  t,  il  y  a  un  de  ces  points  P  dont  la  vitesse  est  verticale  :  soit  m  la  valeur  du  rapport 

—  ,  relative  à  ce  point.  Étudier  les  variations  de  «<.  considérée  comme  fonction  de  /  et  les  représenter  par  une 

courbe. 

3»  Construira  la  trajectoire  T  du  point  P  pour  lequel  b  =  2a  En  combien  de  ses  points  la  vitesse  de  P 
est-elle  verticale?  Calculer,  par  des  considérations  cinématiques,  la  courbure  de  celle  trajectoire  T,  au  point 
le  plus  haut.  —  En  combien  de  points  une  horizontale  du  plan  il  coupe-t-elle  la  courbe  T?  Discuter. 

i<>  l.a  trajectoire  T  forme  une  boucle  :  en  calculer  Taire. 

II.  —  2550.  In  rouleau,  ayant  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  a,  repose  par  une  de  ses 
génératrices  rectilignes  sur  un  sol  horizontal  ;  il  est  calé  de  manière  à  ne  pas  pouvoir  bouger.  Une  barre 
ri^'ide,  homogène,  assimilable  à  un  segment  recliligne  de  longueur  2a,  repose  sur  le  sol  par  une  de  ses  exté- 
mités  et  est  appuyée  contre  le  rouleau. 

On  considère  comme  nèj,'li«cable  lefrollement  de  la  barre  contre  le  rouleau.  .Montrer  qu'il  en  résulte  que 
la  barre  ne  peut  être  en  équilibre  que  si  elle  est  dans  un  plan  djî  section  droite  du  rouleau. 

Calculer  le  coeKieient  f  du  froltemenl  de  l'exlremilé  de  la  banc  avec  le  sol,  sachant  que  la  barre  ne  reste 
en  équilibre  (jue  si  son  angle  avec  la  verticale  ne  dépasse  pas  une  valeur  donnée  0.  Quel  est  l'ordre  et  quelle 
est  la  paitie  principale  de  /,  par  rapport  à  0,  considère  comme  un  inliniment  petit?  Calculer  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  /  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes,  de  6. 

Physique. 

I.  —  2561.  1-e  Iléau  d'une  balance  de  précision  a  une  masse  de  80i-'  ;  chacun  des  deux  bras  du  fléau,  une 
longueur  de  75°"»  (à  i/lO"'"  priîs)  ;  les  plateaux  ont  chacun  une  masse  de  50».  L'extrémité  de  l'aiguille  se 
déplace  vis-à-vis  d'une  graduation  dont  10  divisions  ont  une  longueur  de  14"»;  la  longueur  de  l'aiguille  est 
22"".  Les  arêtes  des  couteaux  sont  horizontales  et  parallèles. 

1»  Pour  éprouver  la  justesse  de  la  balance,  on  réalise  les  opérations  suivantes  : 

a)  Les  plateaux  vides,  laiginlfe  est  au  zéro  de  la  graduation. 

b)  On  prend  dans  la  boite  de  poids  les  deux  masses  marquées  100k;  on  en  place  une  dans  chaque  plateau  ; 
pour  ramener  l'aiguille  au  zéro,  il  faut  placer  une  masse  nii  —  0"»,»  dans  le  plateau  de  gauche. 

r]  On  enlève  tous  les  poids,  on  intervertit  les  2  poids  de  100«;  pour  rétablir  l'équilibre,  il  faut  placer  une 
masse  uii  =  1°"<,7  dans  le  plateau  de  gauche. 

La  balance  est-elle  juste  ?  Sinon,  quelle  est  la  différence  de  longueur  des  deux  bras  du  fléau  ?  Quelle  erreur 
relative  commet-on  en  pesant,  par  simple  pesée,  à  l'aide  de  cette  balance,  un  corps  dont  la  mas.se  est  voisine 
de  50»? 

2°  L'étude  de  la  sensibilité  de  la  même  balance  sous  des  charges  variables  donne  les  résultais  suivants  : 

Fléau  seul  :  2"">'  placés  sur  un  couteau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  de  4,1  divisions. 

IJalancc  vide  :  2™tr  placés  dans  un  plateau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  d<'  3,9  divisions  ; 

Charge  50"  :  2-k  placés  dans  un  plateau.  La  position  il'équilibre  se  déplace  de  3.2  divisions; 

Charge  100»  :  2"*  placés  dans  un  plateau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  de  2,8  divisions. 

Tous  ces  nombres  étant  évalués  à  0,1  div.  près. 

Les  arêtes  des  trois  couteaux  .sont-ellfs  dans  un  même  plan  ?  Sinon,  quelle  esl  la  distance  de  l'anMe  du 
couleau  central  au  plan  passant  par  les  deux  autres?  l.a  balance  llechil-elle  sous  la  charge? 

3»  On  mesure  les  durées  d'oscillation  suivantes  : 

Fléau  seul  :  13.5  sec.  ;  balance  vid.'  :■'  '.  soc  ;  charge  50»  :  27.4  sec.  ;  charge  100*  :  31,0  sec,  tous  ces 
nombres  élanl  évalués  à  0.1  sec.  près. 

Ces  nombres  permellent-ils  de  rniiii..hr  Ic^  résultats  du  par.igraphc  précédent  ?  Quel  est  le  moment 
d'inertie  du  Iléau?  (Jn  admcUra  que  les  masses  accrochées  aux  couteaux  latéraux  agissent  comme  si  elles 
étaient  concentrées  sur  leurs  arêtes  (même  remarque  pour  4»). 

40  En  mettant  dans  le  plateau  de  droite  une  surcharge  permanente,  on  s'arrange  pour  que  la  position 
d'équilibre  soit  h  5  divisions  à  gauche  du  zéro.  On  met  ensuite  dans  le  plateau  de  droite  une  masse  de  2-R  et 
on  s'armnt/r  de  façon  à  libi'trr  la  balance,  l'aiguille  nu  iém,  sans  intprimer  de  vitesse  à  aucune  yuce.  La  balance 
oscille,  l'aiguille  atteignanl  dans  sa  première  cours.-  une  certaine  division  à  gauche.  Quelle  est  celte  division  • 
Le  procède  eslil  une  mesure  de  la  sensibilité  ?  EU  il  plus  seuMble  que  le  procédé  classique?  Dans  une  pesée, 
l'observation  de  celle  première  élongalion  maxinia  ne    peut-elle  sullire?  En  supposant  qu'on   sache  réaliser 
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mécaniquement  les  conditions  soulignées,  quels  avantages  aurait  l'emploi  d'une  telle  méthode  au  point  de  vue 
de  la  rapidité  des  pesées"?  On  négligera  l'effet  de  l'amortissement. 

II.  —  Définition  de  la  distance  focale  d'un  système  optique  centré.  Soa  calcul  dans  le  cas  où  le  système  est 
composé  de  deux  systèmes  partiels  dont  les  éléments  sont  donnés.  —  Mesure  de  la  distance  focale.  —  Indiquer 
par  quelques  exemples  l'ulilité  de  la  notion  de  distance  focale  d'un  système  épais. 

Gruupe  H. 

Mathématiques . 
Même  sujet  que  la  deuxième  composition  du  groupe  I. 

Physique. 

I.  —  2552.  1°  La  section  principale  d'un  prisme  a  la  forme  d'un  losange  ABGD.  Parallèlement  à  la  grande 

diagonale  AC,  on  fait  tomber  sur  AB  un  rayon  lumineux  SI  pour  lequell'indice 
du  prisme  est  n.  A  quelles  conditions  le  rayon  émergent  sortira-t-il  parallèle- 
ment à  AG  après  avoir  subi  deux  réflexions  totales  sur  AD  et  DC?  n  étant 
supposé  donné,  calculer  dans  ce  cas  l'angle  A  du  losange.  Application  : 

1 

n  =  -= -• 

v/3  —  1 

2°  Le  rayon  incident  étant   toujours  parallèle  à   AG  et  tombant   sur  AB, 

comment  devrait  être  située  la  deuxième  face  d'un  prisme  ordinaire  d'mdice  n. 

tel  que   le  rayon  intérieur   IR   émerge  après  réfraction   sur  cette   deuxième  face    de   façon  à  traverser  le 

prisme  au  minimum  de  déviation?  Montrer  que  celte  deuxième  face  s'obtient  en  prenant  la  symétrique  de  BG 

successivement  par  rapport  à  GD  et  DA. 

3»  On  suppose  que  le  rayon  incident  arrivant  sur  ABGD  contient,  outre  la  lumière  d'indice  n  qui  ne  subit 
pas  de  déviation,  une  autre  lumière  d'indice  voisin  n -f- An.  Galculer  l'angle  des  deux  rayons  colorés  à  la  sortie 
du  prisme.  Application  :    ^n  =  0,01. 

4°  On  constitue  avec  le  prisme  ABGD  un  spectroscope,  l'objectif  de  la  lunette  ayant  une  distance  focale  de 
20  centimères.  Quelle  est  la  distance  des  deux  images  colorées  de  la  fente  dans  le  plan  focal  de  l'objectif? 

II.  =  Lois  de  la  vaporisation.  —  Décrire  différents  modes  de  vaporisation.  —  Indiquer  par  quelques  exemples 
l'importance  des  phénomènes  de  vaporisation. 

Chimie. 

I.  —  Isomorphisme.  —  Loi  de  Mitscherlich.  Établir  une  classification  des  métaux  en  se  basant  sur  des  relations 
d'isomorphisme.  ' 

II.  —  Acide  phtalique.  Anhydride  phtalique.  Phtaléines. 

Sciences  naturelles. 
La  nutrition  carbonée  chez  les  Végétaux  et  chez  les  Animaux.  Le  cvcle  du  carbone  dans  la  nature. 


QUESTION  PROPOSÉE 

2553.  —  Soit  A  un  point  fixe  d'une  conique  (T),  a  le  point  de  Frégier  correspondant,  situé  sur  la  conique 

de  Frégier  (y)  ;  b:d  étant  un  triangle  variable  inscrit  dans  la  conique  (y),  démontrer  que  le  cercle  circonscrit 

au  triangle  formé  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  a  sur  les  côtés  du  triangle  bcd  passe 

constamment  par  le  point  A.  Mussel. 

•-♦-« 


kjii-'^H''  1,11    (M  ^        DEUXIÈME    PARTIE 
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2475.—  On  considère  deux  cercles,  G  et  G',  se  coupant  e a  deux  points,  A  c<  B;  on  effectue  sur  cette 
figure  une  transformation  homographique  tfUe  que  les  points  A  et  B  deviennent  dans  la  nouvelle  figure  Us 
points  cycliques.  Etudier  cette  transformation. 
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1^  En  déduire  qu'il  existe  deux  familles  de  coniques  tangentes  à  C  et  C  et  passant  par  lex  points  \  et  B. 
Montrer  que  la  droite  des  contacts  des  coniques  avec  les  cercles  passe^  pour  chaque  famille,  par  uix  point  fixe. 

^°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  ;  ce  sont  des  cercles  dont  les  polaires  relatives  aux  points 
fixes  trouvés  précédemment  sont  confondues  avec  AB. 

3°  Montrer  que  la  première  famille  des  coniques  est  formée  par  des  hyperboles  dont  les  asymptotes  passen  t 
par  deux  points  fixes,  ainsi  que  les  aies.  Ces  hyperboles  sont  semblables. 

4°  La  deuxième  famille  est  constituée  par  des  ellipses  dont  les  diamètres  conjugués  égaux  passent  par 
deux  points  fixes,  ainsi  que  les  axes.  Ces  ellipses  font  semblables. 

5»  Trouver  les  lieux  des  pôles  de  AB  par  rapport  à  ces  coniques.  Distinguer  ces  Unix  suivant  les  familles 
considérées. 

Nota.  —  On  peut  aussi  traiter  le  problème  directement. 

Dans  toute  transformation  lioinographiquf .  un  point  correspond  à  un  point,  une  droite,  k  une 
droite,  des  points  en  ligne  droite  correspondent  à  des  points  on  ligne  droite,  des  droites  concourantes, 
à  dps  droites  concourantes,  le  rapport  anharnionique  se  conserve;  le  degré  d'une  courbe  est 
conservé  ;  etc. 

1»  Dans  le  cas  actuel,  les  deux  points  de  rencontre  des  cercles  se  transforment  «n  les  points 
cycliques;  nous  pouvons  aussi  faire  en  sorte  quo  les  points  cycliques  viennent  aux  points  A  et  B.  Les 
cercles  se  transformant  en  deux  cercles  qui  secou|)enton  A  et  B.  Toute  conique  passant  aux  points 
\  ot  B  se  transforme  en  un  cercle  ;  nous  sommes  ramenés  à  étudier  les  deux  systèmes  de  cerclet 
tangonts  aux  deux  cercles  donnés. 

Si  nous  considérons  d'abord  le  système  fortné  par  les  cercles  qui  touchent  les  deux  cordes  donnés 
de  la  morne  maniore,  les  deux  points  de  contact  sont  dos  centres  de  similitude  directe  ou  inverse,  mais 
de  même  nature  ;  ils  sont  donc  en  ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude  directe.  Pour  le  système 
formé  par  les  cercles  qui  toucbont  les  doux  cordes  donnés  de  façons  diilérentes,  les  contacts  ne  sont 
pas  des  centres  de  similitude  do  même  espèce  ;  la  droite  qui  les  joint  passe  par  le  centre  de  similitude 
inverse.  Il  est  à  remarquer  aussi  que,  dans  los  deux  cas,  les  tangentes  aux  deux  poinls  de  contact 
se  coupent  sur  l'axe  radical. 

Dans  la  promiôre  ligiiro,  nous  avons  deux  syslomes  do  coniques  passant  aux  poinls  A  et  B  ot 
tangentes  aux  deux  cordes,  los  tangentes  aux  points  de  contact  sont  parallèles,  la  ligne  de>  contacts 
passe  soit  par  le  centre  de  similitude  directe,  soit  par  le  centre  de  similitude  inverse. 

2"  Considérons  lo  système  dos  coniques  pour  lo>quollos  la  corde  des  points  de  contact  passe  par  le 
Cfnlre  de  similitude  directe  ;  i)our  cbaciine  des  coni(|iios,  le  contre  ost  le  milieu  do  la  corde  des  contacts. 
Si  l'on  appelle  S  le  centre  de  similitude  diredo,  .M  ot  M',  les  deux  point»»  de  contact,  le  point  w  est  au 

SM-hSM'       ..  SM'  n'         , 

IT    =*' 


milieu  de  MM'  et  nous  avons    Siu  = 


d'autre  part,       -——    = 


donc 


Siu  =  SM 


Le  liou  du  point  «»  est  un  cercle  homothétique  du 
corde  0,  par  rapport  au  point  S,  dans  lo  rapport 
i-hk 

Ouand  la  sécante  S.MM'  devient  tangente  aux  deux 
cordes,  le  point  lo  vient  sur  l'axe  radical,  au  point  C, 
milieu  de  la  tangente  commune.  Pour  celte  position 
parliculiore     de    la  sécante    les    doux  points   w    sont 

confondus  ot  le  lieu  des  centres  est  tangent  aux  doux  tangentes  communes  qui  partent  du  point  S,  aux 

points  C  et  D, 
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Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  seconde  famille  de  coniques,  bien  que  les  iangentes 
communes  aux  deux  cercles  menées  par  le  centre  de  similitude  inverse  S'  soient  imaginaires. 

Pour  montrer  que  la  première  famille  de  coniques  est  constituée  par  des  hyperboles,  nous  allons 
déterminer  deux  couples  de  diamètres  conjugués  de  celle  de  ces  coniques  qui  a  son  centre  au  point  w. 
Puisque  les  tangentes  en  M  et  M'  sont  parallèles,  la  droite  M.VI'  est  un  diamètre  et  le  diamètre  conjugué 
est  parallèle  à  la  tangente  en  M;  c'est  donc  la  tangente  au  lieu  des  centres  au  point  w.  Cela  nous 
donne  le  couple  de  diamètres  mP,  wQ.  D'autre  part,  wl  est  un  diamètre,  c'est  le  diamètre  conjugué 
de  AB  ;  le  second  diamètre  est  donc  parallèle  à  l'axe  radical  AB.  Le  point  I  est  le  point  central  de 
l'involution  déterminée  parles  couples  de  diamètres  conjugués  sur  AB.  La  polaire  du  point  Q  par 
rapport  au  cercle  lieu  de  w  est  évidemment  la  droite  Sw  ;  donc  le  point  P  est  conjugué  harmonique 
de  Q  par  rapport  à  C  et  D  ;  les  deux  points  G  et  D  sont  les  points  doubles  de  l'involution  déterminée 
par  les  diamèires  conjugués  ;  les  asymptotes  passent  en  ces  points,  qui  sont  fixes.  De  même,  les  axes 
qui  sont  les  bissectrices  des  asymptotes  passent  aux  deux  points  G'  et  D',  milieux  des  arcs  GD  ;  ces 
deux  points  sont  fixes  aussi.  L'angle  C-uD  des  deux  asymptotes  est   constant  ;  donc  les  hyperboles 

sont  toutes  semblables. 

Dans  le  cas  de  la  deuxième  famille,  les  tangentes  issues  du 
point  S'  sont  imaginaires,  le  cercle  lieu  du  centre  w  ne  rencontre 
pas  l'axe  radical,  le  point  S',  pôle  de  AB  par  rapport  à  ce  cercle, 
est  intérieur  au  cercle. 

Les  diamètres  conjugués  de  la  conique  qui  a  son  centre  en  oj 
forment  un  faisceau  involutif  qui  intercepte  sur  AB  une  involution 
ayant  pour  centre  le  point  I  et  pour  couple  les  points  P  et  Q 
conjugués  pàrrappoit  au  cercle,  car  il  est  visible  que  la  polaire  de  Q  est  la  droite  wS'  ou  wP  ;  les 
points  doubles  de  l'involution  sont  encore  les  points  de  rencontre  du  cercle  avec  l'axe  radical  AB,  les 
points  imaginaires  G  et  D  ;  les  asymptotes  sont  imaginaires  ;  la  courbe  est  toujours  une  ellipse.  Toutes 
les  cordes  de  l'involution  de  sommet  w  passent  par  le  point  S';  nous  aurons  celle  qui  correspond  au 
couple  rectangulaire,  c'est-à-dire  aux  axes  de  l'ellipse,  en  menant  le  diamètre  du  point  S';  il  coupe  le 
cercle  aux  points  G'  et  D',  qui  sont  fixes  ;  les  axes  de  toutes  ces  ellipses  passent  par  des  points  fixes, 
G'  et  D'.  Nous  aurons  le  couple  des  diamètres  conjugués  égaux  en  menant  la  corde  perpendiculaire  au 
diamètre  CD'  ;  elle  coupe  le  cercle  en  deux  points,  C/  et  D/,  qui  sont  fixes  ;  les  djamètres  conjugués 
égaux  passent  donc  aussi  par  des  points  fixes. 

Pour  avoir  enfin  le  lieu  des  pùles  de  AB  par  rapport  à  ces  coniques,  il  suffît  de  remarquer  que,  dans 
l'autre  figure,  le  pôle  de  AB  devient  le  centre  du  cercle  tangent  aux  deux  cercles  donnés.  Or,  le  lieu  des 
centres  de  ces  cercles  se  compose  de  deux  coniques  qui  passent  aux  points  A  et  B.  Donc,  dans  la 
figure  actuelle,  le  lieu  du  pôle  de  AB  est  un  cercle  pour  chacune  des  deux  familles  de  coniques. 

Solution  analytique.  —  Représentons  par 

a;2  +  y2  _  2acc  —  62  =  0,  .rî  -+- y"^  —  2a'.r  —  b^  =  0. 

les  équations  des  deux  cercles  donnés.  Leurs  rayons  seront  donnas  par    R^  =  a^  +  b^    et    R'^  =  a'^  +  b"^. 

Cela  posé,  les  coordonnées  d'un  point  du  premier  cercle  sont    a  -f-  R  cos  /,    R  sin  t,  et  la  tangente  en  ce  point 
est  {j-  —  a)cos  <  -f-  j/  sin  i  —  R  =  0  ; 

la  conique  (C),  qui  passe  aux  deux  points  A  et  B  et  qui  touche  le  cercle  en  ce  point,  fait  partie  du  faisceau 
linéaire  déterminé  par  le  cercle  et  le  couple  de  droites  formé  par  l'axe  Oy  et  la  tangente  précédente  ;  elle  a 
donc  pour  équation 

x^  4-  y^  —  2ax  —  b^-\-  Ix^x  —  a)cos  t  -+-  y  sin  «  —  R]  =  0. 

Le  second  cercle  la  coupe  en  quatre  points  situés  sur  les  deux  droites 

2(a'  —  a)x  -f-  "kxlix  —  a)cos  «  +  //  sin  <  —  R]  =  0  ; 
l'une  de  ces  droites  est  l'axe  radical,    a-  =  0  ;    l'autre  doit  être  tangente  au  second  cercle,  c'est-à-dire  identique 
à  la  droite  (x-  —  a')cos  t'  4-  j/  sin  i'  —  R'  =  0  ; 

en  écrivant  que  ces  deux  droites  coïncident,  nous  avons 


iO  GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


X  cos  t  _  X  sin  t  _     2(a'  —  a)  —  Kla  cos  t  ■+■  R) 
cos  <'    "~    sin/'  —a' cos/' — If 

Les  deux  premiers  rapports  nous  donnent     Ig/  =  tg/':     par  suite, 

/'  =   t  (JU  t'  =   t-f-TT. 

Pour  la  pnMni^rc  solution,  t'  =  t,  les  (le»*-rayons  t|ui  aboutissent  aux  points  do  contact,  OM  et  O'M', 
sont  (taraJIflcs  et  de  niôruf  sens,  la  corde  des  côhlacls,  MM',  jiasse  au  centre  de  similitude  directe. 

Pour  la  seconde  solution,  /'  =  l-\--,  les  deux  rayons  qui  aboutissent  ;in\  points  de  contact,  OM  et  O'M*. 
sont  paralièli's  et  de  sens  contraires,  la  droite  MM'  passr-  an  ciritr»'  de  similitude  inverse. 

Prenons    /'  =  /  ;    nous  aurons 

X^a  cos  / -»- FI) -»- 2fa  —  a')  ,.,   ,         ,        .       n.       n         «/  'v 

/=  ■ — -'  /  (a  —  a)cos/-|- R  —  I^    =2(a—a). 

a  cos  t  -(-  Il 

D'autre  part,  la  coiii(jue  correspondante  sera  une  ellipse,  si  l'on  a 

(1  -4-  ).  cos  l)  —  tJlllU.  >  0,  4(  i-»-  X  cos  l)  —  ).«  +  /*  cos»  /  >  0,  ou  (À  cos  /  ■+-  2)'  —  X»  >  0. 

Mais  nous  avons  f a' —  o)(X cos  t  4-  2)  =  X(R  —  W)  ; 

rint'f,'aliti'  devient 

^'^'/  ~  "^^  —  X»  >  0,  ou  (R  —  H')«  -  (a   -  a}*  >  0,  26=  4-  îaa'  —  2RR'  >  0. 

(a   —  a)' 

Si  6' -+-«<!'  est  rif'gatif,  le  premier  membre  e>t  néf^atif.  S'il  est  positif,  nous  voyons  que  RR'>  6- -t- an', 
car  H^R'2  =  {a'-  -(-  6-;(a'*  -»-  b*). 

et  l'in«'galité  (a*  ■+■  b*){a'-  -+■  b*)  >  (fc*  -t-  aa')* 

se  réduit  .'i  b*(a  —  a')*  >  0. 

I.'inc^'alité  a  donc  lieu  en  sens  contraire,  et  toutes  les  coniques  de  ce  premier  groupe  sont  des  liyperboles. 

Pour  la  seconde  solution,     t'  =  t -\-  t.,     la  relation  (jui  donne  X  devient 

-         Àfa  cos /-»- H)  —  2(a'  — a)  ,  ,  ,  ,. 

—  X  =  —, ; ■ ■•  *    a  —  a)cos  /  —  R  —  R    =  2(a  —  a)  ; 

U    —  a   C(tS/ 

on  pas.sc  (If  la  premirre  à  celle-ci  fu  changeant  R'  en     —  R'. 

L'inégalité  (pii  exprime  que  les  coniques  du  second  groupe  sont  des  ellipses  devient  b*  -\-  aa'  -^  RR'  >  0  î 
elle  est  vériliée.  I.es  coniques  du  second  groupe  sont  des  ellipses. 

Formons  l'équation  du  premier  groupe.  Pour  cela  rempla(;ons  X  par  sa  valeur, 

^^  2ia-a') 

{a  —  (i)cos  /  -+-  R'  —  H  ' 
nous   aurons 

[{a'  -  a)cos /  -»-  R'  —  R ,(j-  ■+■  y'-  —  ?a.'-  —  b'^)  +  2(a  —  a')[(x»  —  <ij)cos /  -\-  xi/ sin  <  —  R.<    =  0, 
[(a  —  a')cos  (  -I-  R'  _  R  y»  -^-  î(a  —  a')jy  sin  /  +  [(o'  —  a)cos  /  -»-  R'  —  \{]y* 

—  la-riU'  —  R)  —  2R.<(a  —  a')  —  b'\(a'  —  a)cos  /  -|-  R'  —  R]  =  0. 
Le  lieu  des  centres  s'obtiendra  en  éliminant  t  entre  les  d<'ux  dérivées  partielles  : 

-i-  /■;  =  [(a  —  o')cos  /  -H  R'  —  R  ,c  -f-  (a  —  a')y  sin  t  —  (aR'  -  lia')  =  0, 

— /•;  =  (a  — a').r  sin  /+  [(û' —  a)cos  « -H  R' —  Ry  =  0; 

elles  s'écrivent 

.  flll'-Ra'  — (R'— R.r  _(n'_R)y 

j-  cos  /  -»-  V  sin  t  =  -, .  .r  sm  /  —  «  cos  /  =  ; — -  . 

a  —  a  a  —  a' 

il  n'y  a  plus  qii'fi  élever  au  carré  et  ajouter  ;  ceci  donne 

(•'•'  -H  y*){a  —  a')*  =  [aR'  —  lld'  -  ^R'  —  R).»,»  -»-  (R'  —  R)V*- 

Le  lieu  des  centres  est  donc  un  cercle. 

Il  est  aisé  de  vérifier  i|ue  la  polaire  du  centre  de  similitude  directe,     .i-  =  —r-, r— .     y  =  0,     par  rapport 

à  ce  cercle  est  l'axe  radical,     x  =  0. 

Même  chose  p(»iir  le  second  groupe  ;  il  n'y  a  qu'li  changer     R'  en  —  R'. 

Montrons  maintenant  que  les  asymptotes  de  l'hyperbole  passent  par  deux  points  (ixcs.  Les  coefticients 
angulaires  des  asymptotes  sont  donnés  par 

I  a'  — fl)cos<-+-  R'  —  RjOT«— 2(a'  — «)»»  sin  ( -•- (R' —  R  —  (a' —  a)cos(j  =  0  ; 

,         ,  ,  <a'  —  a)H\n  t   •   ^{a'  -^a)»  — (If—  R)« 

ils  ont  i»our  valeur  »;i  =  ■ — ; — ^ rr. r: • 

'  [a!  —  a)cos  (  -h  R'  —  R 

Les  équations  des  asympttdes  sont  alors 
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/•;  +  mfy  =  0, 


aR'  —  Wa'  —  (R'  —  R)a- 
X  cos  t  +  ysint-] ; ; — h  m 


'y         '  -       ■  ^  a-  —  a 

Si  nous  faisons    ar=  0    dans  cette  équation,  nous  avons 

2/sin 

aR'  —  Ra 


r      •    ,  (R'— R)!/l 

\  xsint  —  V  cos  «  —  — ; = 

L  a  —  a    J 


2/  sin  f  4 


équation  qui  nous  donne 


aR'  —  Ra'         mij    [,  ,         .        .    .   „,       d1        « 

(  H ,    -^    ■   (a'  —  a)cos  <  -h  R  —  R     =r  0, 

a  —  a  a  —  a\_  J 

^(a'_a,2_(R>_H)2-|  ^^^ 
a'  —  a  J 


R'  —  Rg'         r 
a'  —  a  ^  L 


sin  t  -f- 


î/  =  ± 


aR'  —  Ra' 


v/(a'  —  a)2  —  (R'  —  R)2 

Nous  trouvons  bien  deux  points  fixes  :  ce  sont  les  points  de  rencontre  du  cercle  lieu  des  centres  avec  l'axe 
des  y. 

Pour  montrer  que  toutes  les  hyperboles  de  ce  groupe  sont  semblables,  il  suffit  de  montrer  que  l'angle 

qu'elles  forment  est  constant.  C'est  évident  géométriquement.  Pour  le  calcul,  nous  formons 

,    „         m'  —  m  2»/(a'  — a)'^  —  (IV  — R)^ 

teV  =z  =  — 

^  1-hmm'  ^(R'  — R) 

Nous  en  avons  fait  assez  pour  que  le  lecteur  puisse  achever  sans  difficulté  les  parties  qui  restent. 
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2349.  —  Une  lentille  plan  convexe^  en  verre,  a  la  forme  d'un  hémisphère.  Calculer  ses  aberrations 
longitudinales  principales  en  la  supposant  successivement  :  1°  dans  l'air,  2°  dans  Ceau.  Indice  du  verre, 

'-•  de  l'air,  1;  de  Veau,  -^.  Rayon  de  la  lentille,  a  centimètres, 

1°  Supposons  la  lentille  dans  l'air  et  déterminons  d'abord  les  foyers  pour  les  rayons  centraux. 
Foyer  du  côté  de  la  face  -plane.  —  Appliquons  la  relation  générale  entre  les  distances  conjuguées 

n,       n, n^  —  n^ 

Désignons  par  n'  l'indice  du  milieu  ambiant,  par  n  celui 
du  verre.  Le  foyer  de  la  surface  sphérique  est  donné  par 
l'équation 


E 

ï.-^ 

S 

I' 

^ 

F 

A^ 

\ 

v 

c 

E'^ 

F' 

LX^^ 

K 

H 

n        n  —  n       n  —  n 


d  ou         — p.>= /«• 

'  •^       n  —  n 


I      n              \              n' 
11  est  aune  dislance  de  la  face  plane  égale,  en  valeur  absolue,  à     (  — ^^^ — >  —  1  j  a  =    ,a.     Son 

image  F'  dans  la  face  plane  est  à  une  distance 


Pour     n'  =  i     et     n 


r 


r:.,^        n  n 

n    n  —  n 


F'C  =  ;ja. 


Foyer  du  côté  de  la  surface  sphérique.  —  Ce  foyer  F,  évidemment  confondu  avec  celui  de  la  surface 
spliérique,  est  donné  par  l'équation 


n        n  —  n       n  —  n 


Pi         —  « 


d'oii 


SF 


-a. 


Pour     n'  =  l     et     n=:-^, 


SF  =  2a. 
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Afjen-atiov  du  coté  de.  la  face  plane.  —  Considérons  un  rayon  EUE'  arrivant  parallèlement  à  Taxe. 
Soient  i  l'angle  dincidencc.  r  l'angle  de  réfraclion,  r  l'angle  dincidence  sur  la  seconde  face  et  i  langlo 
d'émergence.  Ces  angles  sont  liés  par  les  équations 

n' sini  =  «  sin?-,  r  ■  r' :=i,  n  sinr' =  »' sini'. 

Pour  le  rayon  marginal,     i  =  3;     la  première  équation  donne     n'  =  /isinr,     la  seconde     r-f-r'  =  {) 


/        »"' 
d'où     sinr'  =  cosj'  =  y  1 j-,     la  troisième 


si 


n   V  »r        V  7»  ■ 


3  /5 

Pour     n'  =  l     et     n  =  ^.     on   Iroave     sinr  =  y/j,     ce  qui  prouve  que  le  rayon  marginal  ne 

passe  pas;  donc  la  lumière  rencontre  la  seconde  face  sous  l'angle  limite  pour  une  incidence  inférieure 

à  ^  et  la  direction  correspondante  du  rayon  étnfrgent  rencontre  l'axe  en  G.  Par  conséquent  l'aberrati«>n 

est  reprcsenléc  par  le  segment  l'C.  11  serait  facile,  en  supposant     i'  =  ^,     de  déterminer  le  point 

l'émergence  du  rayon  limite  et,  par  conséquent,  le  point  de  rencontre  de  la  caustique  avec  la  face  pUuie. 
Aberration  du  côté  de  la  surface  sphèrique.  —  Le  rayoïi  extrême  MKL  ({ui,  anivant  sur  la  face  pl.me 
jjarallèlement  à  l'axe,  fait  en  L,  avec  la  normale  CL  à  la  surface  sphérique,  l'angle  limile  /,  sort  tangen- 
liellement  à  celle  surface  suivant  LA  : 

COS  /  /.  11^        yjn-  —  M, 

V  N» 


AF  =  SF      SA  =  C-iî^ "— 4-lV.^."-^"-^";-"V 

\n — n'       V""  —  "i        /  "' — "» 

Pour    n'  =  l     et    »i--y,     on  trouve    AF-:^  l,('».'i8^/. 

2"  Supposons  maintenant  la  lentille  dans  l'eau.  Appliquons  les  formules  déjà  etaliiies  en  y  faisant 

n'ri^-n     el     «^=^.     Nous  désignerons  par  G  "-l  <«'  les  foyers  pour  les  rayons  ceniraiix,  par  B  et  H'  les 

foyers  pour  les  rayons  marginaux. 

Foyer  du  côté  de  la  face  plane.  —  La  formule  qui  nous  donnait  K'C  devient 

G'C=^*,i  =  7,llU. 

Foyer  du  côté  de  lu  surfare  sphrriijue.  —  De  inème,  SI"  prend  la  valeur 

Alerratiou  du  côté  de  la  face  jilane  —  l'ouri    :^,,  la  valeur  de  i' ol  ii).iiiileii;nil  n'elle  : 

int'  =  Y/|j-l=^,  cos.'  =  ^,  B'C  =  acolgi'=l,GG3a, 

G'n'  =  G'C  — H'C  =  5,U8a 
Aberration  du  côté  de  la  xurfacc  sphériijue.  —  L'expression  ci-dessus  de  AF  conduH  à 

B(i— n.SlTa. 
SoliiUon  reslrcinlc,  cl  non  npiilii  ahie  ni,  ilc  M.  Paul  HiTnnnl. 
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Concours  de  1921. 


Mécanique 
2554.  —  Une  barre  AB  de  longueur  2^  peut  glisser  sans  frottement  sur  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O/y. 
Une  autre  barre,    A'B',  de  longueur    l'  =  kl    (A  >  1),    est  articulée  en   R',   milieu  de   AB,    tandis  que 
Tautre  extrémité  A'  glisse  sans  frottement  sur  Ox. 

1»  On  applique  en  B  une  force  verticale  P.  Quelle  force  horizontale  Q  faut-il  appliquer  en  A'  pour  que  le 
système  ABA'B'  soit  en  équilibre? 

2°  Calculer  les  réactions  No  et  Ni  des  axes  0^  et  Oy  sur  la  barre  AB. 
^  Géométrie  analytique. 

B  2555.  —  Soit     tj(y  —  z)^  =  {x-^ a){2xz—  xy  +  ay)     l'équation    d'une 

p-  surface  S  rapportée  à  trois  axes  trirectangles  Oxy::. 

1°  On  considère  l'intersection  G  par  un  plan  horizontal     :  =  h. 
Elle  a  un  point  double  dont  on  demande  les  coordonnées  sachant  qu'il 
A   '    A^  est  dans  le  plan    y  ^=  h. 

Construire  la  courbe  C  dans  son  plan  en  la  rapportant  à  deux  axes  parallèles  à  Oxy,  passant  par  le  point 
double. 

2°  Considérant  h  comme  paramètre  variable,  on  demande  : 

a)  le  lieu  du  point  double  de  C  ; 

b)  le  lieu  de  son  asymptote  réelle  ; 

c)  le  lieu  du  point  de  rencontre  à  distance  finie  de  C  et  de  cette  asymptote. 

3»  L'intersection  de  la  surface  S  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  verticale  A'::'  du  point  A' 
( — a,  0,0)  se  compose  de  cette  droite  A'z'  et  d'une  conique  dont  on  demande 
le  lieu  du  centre  quand  le  plan  tourne  autour  de  A'-'. 

4°  L'intersection  de  S  par  un  plan  quelconque,  y  —  xlgtt  =  0,  passant  par 
Oj  se  compose  de  Oô  et  de  deux  droites  dont  on  demande  le  lieu  du  point  de 
rencontre  quand  le  plan  tourne  autour  de  0^. 

Trouver  l'angle  de  l'une  d'elles  avec  le  plan  horizontal  et  en  déduire  le  mode 
de  génération  de  la  surface. 

Calcul  trigonoinétrique. 

Un  donne  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  543"'.210,     b  =  388»,89o,     c  =  444'",94o. 
Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit,  la  surface,  les  angles. 


X 


JA' 


'0 


y 


Épure. 
2556.  —  Cadre  26='"  x  40'='". 

Coordonnées  comptées  à  partir  de  l'angle  supérieur  gauche  du  cadre,  en  mm  : 
Cône  :  Base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  H'  ; 
Centre  u    {x  =  UO,    y  =  280), 
Rayon  =  80  ; 

Sommet  s    {x  =  130,    y  =  200). 
Oir  =  200  ;    s'{x  =  130,    y  =  40). 
Cylindre  de  révolution  : 

Axe  horizontal  et  de  front  AB,  ab  passe  par  ?«, 
a'b'  tel  que  la  distance  de  l'axe  AB  au  plan  horizontal    11'  =  80. 
Le  cylindre  est  tangent  au  plan  horizontal  H'. 

Représenter  le  cône  entaillé  par  le  cylindre.  Épure  à  l'encre,  en  noir.  Constructions 
en  rouge.  Tangentes  en   un   point  quelconque   et  aux  points  remarquables.  Titre  en 
capitales  droites  :  intersection. 

Nom  et  numéro  d'ordre  du  candidat,  à  droite  en  bas. 


H 


a' 

•y 

h' 

S'U' 

a 

u 

b 
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Physique 
2557.  —  L'n  récipient  cylindrique  R  de  hauteur  o,  dont  les  parois  latérales  et  le  fond  S  ont  une  épaisseur 
négligeable,  est  lesté  par  un  cylindre  C,  de  mètne  diamètre  et  de  hauteur  b,  constitué 
par  un  métal  de  densité  L>. 

Le  récipient  communique  avec  l'extérieur  par  une  série  de  canaux  ^  de  section 
négligeable,  forés  dans  le  cylindre  ('. . 

La  température  étant  0"  centigrade  et  la  hauteur  barométrique  IC»'",  le  récipient 
est  plongé  très  lentement  diins  un  liquide  de  densité  «/. 

1°  Quelle  hauteur  b  faut-ii  donner  au  cylindre  <".  pour  que  le  récipient  prenne  la 
position  d'équilibre  1,  pour  laquelle  le  fond  S  affleure  le  niveau  du  liquide  ? 

Montrer  que  If  m<^me  rt-cipient,  placé  dans  la  position  2.  reste  appliqué  contre  le 
fond  du  vase  sur  lequel  il  repose  et  n'a  pas  de  tendance  k  regagner  son  ancienne 
position  d'équilibre  1 . 

2°  Le  récipient  ainsi  Icsié  étant  dans  la  position  2,  à  quelle  température  faut-il 
porter  l'ensemble  pour  provoquer  l'ascension  de  l'équipage. 

On  négligera  la  dilatabilité  du  métal  constituant  le  récipient  et  le  lest,  ainsi  que  la 
dilatabilité  et  la  tension  de  vapeur  du  liquide. 


II  =  IlO-^»,     l)  =  K.O,     d  =  l,H. 


Application.  —  Données  : 

a  =  20^ 

Densité  du  mercure  :     .^  =  l-*,6- 

Masse  du  litre  d'air  dans  les  conditions  normales  :     p  =  1k,3. 

1 


Dilatabilité  de  l'air  :    a  =  —  • 

N.  B.  —  Les  candidats  sont  tenus  de  conserver  les  notations  indiquées  dans  le  texte. 

(yhimie. 

2558.  —  In  eudion)étre  renferme  ITO-^^^  (à  Oo  cl  sous  760""")  d'un  mélange  gazeux  sec,  exempt  de  composés 
hvdrocarbonés.  On  y  introduit  iO""',^  d'urt  liquide  pur  composé  de  carbone  et  d'hydrogène  qu'on  vaporise  en 
élevant  la  teuiperalure  à  136», H  (cbiflre  très  supérieur  au  point  d'ébullition  du  liquide).  Aucune  réaction  ne  se 
produit  et  le  volume  du  mélange  de  gaz  et  de  vapeur  est  de  201'"", 72  à  celte  température  (136°. 5),  la  pression 
étant  de  760°"°  et  les  corrections  des  erreurs  etïectuees. 

On  fait  alors  jaillir  l'étincelle,  qui  détermine  une  combustion  complète,  et  l'on  fait  passer  les  produits  qui 
en  résultent,  en  évitant  toute  condensation  sur  les  parois,  dans  des  tubes  contenant  de  la  ponce  sulfurique  et 
de  l'anbvdriile  plios|)liorique  pour  absorber  la  vapeur  d'eau,  d'une  part,  de  la  potasse  pour  absorber  le  gaz 
carbonique,  d'autre  part  ;  ces  tubes  oui  été  préalablement  vidés  de  tout  gaz  et  pesés.  Apre»  contact  sufli.sant  avec 
ces  réactifs,  les  gaz  soumis  à  l'expérience  sont  extraits  des  tubes  et  renvoyés  dans  l'eudiomètre  ;  les  absorbants 
ont  retenu  lO^it.H  de  vapeur  d'eau  et  3i»'"(!.2  d'anhydride  carbonique.  On  introduit  alors  dans  l'eudiomètre 
4!1"»^  (à  0*  et  sous  "«iO"")  d'hydrogène  et  l'on  fait  encore  jaillir  l'étincelle  ;  cette  nouvelle  combustion  détermine 
uniquement  la  production  de  vapeur  d'eau,  qu'on  absorbe  comme  précédemment. 

Finalement,  les  gaz  secs  ramenés  dans  reudioiiuHre  occupent  un  volume  de  157'°>M8  (à  0»  et  sous  760»»)  ; 
le  pyrogallol  potassique  est  sans  action  sur  ce  résidu. 

On  demande  : 

lo  la  composition  centésimale  du  liquide  ; 

2<»  sa  formule  moléculaire; 

30  la  nature  probable,  d'après  les  résultats  tirés  de  l'analyse  qu'on  vient  d'etTectuer,  du  mélange  gazeux 
contenu  à  l'origine  dans  l'eudiomètre. 

Par  quelles  réactions  pourrait-on,  en  outre,  caractériser  le  gaz  constituant  la  majeure  partie  du  résidu 
obtenu  en  tin  d'expérience? 

On  adoptera  pour  les  calculs  les  chiffres  suivant>  : 

l'oidi  atomiques  :    C  =  12.    0  =  16,     H  =  t. 

Poids  moléculaires  :     ('0*  =  44,     IPO  =  18. 

Coenicient  de  dilatation  des  gaz 


273 


Volume  moléculaire  :  22', 


liiipiiiiiciiu  ConilcJacqucl.  —  Uar-lc  Duc. 


Le  Hedaclcur-Gcraul  ;  II.  VUllJtiKT. 
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Concours   de  1919. 


2404.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  on  considère  les  circonférences  C  (a)  définies 

par  les  équations 

/    X  =  a  -\-r  cos  cp,  ' 

(1)  ]    y  =  *'  sin  cp, 

{    z  =  0, 
dans  lesquelles  a  et  r  désignent  des  constantes  et  cp  un  paramètre. 

1°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  circonférences  C  (a)  lorsque  a  varie.  Ces  trajectoires 
sont  des  courbes  y'»  appelées  tr  actrice  s  ;  on  prendra  leurs  équations  sous  la  forme  (4),  en  y  posant 
a  =  fi'o),     et  on  déterminera  la  fonction  f{o). 

En  désignant  par  y  celle  des  courbes  y'  qui  admet  Oy  pour  axe  de  symétrie  et  qui  est  tout  entière  du 
côté  des  y  positifs,  discuter  le  nombre  des  points  communs  à  y  et  à  l'une  quelconque  des  circon- 
férences C  (a). 

2»  Trouver  les  courbes  (T)  qui  coupent  les  circonférences  C  (a)  sous  un  angle  constant  a. 

3°  On  désigne  par  y  (4')  la  courbe  déduite  de  y  par  une  rotation  d'angle  <|^  autour  de  Ox  et  par  une 
translation  r'i^  le  long  de  Ox  et  on  désigne  par  S  la  surface  engendrée  par  y  (4*)  lorsque  l'angle  ^^  varie. 

Aux  points  de  y,  on  élève  des  normales  (N)  à  (S)  ;  prouver  que  ces  normales  ont  une  enveloppe  (U) 
dont  on  construira  les  projections  sur  le  plan  Oxy  et  sur  le  plan  Oyz. 

Ces  normales  (N)  engendrent  une  surface;  comparer  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
parallèles  à  Oxy  avec  les  courbes  (F)  de  la  deuxième  partie. 

4°  Trouver  les  courbes  (E)  de  la  surface  (S)  qui  coupent  à  un  angle  droit  les  traclrices  y  {<\i).  Montrer 
que  chaque  courbe  est  tracée  sur  une  sphère  (S)  ;  déterminer  toutes  les  sphères  (S). 

On  considère  la  famille  de  droites  D  obtenues  de  la  façon  suivante  :  on  joint  le  centre  d'une  quelconque 
des  sphères  (ï)  à  l'wi  quelconque  des  points  de  la  courbe  (E)  tracée  sur  cette  sphère. 

Déterminer  les  droites  D  qui  passent  par  un  point  quelconque  A  du  plan  Oyz.  Construire  la  courbe  s 
que  A  doit  traverser  pour  que  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  des  équations  dont  on  peut  faire  dépendre 
la  détermination  de  ces  droites  augmente  ou  dimiriue  de  2. 

Quelle  est  la  position  de  la  courbe  s  par  rapport  à  la  surface  (S)  ?  Expliquer  le  résultat. 

5»  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  (S)  en  tous  les  points  d'une  courbe  (E)  ont  U7ie 
enveloppe  (Vj. 

Soit  MN  la  normale  à  (S)  en  un  point  M  ;  M^  et  M^N^  désignent  des  positions  particulières  de  M  et 
de  MN. 

Quand  M  décrit  la  tractrice  y  (4')  passant  par  M^,  MN  a  une  enveloppe  que  M^N^  touche  au  point  P, 

Quand  M  décrit  la  courbe  (E)  passant  par  Mj,,  MN  a  une  enveloppe  que  M^N^  touche  au  point  Q 

Calculer  le  produit  ^^  ^  j;^ 


0" 

0- 
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1.  Si  le  cercle   C  (a)   et  la  courbe  (y')  sont  orthogonaux  au  point  M,  la  tangente  en  M  à  {-(')  est  le 
rayon  MI  ;  la  longueur  de  cette  tengente  limitée  à  Ox  est  constante  et  égale 
I  y  _m/t'  *  ^'  **  courbe  (f)  est  bien  une  tractrice. 

Four  déterminer  celte  courbe,  nous  écrirons  que  la  pente  de  la  tangente 
est  égale  à   tg<?;   ceci  donne 

EL rc0S9d?  ^  da  =  r-^- 

^  ""  dx  ~  da  —  rs\n^do         ^  ■'  s^mtp 

On  en  déduit    a  =  r  lI  tg  -|-  1  +  C,     et,  par  suite,  les  équations  paramétriques  de  la  tractrice  sont 


^'r^ 


C,         ou         î/  =  '■  sin  ç. 


X  =  r  cos  9  -h  rL 
La  courbe  (7)  sera  définie  par  les  équations 

a- =  rcos<p-HrLlg-;j  .  V  =  r  sin  o, 

(p  variant  de  0  à  i^. 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  de  celte  courbe  et  du  cercle  C  (a),  il  suflit  de  résoudre  les 

deux  équations  suivantes  : 

r  cos  <p  -h  rL  tg  -|-  =  a  4-  /•  cos  <?',  r  sin  ç  =  r  sin  ?', 

où  les  inconnues  «p  et  <?'  sonl  comprises  entre  0  et  it. 

De  la  seconde  on  tire  :  soit    <?'  =  «p,     soit    3,'  =  it  — <?. 

Prenons  d'abord  9' =  o  ;  la  première  donne  rL  Ig  |- =  a,  ou  tg-|-  =  e';  ceci  définit  une 
seule  valeur  de  o,  et  par  suite  un  seul  point  de  rencontre.  C'est  d'ailleurs  le  point  où  les  courbes  C(a) 
et  (y)  sont  orthogonales. 

Soit  maintenant    o'  =  k  —  ?  ;     nous  avons  à  résoudre  l'équation 

r/âcoso  -f-Llg-^j  —  a  =  0. 

En  appliquant  le  théorème  de  RoUe  dans  l'intervalle  (0,  <?),  on  sera  conduit  aisomenl  aux 
conclusions  suivantes  : 

1.  I  a  I  <  r(v/ï-+- L  tg  —  )»     l'équation  a  trois  racines. 

II.     I  a  I  >r(  ^-f-Ltg  — ).     l'équation  a  une  racine. 

On  en  conclut  que.  dans  l'hypothèse  (I),  C(a)  et  u)  se  coupent  en  quatre  points,  dans  l'hypothèse  (II), 
C(a)  et  (y)  se  coupent  en  deux  points.  Enfin  dans  le  cas  particulier 

\a\  =r(^ft^L\g^y 

C{a)  et  (y)  sont  tangentes  en  un  point  et  se  coupent  en  deux  autres  points. 

2.  Soient  MT  et  MT'  les  tangentes  en  M  au  cercle  C(a)  et  à  la  courbe  (i);  on  doit  avoir 

(MT,  MT)  =  «, 
ou  (MT,  Ox)-h(Ox,  MT')  =  a,  (Ox.  MT')  =  «  H- (Ox.  MT)  =  a-»-?H-^- 

Par  suite,  la  pente  de  la  tangente  MT  -i     Ig  (=«  "^  ?  "^  ^)'     ou     -  ^^^_^^y     ^"  déterminera 

la  courbe  (r)  par  l'équation 

dy  rcosœt/c;       _  i 

dx  ~  da  —  min  ^  (/<?  tg(<p  -h  «) 
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ou 


d'où  l'on  lire 


da  = 


a  =  —  r  sinaL 


rfcpî 


r  sina 

COS  (©-t-a) 


C3  a  TT 


2        2        4 
■    Les  courbes  (r)  sont  définies  par  les  équations  paramétriques 


a;  =  r  cos  «p  —  r  sin  aL 


tg(  2  ■*"  2 


y  =  r  sincp. 
3.  Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  '({^)  sont 


X  =  r  cos  (f  H-  rL  tg  -^  -4-  r>\i. 


y  =  r  sin<p  cos^', 


=  r  sin-a  sin  '^. 


Si  (0  et  iV  varient,  ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  surface  S. 
En  un  point  de  S  les  paramètres  directeurs  de  la  normale  sont 
dij     dz      dz     du 

âz     dx      dx     âz         „  ,  . 

B  =  -r--  -T-  -  -— -•  — -  =  r^coscofsmvl'  —  cos  <pcos']/), 
(/tp     d'h       do     d<l 


G  = 


dx     dy      dy     dx 


—  r2coscp(cos4'-+-coscpsin'{^). 


dtf     d'\'      df     d'b 

Pour  tout  point  de  y,  '\i  est  nul  et  l'on  peut  prendre,  pour  paramètres  directeurs  de  cette  normale, 
sin  cp,  —  cos  o,     —1;     par  suite  les  équations  de  la  normale  sont 


a?  — rcoscp  —  rL  tff   — 

'  °    2 

sin  <f 


y  —  rsmcp 
—  cos  «p 


z 
=1' 


ou 


(N) 


X  =  r  cos  f  -h  r  Ltg  - —  z  sin  f. 


y  =  r  sinç-f-z  cos©. 


Pour  que  ces  normales  aient  une  enveloppe  quand  tp  varie,  il  faut  que  ces  deux  équations  et  les 
équations  dérivées  par  rapport  à  cp  aient  des  solutions  en  x,  y,  z.  On  trouve,  en  effet,  que  les  équations 
dérivées  ont  comme  solution  commune     z  —  rcottp;     par  suite,  les  équations  de  la  courbe  (U)  sont 


a;  =  rLtg 


y 


sm  (p 


z  =  ?'COt  cp. 


La  projection  sur  le  plan  des  xy  est  la  chaînette    y  =  rch  —■,      et  sur  le  plan  des  yz  l'hyperbole 

Coupons   les  normales  (N)  par  le  plan     z  =  h;     le  lieu  des  points  de  rencontre  est  la  courbe 
définie  par  les  équations  paramétriques 

cp 

X  =  r  cos  <p  +  rL  tg  "3 A  sin  cp,  y  =  '"'  sin  cp  -f-  /i  cos  cp. 

Posons  /i=r cota,    puis    a  —  ?  =  "ô" — ?'    les  équations  deviennent 


.=-1-1 

sm  a  [_ 


r  cos  cp'  —  r  sinaL 


/©'         a  Tt\n  i 

°  \  2        2        4/|J  ^         sina 


Elles  représentent  des  courbes  homothétiques  des  courbes  (F)  de  la  deuxième  partie. 
4.  Reprenons  les  équations  de  la  surface  (S)  en  coordonnées  curvilignes  cp  et  <V» 


(1) 


X  —  r  cos  cp  -H  rL  tg  -^  -H  r  4', 


y  =  r  sincp  cos*}', 


z  =  ?'sm  cp  sm^. 


Les  tractrices  y(>{^)  sont  les  courbes      4"  =  constante.    La  tangente  en  un  point  a  pour  paramètres 
directeurs 
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x'  =  r -j  v-  = ''cos'fcosl/,  :^  =  r  cos  <B  sino. 

D'autre  part,  pour  une  courbe  (E)  de  la  surface,  i-  est  fonction  de  ?,  et  la  tangente  a  pour 
paramètres 

dj.  -  ''^^^''^   d<p_Hrrf'V,      rfy  =  rcos'f  cos'l'rfo  —  rsinçsin-W-i-,     dz  =  r  cos  ^ sin '^  d^  +  r s'\n ^ cos •^ d^- 
sin  <? 
Four  que  les  courbes  (E)  coupent  les  traclrices  à  angle  droit,  il  faut  qu'on  ait 

x^dx  -+-  y„dy  -+-  z^dz  =  0, 

ce  qui  donne  d-i^  =  -  -^  >  ou  ç.  =  X  -  L  tg  -|- 

En  remplaçant  4-  par  cette  valeur  dans  les  équations  (1),  on  obtient  les  équations  des  courbes  (E). 
La  valeur  de  x  se  simplifie  et  devient     x  =  r  X  -t-r  cos  ^,     et  ceci  montre  que  la  courbe  (E)  est  située 

sur  la  sphère   (S).  -vv,         ,         î        i       n 

^  (X  —  rX)*  H-  y*  -4-  ;*  —  ?»  =  0. 

Toutes  ces  sphères  ont  même  rayon  r  et  leurs  centres  sont  sur  Ox.  La  droite  (D)  a  pour  équations 

X  —  r  X  V  2 

= =  : : » 

(•  COS  o  /•sinocos'|/         rsinosm^* 

«V  et  <p  étant  toujours  liés  par  la  relation     ■;-  =  X  —  L  tg  —  • 

Écrivons  que  cette  droite  passe  par  le  point  A  (0,  t/„,  :«)  ;  les  paramètres  X,  ç.  4-  sont  définis  par 
les  équations 

y,  =  — Xrlgçcos'j/,  So  =  —  Xrtgçsio'l;,  4,  =  X— Ltg-^- 

Pour  les  discuter,  on  remarque  que  les  coordonnées  polaires  po,  w^  du  point  A  sont  en  évidence 
(OV  étant  Taxe  polaire),  on  a  ?„  =  -Xr  tg<p,  <..,  =  «i-  ;  les  inconnues  <p,  X  et  4-  sont  alors  déter- 
minées par  les  équations 

Pu  I     ,„     ? 

(2)  •"'•=~7TiT~     ^2' 

X  = ^.  +  =  o.». 

rtgo 
L'équation  (2)   donne  la  valeur  de  9,   et  les  deux  autres  donnent   X   et  4-. 
Discutons  l'équation  {i}  par  lo  théorème  de  Rolle.  Léqualion  dérivée  est 

P" =  0,  ou  sin?  =  — . 

rsin»?      sin  «p  ^ 

et  en  portant  cette  valeur  de  o  dans  l'équation  (1),  on  aura  l'équation  de  la  courbe  (s)  en  coordonnées 

polaires  po,  w,. 

On  peut  dire  aussi  que  la  courbe  («)  est  délinie  par  les  équations  paramétriques. 

p,  =  r  sin  <p,  '",  =  —  cos  <p  —  Ltg  —  • 

On  en  conclut  aisément  que  la  courbe  (s)  est  l'intersection  de  la  surface  S  par  le  plan  des  ys. 

El  cela  s'explique  de  la  façon  suivante.  Soit  M  un  point  de  la  traclrice  y  (4*)  ;  la  tangente  en  M  à 
cette  courbe  rencontre  0.r  en  un  point  I  tel  que  IM  =  r.  La  tangente  en  M  à  la  courbe  (E)  qui 
passe  par  ce  point  est  perpendiculaire  à  MI  :  elle  est  donc  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  sphère  de 
centre  I  et  de  rayon  IM.  Comme  nous  avons  vu  que  les  sphères  (S)  ont  leurs  centres  sur  Ox  et  pour 
rayon  r.  nous  en  concluons  que  la  sphère  (1)  qui  passe  au  point  M  est  la  sphère  de  centre  I  et  de 

rayon  IM. 

Par  suite,  les  droites  (D)  sont  les  tangentes  aux  courbes  7  (4-),  et  les  droites  (D)  qui  passent  par 
le  point  A  sont  les  tangentes  issues  du  point  A  a  la  courbe  y  (4*)  qu»  «si  dans  le  plan  xOA.  Soit  B  lo 
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point  où  cette  courbe  rencontre  la  droite  OA.  Le  nombre  des  tangentes  menées  par  le  point  A  varie 
de  deux  unités  quand  le  point  A,  se  déplaçant  sur  OB,  traverse  le  point  B.  La  courbe  (s)  est  donc  le 
lieu  du  point  B  quand  '\i  varie  ;  c'est  bien  la  trace  de  (S)  sur  le  plan  yOz. 

5.  Nous  avons  calculé  dans  la  troisième  partie  les  paramètres  directeurs  A,  B,  C  de  la  normale  MN 
en  un  point  M  de  (S)  ;  on  peut  donc  écrire  les  équations  de  cette  normale  sous  la  forme 

es 
X  —  r  cos  <o  —  rhts  -jr-  —  r<\i  .  ,  ... 

2  y  —  rsmfcos'i  z— Tsm^sm^* 


ou 


(3) 


sin  9  sin  4'  —  cosçcos^^        — (cos  «V -+- cos  «pisin  lî*) 

(x  —  rLtg r<\>  )(sin  4*  —  cos  ?  cos  <|^)  —  y  sin  ^-\-r  (cos  'l'  —  sin  i}*  cos  «p)  =  0, 


(    y(cos  «l*  -h  cos  ©  sin  4^)  -i-  <;(sin  <\i  —  cos  <p  cos  <\')  —  r  sin  cp  =  0. 
Ces  équations  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  o  ont  un  ensemble  de  solutions  en  x,  y,  z  qui  sont 

(P)        Xi  =  rhig  — -h  r<\i,         t/i  =  — (cos  (^  —  coscpsin^/),         Zi  = —. (sin4^-hcos<ocos«l>). 

z  sm?  sin  f 

Le  point  (x,,  t/i,  Zi)  est  le  point  P  où  la  normale  MN  touche  son  enveloppe  quand  M  décrit  la 

tractrice  y  {'\')- 

Dérivons  maintenant  les  équations  (3)  par  rapport  à  <^,  en  considérant  <\>  comme  une  fonction  de  o, 

déflnie  par    rf^'  =  -: ;    puis  résolvons  les  deux  équations  obtenues  et  les  équations  (2)  par  rapport 

à  X,  y,  z;  nous  obtenons  l'ensemble  de  solutions 

r  «p 

(Q)  X2  = \-rLtg-^  -h  r<\i,  y2  —  rtg  osin'\',  z^  =  —rtgfCOS'\>. 

cos  ©  z 

Le  point  (x^,  y^,  Za)  est  le  point  Q  où  la  normale   MN   touche  son  enveloppe  quand  M  décrit  la 

courbe  (E). 

D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  M  sont 

© 
(M)  Xq  =  rcos'f-\-rLtg  ^ +r<\i,  y^  =  rsmocos<\>,  Zq  =  r  sm  ?  sm  <}'; 

On  en  déduit 

MP'    =(x,-x,y^(y,-y,f-^{z,-z,Y  =  ^r'col^'f, 
MQ'    -=  (x„  -  x,Y  -^  (yo  -  y,Y  -+  {z,  -  z^^^  =  Sr^  tg  ==  cp, 

et  MP.MQ  =  2r2, 

en  valeur  absolue. 

Comme  les  points  M,  P,  Q  sont  alignés,  on  a 

MP  Xi  —  .To 

■ ■  =  •  =  —  r  cot  ^o  ; 

MQ         X2  —  Xq 

Ceci  montre  que  MP  et  MQ  sont  de  signes  contraires.  Par  suite,  on  a      MP.MQ   =  —  2r'. 

G.   LACH,  à  Douai 

Bonnes  solutions  par  MM.  Pierre  Robert,  école  normale  supérieure  de  Saint-Cloud  et  Marcel  Vassbor,  professeur  au 
collège  de  Cassel. 


2408.  —  Une  courbe  plane  (C)  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires  r  et  ^, 

r  =  a{l  -h  cos  6), 
a  désignant  une  longueur  donnée. 

1°  Calculer,  en  fonction  de  6,  l'angle  a  que  fait  la  tangente  à  cette  courbe  avec  l'axe  polaire.  Montrer 
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(/u'il  existe  trois  tangentes  à  celle  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée  (D):  soient  A,  B,  C,  les  points 
de  contact  de  ces  tangentes. 

2°  Démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  demeure  fixe  et  que  la  surface  de  ce  triangle 
reste  constante  lorsque  la  direction  (Dj  varie. 

3"  La  courbe  (C)  est  la  trajectoire  d'un  point  matériel.  Exprimer  r  et  fi  en  fonction  du  temps  t  de 
manière  que  l'hodographe  du  mouvement,  construit  à  partir  du  pôle  des  coordonnées,  soit  un  arc  du  cercle 

r  =  a  cos  fJ 

et  que  le  mobile  se  trouve,  pour     <  =  0,     au  puint     h  =  -—  de  la  courbe  (C). 

4°  Calculer,  à  0,01  près,  la  valeur  de  t  correspondant  nu  passage  du  mobile  au  point    6  =  —. 

ô 

\'  La  courbe  (C)  s'obtient  en  faisant  varier  0  dans  un  intervalle  d'étendue  -2-,  de     — t:    à     -t-r., 

par  exemple.  Ceci  nous  servira  dans  la  suite. 

L'angle  a  de  la  tangente  avec  Ox  est  égal  à    0  -t- V  ;     dautre  part, 

,,        P  r         1-1-  cos  e  0 

tg  V  =  — -  ou  — p  =  —r-  =  —  cotg— - , 

"  p'  r'  —  sinO  °  2 


tgV=.g(^+l). 
L'angle  a  a  donc  pour  valeur 


_     1T  0 


3e 


Donnons  une  direction  de  tangente  ;  appelons  a  l'angle  compris  entre  0  et  r.,  que  fait  cette  direc- 
tion avec  Ox.  Pour  toutes  les  tangentes  parallèles,  l'angle  correspondant  est  égal  à  oL-hkr.;  les  6 
du  point  de  contact  sont  donnés  par 

Tt         3fl  30  T. 

_.^_  =  .4-/.-.,  _=aH-(2A— 1)-; 

-_>a  2/c— 1 

donc  0  = * -. 

Pour    lc  =  —  1,     0  ou  1,  nous  avons  troi'^  valeurs  acceptables  de  0,  comprises  entre     — t:    et 

2a  2a  t:  2a  r> 

-hit,  ,  =  —  —  7:,  ,  =  __  —  _.  ,=    __  +  —  . 

Il  y  a  donc  trois  points  de  contact  de  tangentes  parallèles  à  la  direction  a.  Les   0  de  ces  points 

2Tt  47t 

sont  de  la  forme  a,     a-\ — — ,      an — 7—;     ce  sont  les  angles  qui  proviennent  de  la  division  par  3, 
quand  on  se  donne  cos  3a  ou  sin  'Sa  et  que  l'on  cherche  les  valeurs  de  cos  a  ou  de  sin  a. 

i'  Les  coordonnées  des  trois  points  A,  B,  C,  sont 

X,  =  r,  cos  0,,  y^  =  r,  sin  0,,  / ,  —  ,i|^|  _)-  cosO,), 

Xj  =  r,  cos  Oj,  yj  —  r,  sin  0^,  r,  =  a(i  -\-  cos  0,), 

.rj  =  r.,  cos  O3,  y»  =  '•»''•"  ®s.  r,  =  a(l -f  cosO,). 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  sont  données  par 
Sx  =  X,  -h  X,  -f-  .r ,.  3»/  =  »/i  ^-  j/ï  -f-  ;/,, 

3x  =  aS  cos  6|  ■+  ni  cos*  6, ,  3|/  =  ni  sin  6,  -+-  aS  sin  Oi  ces  0,  ; 

or,  dans  la  division  des  arcs  par  3,  nous  avons  appris  que     ScosO,  =  0,     ïsinf>,  =  0;     passons  main- 
tenant au  calcul  de  la  seconde  partie.  Il  nous  rtslc  à  évaluer 

3x  =-^  S(H-cos  iO,),  3î/  =  -J^  1  sin  2"i  ; 

mais  il  est  facile  de  voir  que  les  angles  20,,    'i%   et  20,  sont  aussi,  rangés  dans  un  certain  ordre,  de  la 
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forme  a,     a  4-  -ô-»      «  4-  -5-  '      par  conséquent,  la  somme  de  leurs  cosinus  est  nulle,  ainsi  que  celle 

O  O 

de  leurs  sinus.  Les  valeurs  de  x  et  y  se  réduisent  donc  à    x  =  — ,      y  =  0.     Le  centre  de  gravité  des 
points  A,  B,  C  est  un  point  fixe  de  Taxe  des  x. 

On  démontre  tout  aussi  aisément  que  la  surface  datriangle  formé  parles  trois  points  estconstantp. 

3<»  Les  composantes  habituelles  de  la  vitesse  sont 

dx         dr  .  rfô  dy         dr  dO 

-7-  =  -— COS.  9  —  sm  e,r-p-»  -f-  = -^-sin  6 -fcos  O.r— r- ; 

dt  dt  dt  dt         dt  dt 

comme  l'hodographe  est  un  cercle,  le  cercle 

x^H-y^  —  ax  =  0, 

nous  avons  la  relation 

dry        J  d^Y  dr         ^  .    ^  d^ 

—;—]   ~\-r^[  — a  — —  cos  e -h  ar  sm9  — —  =  0. 

dt  J  \  dt  J  dt  dt 

dr  rf9 

Or,     r  =  a(l  +  cos  9),     — —  =  —  a  sin  9  — —  ;      la  relation  précédente  devient  donc 

dt  dt 

/  rfe  \2    '  rfe 

2(1  4-  cos  9)   — -      -h  (sin  9  -+-  sin  29)  -77  =  0. 


dt  J        ^  dt 

rfe 


Nous  trouvons  d'abord  la  solution      -7-  =  0,    qui  correspond  au  cas  du  repos  et  ne  convient  pas  ; 
il  reste  alors 


6    rf9  .39 

2  cos ; — h  sm  —  =  0  : 

^1   dt  2 


en  posant    9  =  2<p,     cette  relation  devient 

dt 

4  cos 
ou 


do 
4  cos  c»  — i-  -t-  sm  3œ  =  0, 


4  cos  cp  rfç 

■    o        -h  rf<  =  0  ; 
smoo 


en  développant  sin  3cp  et  prenant  pour  variable     tg  ?  =  z,     nous  avons  de  suite 


Uz           ,        ^                A  dz        ^       dz           2       dz  .        ^ 

^dt  =  0,  — \-—-  -^ —  7= \-dt^O. 


'Sz  —  z'  '  S    z         3  v/3  -  :       3  v^3  -+-  z 

L'intégration  est  immédiate  et  donne 

Il  I  z  1— jL  I  s/-6--^\—jL  I  v/3  4-z  \  +  t  =  C'' ; 

2  z' 

ceci  s'écrit  ~  -r-L  — -^r — — h  /  =  C'«, 

6         \  6  —  z- 


ou 


3  — z^ 


3' 


Or,  au  temps     /=0,     9  =  — ,      cp  =  — ,       tgo=:|;     nous  avons  donc    G  =  — 1     et,  finalement, 

^  "4  3 


*^'¥ 


9        2 


Telle  est  l'expression  de  t  en  fonction  de  0.  Pour    9  ==  0,     t  est  infini  ;  le  sommet  de  la  cardioïde 
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n'est  jamais  atteint.  Pour    0  =  -,     tg  —  est  inlini  ;  le  premier  membre  est  égal  à     -  l     et  ne  peut  pas 

être  égal  au  second  ;  le  mobile  ne  peut  atteindre  la  région  de  l'origine  ;  sa  limite  d'excursion  est  donnée 

par     tg—  =  v/3  ;      -  =  fiO-,     H  =  120".     Le  mobile  se  meut  sur  l'arc  qui  va  du  point    ^  =  1^0',   au 

point    0  =  0,     sans  atteindre  les  extrémités  de  cet  arc.  , 

^  20 

sin  — 
-                                        rfe                                      -  .       .    .• 

Quand  le  mobile  passe  au  point  -•.    la  vitesse  angulaire,  —- ,   est  égale  à -,    c  esl-a-dire 


icos  - 
2 


37Î 


~  2 

2cos--- 


l 
4"  Pour  avoir  la  valeur  de  t  qui  correspond  à     0  =— -,      nous  nous  rappelons  que     *P7r=  ";" 


et  nous  avons  de  suite 
1 


v/3 


3        _    1        -  1  _  1       "''  *2     _f  . 

par  suite       ^i  = -^,  ,  ^  1^4  ^  l^^O^  ^  2£211i  =  o,92,    par  défaut, 

pai  huiie.        2         1^^^,  yi^^^        8xU,W429        130f87  ^ 

Bonnes  solutions  :    MM.  G.  Lai.ii,  à  Douai;  K.   Doval.  école    norniMle  «te    Rennes;  G.  Hkrjjkllin  ;    G.Kov;    A.  Hutihki.,  à 
Cannes  ; 

Solutions  satisfaisantes:  MM.  P.  Robmt,  école  normale  de  Salnt-Cloud  ;  G.  H.,  à  Paris. 


piivsini  !•:  i:t  ciiimii; 


ECOLK   l'OLYTECHNloiE  (Concours  de  1917). 


S' 


2339.  —  Un  pendule  est  formé  d'une  tige  minci'yhomogàne,  01,  de  masse  [i  et  de  longueur  /,  suppor- 
-  lanl  une  sphère  creuse  liomogi^ne,  minre,  de  masse  m  et  de  rngon      Cl  ^  r. 

La  spht^re  est  vide  d'air  et  le  prndulr  oscille  dans  le  vide  autour  d'un  axe  de  suspension 
horizontal  SAS'  passant  par  le  point  A  de  In  tige  ()|. 


1"   Déterminer  lu  distance     OA  =  .r     de  façon  que  le  pendule  simple  sijnchrone  ait  pour 


Q 


longueur  AC.  A  quelle  condition  le  point  A  ainsi  trouvé  roincide-t-il  <ivec  le  point  0? 
A,^  'i"  Application  numérique:  Cette  dernière  condition  étant  supposée  remplie,  calculer  la 

C)      période  d'oscillation  T  {durée  d'une  oscillation  complète),  en  admettant  :     m  =  27[ji,     r  =  3<='", 
accélération  de  la  pesanteur  :     g  =  IKSl  C.  G.  S? 
'A"  La  tige  et  la  sphère  du  pendule  étant  formées  d'un  même  métal  agant  pour  coefficient  de  dilatation 
linéaire  «,  on  élève  la  température  de  fi  à     8  -t-  AO.     Calculer  la  nouvelle  valeur     T -h  AT     de  la  période. 
AjipUcation  nwnériijue  :     a  =  2x10-',     A'i  =  20'. 

4°  Par  la  méthode  des  coïncidences^  on  compare  deux  pendules  agant  pour  périodes  T  et     T  -t-AT. 
(Calculer  l'intervalle  de  temps  -  qui  sépare  deux  coïncidences  successives. 
Application  numérique  aux  deux  périodes  envisagées  ci-dessus  (2»  et  3"). 
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1°  La  lonarueur  X  du  pendule  simple  synchrone  est  donnée  par  la  formule     X  =  — — ,      dans  la 
o  f  f       j  f  Ma 

quelle    K    désigne  le  moment  d'inertie,  M  la  masse  totale  et   a  la  distance  du  centre  de   gravité  à 
l'axe  de  suspension. 

Pour  calculer  K,  rappelons  d'abord  que  le  moment  d'inertie   d'une  tige  mince  de  masse  M  et  de 

1 

longueur  L,  par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  milieu,  a  pour  expression  -— -  ML^,  et  le  moment 

d'inertie  d'une  sphère  creuse  de  masse  M  et  de  rayon  R,  par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre, 

2 
—  MR2. 

O 

Le  moment  d'inertie  total  K  est  la  somme  des  moments  d'inertie  de  la  tige  et  de  la  sphère  par 
rapport  à  leurs  centres  respectifs,  augmentée  des  moments  d'inertie  des  masses  ^  et  m  supposées, 
concentrées  en  leurs  centres  de  gravité,  ce  qui  donne 

1  2 

o  o 

De  même,  le  produit  Ma  est  la  somme  algébrique  des  produits  partiels  relatifs  aux  deux  parties  du 
ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites^ 

1 

Ma  =  ^  K^  —  2a?)-|-w(/  +  r  —  x). 

Le  pendule  synchrone  a  pour  longueur  ACl  si    X  =  /-i-?-  —  x.    Ecrivons  donc 

i- |ji(/2  —  3/x -h  3x2)  +  m(/ -h  r  —  a^)2  ^ -|- 7nr2 

o  3  , 

=  i-^r  —  X. 


1 

—  |ji(^  —  2x)-hm{l-+-r  —  x) 

Chassons  le  dénominateur,  il  vient 

1  2  1 

—  >i(/^  —  3/x -h  3a?2) -H  —  mr^  =  —  (jl(/  —  2x)(/  -\-  r  —  x. 

Le  terme  en  x^  est  nul  il  re>te 

[il{l-\-3r)  —  4mr- 


X  = 


K3/  -H  6r 
Le  point  A  coïncide  avec  le  point  0  si  l'on  a 

4m?-2  =  ,a/(/_j_3r), 

2°  Remplaçons  dans  cette  dernière  équation  m  par  ^l^i,  il  vient 

/2^3/r  — 4x27r2  =  0. 
La  racine  positive  est  seule  admissible  ;  elle  est  égale  à     /  =  9r. 
La  longueur  du  pendule  synchrone  est  alors     l  -+-  r  =  \0r  —  30'="',     et  la  période  égale  à 

T  =  2Trv/—  =  1%09877. 
V  981 

3°  La  dilatation  du  métal  ne  change  rien  au  rapport  des  masses  ni  au  rapport  des  longueurs.  La 

longueur  du  pendule  synchrone  varie  donc  dans  la  même  proportion  qu'une  dimension  quelconque  et 

se  trouve  multipliée  sensiblement  par     l-f-aA", 

La  durée  de  la  période  est  donc  multipliée  par    v'I  -i-  ad')     ou  sensiblement  par     1  +  —  adO. 

z 

On  a  donc  T  +  AT  =  t(^  1 -^ -aAoV  AT  =  T  x  10  "^  X  20  =  0,00022. 

4°  Pendant  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  coïncidences  successives,  le  second  pendule  fait 
une  oscillation  de  moins  que  le  premier  ;  si  n  désigne  le  nombre  d'oscillations  du  premier,  on  a  donc 
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d'où  l'on  tire  d'abord 


et  ensuite 


^  =  nT  =  («-l)(T-hAÏ), 

Th-AT         iOOO-2 

n  = —  =  — ; —  =  oOOl 

AT  -2 

T  =  5001  T  =  ui93^  =  ih3l"'35s. 


A.  0.  GUIBEKT,  à  Nantes. 


Bonne  solution  <ie  M.  Ch.  Pacé,  à  bord  de  la  <•  Ville  dis  >. 

Solutions  partielles  de  MM.  LAi;ii,  à  Douai  :  J.  Co.ntc,  à  Rspnlion  ;  F.  Millon,  à  Paris 


2340.  —  Liant  donné  un  tube  rempli  de  coke  et  chauffé  à  la  température  du  rouge,  on  y  dirige  un 
courant  d'air  chargé  de  vapeur  d'eau  ;  on  suppose  l'air  réduit  à  un  simple  mélange  d'azote  et  d'oxygène. 
Indiquer  : 

i'  la  nature  des  gaz  résultant  de  la  réaction  du  mélange  gazeux  sur  le  coke, 

2*  des  réactions  permettant  de  caractériser  chacun  des  gaz  contenus  dans  le  mélange, 

3"  la  composition  quantitative  en  volumes  du  mélange  gazeux,  en  la  déduisant  des  constations  que 
permettra  de  faire  l'emploi  d'un  appareil  constitué  par  un  tube  \  en  verre,  rempli  d'osyde  de  cuivre  et 
relié  à  un  tube  B  en  forme  d'[]  contenant  de  la  pierre  ponce  imbibée  d'acide  sulfurique,  puis  à  un  tube  C 
de  même  forme  contenant  de  la  potasse  humide. 

On  tare  séparément  les  tubes  A,  B,  C.  Le  tube  \  étant  chauffé  au  rouge  sombre,  on  dirige  dans 
l'appareil  21)  litres  du  mélange  sec  provenant  de  l'action  de  l'air  humide  sur  le  coke.  On  laisse  refroidir  le 
tube  et  l'on  constate  que  le  tube  A  a  subi  une  diminution  de  poids  de  7ff,l't2  et  que  les  tubes  B  et  C  ont 
augmenté  respectivement  de  'i8,0iS  et  13^',9i6. 

Poids  atomiques:     H  =  1,     0  =  IG,     Az  =  li,     C  =  12. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène  calculé  avec  la  densité  de  ce  gaz  égale  à   1,105. 

1*  L'action  de  l'air  sui  le  coke  donne  de  l'azote,  de  l'o.xyde  de  carbone,  du  gaz  carbonique  et  de 
l'hydrogène. 

2"  Le  mélange  doit  troubler  l'eau  de  chaux,  ce  qui  caractérise  le  gaz  carbonique. 

Supposons,  pour  simpliMer,  le  gaz  carbonique  complètement  éliminé  par  la  potasse.  Le  résidu 
produira  les  réductions  caractéristiques  de  l'oxytlt'  de  carbone  avec  le  chlorure  d'or,  l'azotate  d'argent 
ammoniacal  ou  le  permanganate  de  |)utassium  additionné  d'azotate  d'argent  et  d'acide  azotique. 

Supposons  l'oxyde  de  carbone  éliminé  à"soii  tour  par  le  chlorure  cuivreux  en  dissolution  chlorhy- 
drique.  Le  résidu,  additiofiné  d'oxygène  en  excès  et  soumis  à  l'action  d'une  étincelle  éleclricjue,  subira 
une  diminution  de  volume  par  suite  de  la  combustion  de  l'hydrogène.  Puis  une  série  d'étincelles 
tiansformera  l'azote  en  peroxyde  d'azote  abst>rbal)lo  par  la  potasse  avec  production  de  sels  faciles  à 
caractériser  par  le  sulfate  ferreux  en  solution  sulfurique. 

Ou  bien,  le  mélange  d'azote  et  d'hydrogène,  étant  soumis  à  l'action  d'une  série  d'étincelles  en 
présence  d'acide  sulfurique,  se  changera  en  un  sel  ammoniacal  ({u'on  reconnaîtra  au  réactif  de  Nessier 
et  les  deux  gaz  seront  ainsi  caractérisés  simultanément. 

3»  Dans  le  tube  ;\,  l'hydrogène  et  l'oxyde  de  carbone  sont  brûlés  par  l'oxyde  de  cuivre.  La  vapeur 
d'eau  formée  est  absorbée  par  la  ponce  sulfurique,  tandis  que  la  potasse  arrête  le  gaz  carbonique 
produil,  ainsi  (jue  celui  (jui  se  trouvait  déjà  dans  le  mélange  gazeux. 

Lh  poiils  moléculaire  de  l'oxygène  étant  3i,  le  volume  moléculaire  V  se  calculera  par  la  formule 

3i  =  Vx  1,105 X  I,ill3, 
d'où  l'on  tire  V  =  2ii,4. 


EXAMENS  ORAUX  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  1921)  3b 


Ceci  posé,  le  poids  moléculaire  de  l'eau  étant  18,  l'augmentation  de  poids  du  tube  B  représente 
ombre  de  molécules  d  eau  égal  a  — -3- 

lo 

drogène,  donc  un  volume  de  ce  gaz  égal  à 


4  018 
un  nombre  de  molécules  d'eau  égal  à  —^-3 — >    auquel  correspond  un  nombre  égal  de  molécules  d'hy 

18 


MlËx2M  =  5. 
18 

,       .     ,  ,    7,142 
La  diminution  de  poids  du  tube  A  représente  un  nombre  de  molécules  d  oxygène  égal  a  » 

donc  un  volume 

7,142 
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X22,4  =  5. 


Sur  ces  5  litres,  2  —  >     ont  servi  à  brûler  les  5  litres  d'hydrogène  ;  le  reste  a  brûlé  deux  fois  son 

volume  d'oxyde  de  carbone  ;  le  volume  de  ce  dernier  gaz  est  donc  aussi  de  5  litres. 

Enfin  l'augmentation  de  poids  du  tube  C  représente  un  nombre  de  molécules  de  gaz  carbonique 

A     ,'    13,946       ^ 

égal  a  — — — »    donc  un  volume 

44 

Or  la  combustion  des  5  litres  d'oxyde  de  carbone  en  a  fourni  5  litres  ;  il  y  en  avait  donc  2',l  dans  le 

mélange  primitif. 

L'azote  représente  le  complément  des  20  litres  et  la  composition  cherchée  est  en  définitive  la 

suivante  : 

Hydrogène  5 

Oxyde  de  carbone       5 

Gaz  carbonique  2,1 

Azote  7,9. 

Remarque.  —  L'oxygène  fourni  par  la  vapeur  d'eau  décomposée  par  le  coke  représente  la  moitié  du 
volume  de  l'hydrogène,  soit  2',5.  Or  l'oxygène  total  contenu  dans  l'oxyde  de  carbone  et  dans  le  gaz 

1 

carbonique  représente  un  volume  égal  à      —  x  5  -+-  2,1  =  4,6.   La  différence  2,1  doit  donc  provenir  de 

l'air  et  correspond  bien,  d'après  la  composition  connue  de  l'air,  à  7,9  d'azote. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  [Suite). 


10603.  —  Décomposer  en  éléments  simples 


X"(l— X)"  (X-(-  1)"— (X— 1)" 

—  604.  —  Calculer  les  intégrales  : 


,     m» 

dx 


Ç    dx                r   x'dx               /'+  °°      dx  r+00       dx                r+ "_î_Zi!-dx.  / 

J     1-f-X''             J     x'  +  l    '            J-<^       i-(-X«  '  J^              (l-+-X»)n'         J^               (l+X')»        '  J( 

/\/j^-Zx^^'2    .             r"              xdx  ^          dx                      r dx Ç   (x  -H  3) 

r — ^^^ r — ^__,  r)i^EiEiz.dx,     fxwr^dx,  f-^' 

J    (l-t-x'Vi-x*            J  x-+-v/x(x-2)  J             X'                         J  J  (l-hx')-T 
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(Lr 


x/i  ■+■  X* 


r      dx  fjL    dx  c      dx  r  r  

J    sinxcos3x'    j/    lûï^?'  j    tgx-lga'  j    tgxrcix.  J  y/H- tg  x -4- tg' x  dx. 

« 

JVl6       cos'x  j„     v/.-x'  j    (l+x',T  j  V      X  •  j    chx 

10605.  —  On  pose    J»  =  —    I       cos  (na  —  xsin  a,(ia  ;     térifler  l'égalitt'    nJ,  =  —  (J,-i -t- J«_.). 

—  606.  —  Valeur  moyenne  de  cos"x  dans  l'intervalle  (  0,  —  )• 

1 

—  607.   —  On  joint  le  foyer  F  d'une  parabole  à  un  point    .M   de  la  courbe.  Ciilculer  la  valeur  moyenne  de   "rrr-i 

MF 
en  prenant  comme  variable  l'angle  de  FM  avec  l'axe  de  la  courbe. 

—  608.  —  Calculer  Taire  limitre  par  la  courbe    if  ^  x'  (a'  — x'). 

—  60î>.  —  Aire  d'un  secteur  hyperbolique. 

—  610.  —  Aire  de  rellipsoïde  de  rt'volution. 

—  611.  —  Moments  d'inertie  d'un  triangle  par  rapport  à  l'un  des  sommets,  dune   sphère  par  rapport  à   une  droite 
quelconque. 

—  612.  —  Intégrer  les  équations  difTérenlielles  : 

''W        ..   ,     „_n  '^y         W  ,  dtj     ,    „  dhj  dij 


V'I -(- X' -7 î/-4-x  =  0, ^  =  x',  X  — ^ -1- 2m  =  cosx,  — -^  chx- -^  sh  X  =  sh'x, 

dx  dx       X  dx  dx'  d.r 

d*y  _, 

■^ -(- V  =  sin  X,  y" -hiy  =  sin2x,        (x«  +  y«)(xdx  -+-  ydy)  -+-  v^l  -h  x«  -(-  j/»  [ydx  —  xdy)  =  0,        y' -h  2y  -h  y  =  x*e^ . 

d'y  dy  d*u 

(1 -Hx')-— --(-x-r-=  v'i  H-x',  y  -i-y  =  sin'x,  i/' -I- 4j/' +  4j/ =  c-'^  cos'x,  — 4 -H  *'!/ =  x  sin  Jtx. 

ax'  ax  dx' 

y"  —  *!/' -i-  8y  =  tf«'  cos  2x,  y"  —  2y  -h  y  =  x-f'. 

rouvcr  i 
particulier  où    a  -t-  b  =  0 


—  613.  —  l'cul-on  trouver  deux  fonctions   v   et   :   de  la  variable  x,  telles  que  l'on  ait     -^  =  (j;,     —  =  by  1    Cas 

dx  dr 


—  614.    —  Trajectoires  orthogonales  «les  courbe^    y  --  .r^^,      i-  »-  .T//'  -  C.r.     >    + — 


—  615.   —  On  donne  la  relation  x  = 


cosO 

J"'          dt                                                                                          d'y 
(Mil  (!•  mut  V  <M(niuf  loiiclicin  de  X.  Calculer  ,     et  inté- 
,    y/2 -21-1'       '                                                                                     dx' 

grer  l'équation  (liffôrenliclle  obtenue.  Chercher  parmi  les  intfk;iales  de  celle  équation  celle  qui  est  définie  par  la  relation 
donnée. 

—  610.  —  Dans    l'équation  diiïérentielle     (I  —  x'     m' — -—  \  -h  xy  —  if  =.  o,      on  fait  à  li  fois  un  changement  de 

L  !/  J 

fonction  et  un  changement  de  variable,    y  =  e-,    x=sin/.    Que  devient  l'équation  diiïérentielle  ? 

—  617.  —   Intégrer   l'équation  différentielle    y  ' -t- 4»/   +  4i/ =  «-''' cos'x.      Déterminer   les  constantes    pour   que   l» 
courbe  intégrale  soit  tangente  à  l'origine  à  Ox.  Hayon  de  courbure  en  ce  point. 

—  618.  —  On  considère  l'équation  diiïérentielle    (1  —  r^)y   —  xy  ■+-  A'y  =  0,    et  on  y  fait  le  changement  de  variable 

x=<f(f).     déterminer  la   fonction  Ç(/)  de  façon  que  'ians  l'équation  obtenue  le  coefficient  de -y- soit  nul.  puis  intégrer 
l'équntion. 

—  610.  —  Intégrer  l'équation  diiïérentielle    y'  +  4;/  -h  4y  =  f-'^.     On  considère  les  courbes  intégrales  qui  passent 
par  l'origine.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point    x  =  a,    y  =  0.     Construire  le  lieu  pour    a  =  2. 

—  620.  —  Intégrer  l'équation  différentielle    y   —y  =x'-l-l.     Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  l'origine 
et  qui  est  tangente  en  ce  point  ii  la  bissectrice    y  —  x  =  0. 

—  ii'll.  —  On  donne  la  relation    y—  1  -^-xe".    Calculer——  en  fonction  rationnelle  de  x  et  y.  Cette  relation  définit 

d.r 

une  famille  de  courbes  ;  déterminer  leurs  trajectoires  orthogonales. 

(.1  suivre.) 
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Concours    de  1920. 


2484.  —  On  considère  la  relation 

y  =  sin  (4  arcsin  x), 
où  l'on  désigne  par  arc  sin  x  l'un  quelconque  des  arcs  dont  le  sinus  est  x. 

/o  Si  l'on  se  donne  une  valeur  de  x,  combien  lui  correspond-il  de  valeurs  de  xj  et  quelles  relations 
y  a-t  il  entre  elles  ?  Réciproquement,  si  fon  se  donne  une  valeur  de  y,  combien  lui  correspond-il  de 
valeurs  de  x?  •  ' 

f"  Tracer  la  courbe  (G)  représentant  la  variation  des  diverses  fonctions  y  de  x,  définies  par  la  relation 
précédente  {ou,  si  l'on  préfère,  la  variation  des  «  diverses  branches  de  la  fonction  multiforme  »  définie  par 
la  relation).  Indiquer  notamment  les  symétries  de  la  courbe  (G),  ses  points  de  rencontre  avec  l'axe  dei  x  et 
les  tangentes  en  ces  points. 

3°  Former  la  relation  algébrique 

F  {x,  y)  =  0, 
(F  polynôme  en  x,  y)  qui  existe  entre  x  et  y. 

4°  Chercher  les  aires  des  boucles  de  la  courbe  (G). 

Soit  X  un  nombre  inférieur  à  l'unité  en  valeur  absolue  :   il  est  le  sinus  d'un  angle  a  compris 

1  1 

entre     —  — t:    et     -h  --it;   tous  les  angles  dont  le  sinus  est  égal  à  x  sont  donnés  par  l'une  ou  l'autre 

des  formules  a -i- 2^7t  et  tt  — a -j- 2â;7t.  Les  arcs  quadruples  de  ces  arcs  sont  4a -+- S/cti  et 
47:  —  4a -t- 8A:t:  ;  ceux  de  la  première  série  ont  tous  même  sinus  y,  ceux  de  la  seconde  ont  pour 
sinus  —  y.  Donc,  à  une  valeur  donnée  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égalés  et  de  signes 
opposés. 

Si  l'on  donne  y  (inférieur  à  l'unité  en  valeur  absolue), 

1  1 

il  existe  un  angle    ^   compris  entre t.    et    h tz  ■, 

dont  le  sinus  est  y  ;  les  angles  dont  le  sinus  est  y  sont  donnés 
par  l'une  ou  l'autre  des  formules  ^  -t-  2A:!t  et  tc  -  p  -i-  2/it:  ; 
en   divisant  ces  angles  par  4,   on   obtient    les   deux   suites 

^  /:TC  TT   —    p  Att  3 

T-H-—     et      — ; — -1 — -.   Soit    m    le  sinus  de  -7- et  »  son 

4        2  4  2  k        ^ 


cosinus     (p  =  -4-  /l  -  m^),     les  angles  de  la  première  suite 
donnent  quatre  sinus  différents. 


sin  —  =  m 
4 


B 
sin  (  —  ■+-  tt)  = 
\  4 


m. 


3        3 
S'n(Y  +  -2^)  =  —  P' 

qui  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  opposés  ;  les  angles  de  la  seconde  suite  donnent  aussi  quatre 
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T.  3 

sinus,  deux  à  deux  opposés,  qui  sont,  en  appelant  m,  lesiousde —    et  p,  son  cosious,   m,,  /j,, 

4  4 

—  m,     et     —  pi. 

Donc  à  une  valeur  donnée  de  y,  {y*  ^  i),  correspondent  huit  valeurs  de  x  et  seulement  quatre 
valeurs  de  x*. 

2"  Pour  étudier  la  variation  de  x  et  de  j/,  on  peut  exprimer  ces  deux  variables  en  fonction  d'un 
paramètre,  en  posant  x=  sin  a  et  y  =  sin  4a  ;  les  deux  fonctions  sin  a  et  sin  4x  ont  2::  pour 
période  commune  :  on  aura  donc  toute  la  courbe  en  faisant  varier  a  dans  un  intervalle  égal  à  i-,  par 
exemple  de  —  -n  k  -\-  t.  ;  on  observe  alors  que,  si  l'on  donne  à  a  deux  valeurs  opposées,  x  et  y 
changent  de  signe  sans  changer  de  valeur  absohic  :  la  courbe  a  donc  pour  centre  de  symétrie  l'origine 
des  coordonnées.  En  tenant  compte  de  celle  symétrie,  il  suffit  de  faire  varier  a  de  0  à  it.  Mais  si  l'on 
donne  à  a  deux  valeurs  a  et  t:  —  a,    on  obtient  des  valeurs  égales  pour  x,  et  des  valeurs  opposées 

pour  y  :  donc  l'axe  Ox  esl  un  axe  de  symétrie  :  il  suffira  de  faire  varier    a     de     0  à  —  .      Le    tableau 


de  variation  de  x  et  de  y  est 


sin    X  =  X 


sm  \r  =  y 


0 

- 

TT 

3:: 

T. 

H 

4 

8 

2 

0/ 

sin- 

/ 

/ 

.     3n 

Sin  — 
S 

/« 

0/ 

i 

\ 

0 

\ 

—  1 

/o 

La  courbe  qui  représente  la  variation  esl  inscrite  dans  un  carré  EFGH  donl  les  côlés  sont  les  droites 

x  =  =tl     et    y  =  ±l. 

<f  1/        4  ces  4a  . 

Le  coefficient   angulaire   de  la  tangente   rn   un  point  est  le  quotient    —r-  = < 

°  tlX  Ces  a 

pour  a  =  0     et  pour  X  =  — -,     il  prend  les  valeurs    4    et    — 4v^2  ;     les  coefficients  angulaires  des 

4 

tangentes  en  0  et  en  I  sont  donc    -4-  4    el     —  \<it  ;      rn  A  la  tangente  esl  le  c<ité  du  carré,  car  le 

coefficient  angulaire  devient  infini. 

Complétée  par  les  arcs  symétriques,  la  courbe  a  trois  points  doubles  réels  en  J,  0  el  I.  La  courbe 
passant  par  O,  (|iii  est  un  centre  de  symétrie,  les  tangentes  en  ce  point  sont  infîexionnelles. 

3"  Si  l'on  pose     x  =  sin  a,     on  a 
î/'  =  sinMx  =  4sin'2x  x  cos^ia  =  I6sin»a  cos'a  (2cos'a  —  1)»  =  I6x»  (1  —  x')  (2x»  -  1)». 

La  relation  demandée  esl  donc 

F  (x.y)  =  !6x»  (l  —  X»)  [{ix»  —  I)  »  -  y»  =  0. 

On  voit  qu'elle   est,  comme   on  l'avait  prévu,  du  premier  degré  en  »/*,  du    quitrième   en  x*.    En 
outre,  on  a  remarqué  que  les  valeurs   de     x'     sont     >«-,  1   —  m',  m,*     el     1  —  m,»,     en  désignant 

par  m    rt     ni,  respectivement  les  sinus  de  —  et  de j-  :     les  racines  de  l«'(iualion  en  .r*  peuvent 

4  4  4 

donc  être  associées  deux  k  deux  de  faron  que  leur'somme  soit  égale  à  l'unité.  On  reconnaît  en  effet  que 

l'équatioD  en  x»  ne  change  i)as  si  l'on  y  remplace  x*  par     1  —  x*  :     les   deux  premiers  facteurs  se 

permutent;  le  troisième    (ix»  —  K)\    devienl    fi  —  2x*)*,     il  ne  change  pas. 

4"  Soil  M  le  point  donl  les  coordonnées  sont    x  =  sina    el   y  =  sin  4a  ;   quand  t  varie  de  0  a  -—  it, 

M  décrit  l'arc  OP,I  de  la  courbe  el  le  rayon  OM  balaye  l'aire  de  l'anse  OP,M  ;  on  sait  que  la  dérivée  de 

celle  aire  par  rapport  à  la  variable  indépendante  »  esl    "â  (-^  y ^  rf~  ) ''' '     '  *''^®  ^®  ^^^^^  ^^^^ 
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est  donc     —  I       {  x  -^  —  y  -r~  laa  ;  de  même,  1  aire  de  1  anse  IP2A  est    —  j       (  x  —■  —  V  -r  ]<io^- 
2jo      \     dx       ^  d<xj  2J::/,   \     d%       ^    doL  ) 

En  tournant  autour  de  OPiMO,  le  point  M  va  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  la  première 

surface  sera  donnée  avec  le  signe  —  ;   au  contraire,   M  tourne  autour  de  IP2A  dans  le    sens  Irigono- 

métrique,  la  seconde  aire  sera  donnée  avec  le  signe  -h. 

La  différentielle  xdy  —  ydx  est  égale  à  Ci  sin  a  cos  4a  —  cos  a  sin  4a)  dx. 

1   r 

Il  faut  donc  trouver  la  primitive  S  de    —  I  (4  sin  a  cos  4a  —  cos  a  sin  'ta)  dx. 

Posons  P  =       I  (  sin  a  cos  4a)  dx    et    Q  =    i  (cos  a  sin  4a)  dx  : 

l 

nous  aurons  S  =    7-  (4  P  —  Q). 

d'autre  part,  on  a 

P  +  Q  =       I  (  sin  a  cos  4a  ■+-  sin  4a  cos  a)  ia  =        i  sin  ^x  dx  =z  —  —  cos  5a  ; 

P  —  Q  =       I  (sin  a  cos  4a  —  sin  4a  cos  x)  dx  =  —       1  sin  3a  dx  =    -—  cos  3a  ; 

la  primitive  cherchée  est  donc 

S  =-i(4P  -  Q)  =  ^[o(P  -  Q)  H-  3(P  -^  Q)]  =  ^cos  3a  -  A  cos  5a  =  i(25  cos  3a  -  9  cos  5a). 

.                      rt      ''^                                  3Tt               5^1             1 
En  intégrant  de  0  a  —,  on  a,  puisque  cos  -j-  =  cos  —  = -, 

16  1  16  2  — 

surface  OPJ  =  -  ^-=-  -  -^  =  -  -(2  +  /2); 
60  y/:j        bO  15 

l'aire  de  la  première  boucle  est  donc  en  valeur  absolue 

^(2-f-v/2)  =  0,9104, 

16 
l'unilé  étant  le  carré  OKFA.  La  deuxième  anse  a  pour  aire    - — =r  =  0,189,     puisque  les  cosinus  sont 

60/2 

1  4 

nuls  à  la  limite    — tt.     Gela  donne  pour  aire  de  la  seconde  boucle   rr- \/ï  =  0,3771. 

2  15 

Remarque.  —  Le  point  0  étant  un  centre  de  symétrie,  les  branches  qui  y  passent  ont  en  ce  point 
des  tangentes  inflexionnelles.  On  peut  se  demander  si  les  autres  points  d'inflexion  de  la  courbe,  dont 
le  tracé  prouve  l'existence,  sont  en  1  et  en  J. 

Les  valeurs  du  paramètre  a  qui  correspondent  aux  points  d'inflexion  sont  racines  de  l'équation 
x'y"  —  y'x"  =  0,  qui  est  ici  —  16  cos  a  sin  4a  4-4  sin  a  cos  4a  =  0;  on  y  peut  mettre  sin  a  en 
facteur,  et  exprimer  le  second  facteur  en  fonction  rationnelle  entière  de  cos  2a;  on  a  ainsi 
4sina  (cos  4a— 16 cos  ^a  cos  2a)  =  4  sin  a  [-2cos^2a  — 1  —  8cos2a  (1  -+-  cos  2a)]  =  0  ;     cos  2a  est  racine 

1  — 

de  l'équation    62^  +  8:+!  =0;     une  seule  racine    peut  être  un  cosinus,  c'est   —  (  —  4 -f- y/lO)  = 

—  0,13962  =  cos  98"  1' 33";     la  moitié  de  cet  arc  est  49"  0'  46",  6.  Le  point  d'inflexion  est  donc  sur 
l'arc  IP2  ;  il  en  existe  trois  autres,  que  Ton  en  déduit  par  symétrie. 

(En    remplaçant    2  cos  a  sin  4a    par  sin  5a  H- sin  3a    et  2  cos  4a  sin  a    par    sin  oa  — sin  3a,    l'équa- 

1  1 

tion  (1)  peut  se  mettre  sous  la  forme     —  sin  5a  +  —sin  3a  =  0.) 

0  o 

Bonnes  solutions  de  MM.  J.  Authibr  ;  à  La  Pierre  de  ISeuvic,  G.   R.,  à  Paris;  A.  Hdtinel.  à  Cannes  ;    U.  Lucs-Catinot, 
lycée  du  Parc,  à  Lyon  ;  F.  Maii^onnet,  à  Chamberet. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  Bahas,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris  ;  P.  PRACH.iY,  à  bord  du  «  Condorcet  » 
P.  Bernard,  à  Fougères, 
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2485.  —  On  considère  la  fonction 

f,{x)  =  e'(xî  -4-  x), 

et  on  forme  ses  dérivées  successives  qu'on  désigne  par 

A(x),  féx),...,  f.(x),... 

i'  Montrer  que  /,(t)  est  le  produit  de  e^  par  un  polynôme  du  second  degré  en  x  : 

f{x)  =  e^x-  -h  V(i).x  ■+-  Q(i)    ; 
l>(?)  et  U(i)  sont  des  fonctions  simples  de  l'entier  »  {positif  ou  nul)  dont  on  indiquera  les  expressions. 
2"  /:^l  désignant  par  i  un  entier  quelconque  {positif  ou  nul),  on  forme  la  série 
'J(»■-^-^)  nfi-|-2i      -  Q(i-^p)      , 

0(0  -^  -^^-r^  ••'•  -*-  ^71 —  .^'-H  •  •  •  +  — ^  .a"  4- ... . 

Montrer  qu'elle  est  convergente  quel  que  sott  x  et  calculer  sa  somme.  On  pourra  examiner  d'abord  le 
cas  de    i  =  0. 

3°  Calculer  les  intégrales  successives  : 

f  ,(x)  =  y^    f,{x) .  rfx,  f_,(x)  =  f[    f^  ,(x) .  rfx, .  . . ,  f_i{x)  =  j_^   f.,i-i,{x)dx,  ..., 

et  montrer  que  f-i(x]  peut-être  mis  sous  la  forme 

f-i[x)  =  e'[x«-+-P(-i).x  +  Q(-t)l- 
/iésouilrr  les  (juestwns  du  précédent  paragraphe  {n"  2)  pour  un  entier  i  négatif. 

NoTB,  —  On  désigne  par  />!,  suivant  une  notation  usuelle,  le  produit  des  p  premiers  nombres  entiers. 

Les  dériv«'îes  successives  de  la  fonction  f{x)  sont  : 

f,{x)  =  e'(z»  -+-  X  -H  2x  -+-  1)  =  «"(x»  H-  3x  -f-  1), 
/•j'x)  =  «'(x*  -+-  3x  H-  1  -h 2x -4- 3)  =  e'(x'  -h  5x  -4-4),.  . . 
on  voit  (jue  chiuMine  de  ces  dérivées  est  le  produit  <le  «'  par  un  polynôme  en  x  du  second  défibré,  où  le 
coclticienl  de  .t-  est  \.  La  loi  est  générale  :  si  l'oi»  pose  en  effet    fi-i{x)  =  e^A,_,(_x), 
on  a    fi{x)  =  e'[Ai->,(x) -f-  A',_,(x)]  ;     A|-i(x)-4- A',_,(x)    est  un  polynôme  du  second  degré,  où  x'  a  le 
ilirme  coeflicient  que  dans   A,_,(x).    Si     A,_/x)  =  x* -i- P,_,(.r) -f- 0,_,,     on  a     A,_,(x) -f- A',_i(x)  = 
j«  _^(p,_,  ^_  2)x  ■+■  (P,_i  4-  Ui-i)  ;    la  loi  de  formation  des  coefHcients  successifs  est 

I>,  =  P._, -1-2,  avec    Po  = -h  1  ; 

y,  =  Q,.,  -  Pi.,.  avec    Qo  =  0; 

il  en  résulte  que  la  suite  de*  coefficients  P  est  celle  des  nombres  impairs  consécutifs,  à  partir  de 
Po  =  -H  !  ;  donc  P,  =  2i -h  1  :  la  suite  des  nombres  Q  est  celle  des  carrés  des  entiers  consécutifs 
h  partir  de  zéro  ;  si  l'on  pose  Q,  =  i*,  on  a  I*,  =  2i  4-  1,  donc  (J,  j.,  =  i^-4-2i  -f-  1  =  («  H-  !)*• 
La  loi  est  vériliéc  ;  on  peut  donc  poser 

f,{x)  =  <.fx«-+-(2i-4-4)x-f-  i»]. 

2°     la     série      proposée     a     pour     terme      ^'énéral      u^,  —   p-^  x»"  ;      elle   est   absolument 

convergente  pour  toute  valeur  de  x,  car  le  rapport  de  la  valeur  absolue  d  un  terme  à  celle  du  terme 

précédent  est  ''^  '    = r^ — — ^  .    —  —  (  l  -+- )  .     —   ;      i|  tend  vers  zéro,  quel  que 

\     u,    \  (»-H/>)*  'P        \  ^-^P  /      \P\ 

soit  X.  quand  p  augmente  indéfiniment  (le  premier  facteur  tend  vers  l'unité,  le  second    vers  zéro). 

I.a  somme  de  celte  série  est  donc  une  fonction  continue  de  x  dans  tout  intervalle.  Pour  la  calculer, 

mettons  le  coellicient  de  u,,  sous  une  autre  forme  :  on  peut  déterminer  des  cooflicienls  A,  B  et  C  de 

fnron  ù  vérifier  l'identité  des  |)olynome8en  p  : 

(i  -4-  p)*  =  Ap{p  -I-  1)  -h  Bp  -f-  C, 

il  .suffit  (jue  les  deux  membres,  qui  sont  du  second  degré  en  ;),  soient  égaux  pour  trois  valeurs  de  p  : 

pour    /)  =  0,     on  a    C  =  i' ;     pour    p  =  -h  I,     tn\  a     B  -f-  C  =^    i  -+-  U»,     d'où     U  —  2»  -+- 1  ;     enfin, 

pour  p  infini,     A  =  1. 
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On  peut  par  conséquent  écrire  le  terme  général  Up 


la  série  considérée  S(x)  est  la  somme  de  trois  séries  : 


X  x^ 


X  x" 


Six)  =  x^^l-^f.-4-f^  •  •   •  J4-(2.H- l)x^  1  + --^    -  + •   •  •  j -^t^(^  i  +-^ -^   ^2 
On  a  donc  S(x)  =  e^[x^  +  (2i  h-  1)  x-  -^  i'-]  =  ^•(x). 

3°  L'intégrale  indéfinie    l  f(,(x)dx  se  calcule  par  parties  : 

Çe-ix^  -^  x)dx  =  c"(x2  H-  x)  —  I    e"(2x  -h  l)rfx  =  «"(x^  +  x)  —  e"(2x  +  !)-♦-  e^2  =  e^x''  —  x  +  1]  ; 
si  l'on  intègre  de     —  oo    à  x,  la  fonction  est  nulle  pour  la  limite  inférieure  ;  par  conséquent 

/■,_j)X  =  /        e^(x2  -+-  x)dx  =  e\x^  —  x  h-  1], 

kJ         00 

on  reconnaît  que  le  polynôme  entre  crochets  est  celui  que  l'on  obtient  en  donnant  à  l'indice  i  la  valeur 

( —  1)     dans  la  forme 

x'-'  +  (2i  +  l)x^i^ 

Si  nous  posons  alors 

f_i  (x)  =  e'[x^  -H  (1  —  2i)x  +  i% 
il  est  facile  de  vérifier,  soit  par  diftérentiation,  soit  par  intégration,  que 

/         f^i[x)dx  =  f{^i-i){x) . 
En  effet,   en  intégrant  par  parties, 

f       e^\x^  -^-  (1  -  2i)x  +  i^]  dx  =  \e^[x'-  -^  (1  -  2i)x  -+-  i^]\       —   1         e^(2x  -h  1  —  2i)rfx 

t/     -  00  L  J-oo  J—ao 

=  e^[x^  H-  (1  —  2i)x  -F-i^]  _  e-(2x  +  1  —  2i)  +  2e^  =  e^Fx^  H-  [1  —  2(i  4-  l)Jar  -h  (i*  -t-  2i  -^  1)  1 

=  e-rx2^-[l  — 2(i-+-l)]a:  +  (i4-l)'  |. 

L'identité 

(i ^ pY  ^ p(p  —  l)  +  {'^i -+ l)p -h  i'^ 

est  vraie  quel  que  soit  i.  On  a  donc  toujours 

-^ f^  x''=  x2 — -  -V  2i-i-l)x rr-^^'—r' 

p\  ip  —  ^y-  (p— *)•'       p- 

et  par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  i,    positive  ou  négative,  entière  ou  non,  la  série, 

a  pour  somme 

e^[x--h{^i-hi)x-^i^]. 

Remarque.    —   Il   est  facile  de  voir  que  la  question  2"  se  déduit  de  l".  Considérons  la  fonction 

y  =  foi^)  '}     on  a  démontré  qu'elle  a  des  dérivées  de  tous  les  ordres, 

y{i)  =  e'^[x-  H-  {2i -^  i)x -{- i^-], 

et  que  ces  dérivées  sont  finies  et  continues,  pour,  toute  valeur  de  x.  Donc  on  peut  développer  cette 

fonction  en  série  par  la  formule  de  Mac  Laurin. 

On  a    t/(')(0)  =  i',     le  développement  est  donc 

Px        2^x2        3V  i^xP 

«V-^x)  =  l  +  -j--H-^^-h^-^^.  .  .    — -f-  •  •  ; 

cette  série  est  celle  dont  on  obtient  le  terme  général  en  faisant    i  =  0    dans  la  formule 
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De  môme,  si  l'on  pose 


yi{x)  =  e  [x«  -h  (2.-  h-  1)x  -h  i»], 
on  a    y,{x)  =    dérivée  d'iodice  i  de  ^(x)  =  y"i. 

Donc  la  dérivée  p«  de  t/i(x)  est  la  dérivée  d'imiice    i-^-p     de  yjlx)  ;  par  conséquent, 

et  pour    X  =  0,  /"(^Cx)  =  f[^'  HQ)  =  (i-^pY- 

Le  développement,  par  la  formule  de  Mac  Laiiriii,  donne  donc 

/•.•(x)  =  e'[x'4-(2i-f-l)x  +  i»]  =  l-h(i-hl)'^H-(i-+-2)'-^-+--   •  •  («  +  P)*^  •   •  • 

Très  bonnes  solution»  d<'  MM.  J  Altiiieh,  à  La  Pierre  Neiivic  ;  L.  Bkooé,  à  (Juebwiller  ;  H.  (".hirol,  à  Saint-Etienne;  0. 
H  ,  •  Paris;  A    Hutinbi.,  à  Cannes;  R.  Lcc«-(2»tinot,  lycée  ihi  Parc,  à  Lyon  ;  F    Maisonnbt,  à  Cliamberet. 

Bonnes  solutions  (te  MM.  Babas,  école  nationale  d'arts  et  métiers  île  Paris;  C.  Dklvotk  ;  Diioubt,  à  Janzé  ;  P.  Prachat, 
a  t)ord  du  •  (k>ndorcet  »  ;  M.  Wi.nants,  à  Liège. 


X  »/' 

2486.  —  On  donne,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  ellipse  (E)  ayant  pour  équation   —  -h  -^  =  1  . 

On  choisit  dans  son  plan  un  point  A  non  situé  $ur  les  aies  de  coordonnées,  ayant  pour  coordonnées  {p,  q) 
et  fon  considère  la  droite  variable  (H)  ayant  pour  équation  ifjx  {t  -^-  i)  —2pi/  {t  —  1)  =  pq  {t*  -  1), 
où  t  désigne  un  paratm-tre  variable,  le  point  A  restant  fixe. 

i'  Sur  la  droite  (D)  i7  y  n  un  point  M  (en  général  unique)  tel  que  sa  polaire  par  rapport  à  (E)  est 
perpendiculaire  à  (D).   lAeu  de  re  point  M  lorsque  (D)  varie. 

?"  Montrer  qu'il  y  a.  en  général,  deux  positions  de  In  droite  (D),  différentes  des  axes  de  coordonnées, 
qui  sont  des  normales  à  l'ellipse  (E).  Former  Ciqnatiun  qui  donne  les  deux  valeurs  de  t  correspondant  A 
ces  deux  droites  que  l'on  désignera  par  (I),)  et  (D,).  Discuter  la  réalité  de  ces  droites  suivant  le  choix  du 
point  A.  Quelle  est  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  deux  normales  à  l'ellipse  ? 

3"  Soit  n  le  point  de  rencontre  des  droites  (Di)  et  (D,)  supposées  distinctes.  Calculer  Us  coordonnées 
dr  B  en  fonction  de  p  et  q.  Quni  lieu  doit  décrire  le  point  A  po\ir  que  le  point  B  se  déplace  sur  une 
normale  donnée  à  l'ellipse  (E)  ?  {(le  lieu  te  décompose .) 

La  polaire  du  point  M  fx,,,  y„)  par  rapport  à  (Ë)  a  pour  »^quation 

a'         6' 
pour  fjuVIle  soit  perpendiculaire  à  la  tlroiie  0,  il  faut  que 

le  [)oint  (j^,  1/^)  étant  sur  la  droite   l),  ses  coordonnées  vérifient  aussi  l'équation 

(«)  ^q{t -^i)Xo -tpit  -l)yo  =  /)7(/'-1), 

le»  équations  {{)  et  (2)  forment  un  syslî'me  du  premier  degré  en  Xo  et  t/„,  qni  a  une  solution  unique  si 

<>r,  |)ar  hypothèse,  pq  z^  0  ;  d'autre  part,  si  /  =  -»- 1,  les  équations  sont  vérifiées  par  x^  =  0  et 
une  valeur  arhitiaire  do  t/„  :  si  /  =  — I,  par  y^^O  et  une  valeur  arbitraire  de  t©.  Le  système 
est  donc  indéterminé,  dans  ce  cas  :  il  n'e^t  jamais  impossible.  Si  r  =  ±  1,  la  droite  D  est  un  axe  de 
la  conique,  la  polaire  d'un  quelconque  de  ses  points  lui  est  perpendiculaire. 
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(3) 


^(^  +  1). 


Si  <2  _  ^  _£  Q^  jl  existe  sur  la  droite  un  point  M  et  un  seul  ayant  la  propriété  demandée  : 
ses  coordonnées  sont 

On  obtient  l'équation  de  son  lieu  en  éliminant  t  entre  les  équations  (3),  ce  qui  donne  une  droite  A, 
(4)  '  ^_^_x.l=.o 

2®  Lorsque  la  droite  D  n'est  pas  un  axe  de  (E),  pour  qu'elle  lui  soit  normale,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  point  M  dont  on  a  calculé  les  coordonnées  soit  sur  l'ellipse  :  en  effet,  si  M  est  sur  (E),  sa  polaire, 
qui  est  perpendiculaire  à  D,  est  la  tangente  en  M  :  D  est  donc  la  normale  à  (E)  au  point  M  ;  récipro- 
quement, si  D  est  normale  à  l'ellipse  en  P,  la  polaire  de  P  est  perpendiculaire  à  D,  P  coïncide  donc 
avec  M,  puisqu'il  n'y  a  qu'un  point  de  D  dont  la  polaire  lui  soit  perpendiculaire.  La  condition  qui 
exprime  que  M  est  sur  (E)  est 


(5) 


=    1, 


4c*  =  0 


4c*  4c* 

elle  est  du  second  degré  en  t  et  se  développe  ainsi  : 

(5')  e'{a''p^  +  b^q^)  —  2t{a^p^  —  b^q^)  -+-  a'p^  -\-  b'q' 

elle  a  deux  racines  ti  et  <j,  si  l'inégalité  suivante  est  vérifiée 

(6)  (a2p2  _  ^2^2)2  _  (^2^2  ^  ^î^j)^  +  kc\a^p^  -+-  6 V)  >^'^ 

en  réduisant  et  divisant  tous  les  termes  par  a^b^p^q-à,  l'inégalité  devient 


fiP^  9)  = 


p^a^ 


4 

qH' 


7>    0. 

c* 


posant 


La  courbe  dont  l'équation  est    f{p,q)  =  0    se  construit  facilement  en 


pa  = 


qb  = 


sin  6 


cos6 

et  en  faisant  varier  6  de  0  à  Stc. 

Ox  et  0(/   sont  les  axes  de  symétrie,    0    est  centre;  il  y  a  quatre 


P 


0 


asymptotes,  deux  parallèles  à  Oa?    lq  =  ±:—U   deux  à  Oj/ 

la  fonction  f(p,  q)  est  positive  dans  la  région  où  sont  le  centre  et  les 
asymptotes,  négative  dans  les  autres,  qui  sont  couvertes  de  hachures  sur 
'a  figure.  Les  droites  Di  et  Da  existent  donc  si  A  n'est  pas  dans  l'une  de 
ces  régions  hachurées. 

Les  pieds  des  normales  étant  deux  positions  particulières  du  point  M, 
correspondant  aux  valeurs  t^  et  t^  du  paramètre,  ces  points  sont  sur  la  droite  A.  L'équation  de  la  ligne 
qui  joint  les  points  des  normales  est  donc  l'équation  (4). 

3»  Par  un  point   B  {xi,  y,)  du  plan  passent  deux  droites   D,  dont  les  paramètres  sont  racines  de 
l'équation  ^,  29x1(^4- 1)  —  2pj/,(<— 1)  —  7?7(<2  _  i)  =  O; 

pour  que  B  soit  le  point  de  rencontre  des  droites  D,  et   D^,   il  faut  et  il  suffit  que  cette  équation  ait  les 
mêmes  racines  que  (5')  et;,  par  conséquent,  que  les  coefficients  des  deux  équations  soient  proportionnels 

p^a--hq^h^       %p^a'^—q^b^)         p'^a^ -+- q^b^  —  Ac^ 


(7) 


pq 


tqx  —  ^Ipy 


—  i^qx  —  "ipy  —  pq 


on  forme  des  rapports  égaux  à  ceux-ci  en  ajoutant  terme  à  terme  les  deux  premiers  au  troisième,  ou  en 
faisant  la  même  opération,  après  avoir  changé  les  signes  des  termes  du  second  rapport  :  on  obtient  ainsi 


les  rapports 


kpy 


et 


^  Aqx 
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en  les  égalant  au  premier  de  la  proportion  (7)  on  trouve  les  valeurs  des  coordonnées  de  B, 


c*  —  ç»/y»  c' 


^'  =  P  ^»..»   .    M.»-  î/  =  *? 


fl»/J*  -h  h*q*  "        ^  a^p*  -f-  6*9» 

Par  le  point  B  passent  deux  normales  connues  à  l'ellipse  (E);  ce  sont  les  droites  I),  et  D?  :  il  y  a 

donc  deux  façons  de  satisfaire  aux  conditions  de  l'énoncé  :  une  des  normales  à  l'ellipse  menées  par  B 

étant  lixe,  cette  normale  peut  être  une  des  droites  U,  et  Dj  qui  passent  par  B,  ou  une  autre  normale. 

Si  c'est  une  des  droites  D,,  Uj,  le  pied  de  cette  normale  est  un  point  lixe  de  (E).  Or  les  pieds  des 

normales  I),  et  D,  sont  ceux  où  la  droite  A  coupe  l'ellipse.  Il  faut  donc  que  la  droite  A  passe  par  un 

point  lixe  de  (E),  de  coordonnées    x  =  acoso,     7  =  6  sin  0  ;     en  exprimant  que  ce  point  est  sur  A, 

dont  l'équation  a  été  donnée  au  l»,  on  a 

cos»       sio  ^        1        ^ 

■- 7^-l--ï  =  0, 

pa  qb  c' 

••quatioii  d'une  conique,  (|iii,  mise  sous  forme  enlière,  est 

(8)  c-{qh  cos  o  —  pn  sin  o)  -H  pqab  =  0. 

Mais  il  y  a  un  autre  lieu,  que  décrit   B  lorsque  la  normale  fixe  menée  par  B  n'est  ni  D,,  ni   D,. 
L'équation  d'une  normale  à  l'ellipse,  en  un  point  dont  le  paramètre  est  o,  est 

a\  sin  «p  —  éY  cos  «  —  c*  sin  o  cos  o  =  0  ; 
si  le  point  B  (x,,  »/,)  est  sur  cette  droite,  p  et  q  vériûent  l'équation 

(9)  pa  sin  ç(c*  -  q*b*)  —  qb  cos  &(c*  —  p^a^)  —  c^{p-a*  -»-  7*6*)  cos  o  sin  5.  =  0, 

qui  représente  le  lieu  complet  du  point  B  :  cçtte  équation  du  troisième  degré  doit  être  divisible  par  le 
facteur  du  second  degré  (8).  En  ellet,  en  écrivant 

(9')      pqab{ap  cos  o  —  qb  sin  *)  —  c*[jp*a*  H-  q^b^)  sin  ç  cos  «p  -h  c''{pa  sin  ^  —  qb  cos  »)  =  0, 
on   voit   que,  si  la  division  est   possible,    le   diviseur   doit  avoir   comme   termes  du   premier  degré 
ap  cos  o  —  qb  sin  «     et  comme  terme  ind»'pendant  de  p  et  q,     —  c'. 

On  constate  effectivement  sans  peine  que  le  polynôme  (9)  est  identique  au  produit 
[pijfib  f-  C'(qb  cos  9  —  pa  sin  r'  '1  /"^  cos  <o  —  qh  sin  o  —  c*]. 

Lr  lieu  demandé  se  d(''cotnp(»se  donc  en  une  droite  et  une  hyperbole  équilatère,  passant  par  le  centre 
de  l'ellipse,  ayant  des  asymptotes  parallèles  aux  axes. 

Bkmaruiib.  —  On  peut  procéder  de  fagon  à  trouver  séparément  les  deux  parties  prévues  du  lieu  : 
riiyperbole  d'Appollonius  du  point  B  coupe  l'ellipse  (E)  en  quatre  points,  dont  deux  sont  les  pieds  des 
normales  l),  et  1)^.  Ces  points  sont  sur  la  droite  A  ;  on  connaît  donc  une  corde  commune  à  l'ellipse 
et  à  l'hyperbole,  il  est  possible  alors  de  trouver  l'équation  de  l'autre  et  l'on  aura  les  deux  lieux  sépa- 
rément en  écrivant  (jue  l'une  ou  l'autre  des  cordes  communes  coupe  (E)  en  un  point  fixe. 

Soit     us  -h  vij  4-  II'  =  0     l'équation  de  la  seconde  corde  commune,  identitions 

X»       Y'  /  X  Y  1  \ 

—  -h  vr  -  I  —  X,r='XY-i-/>*vX  — a«xY)  =  (  — : u -^  —  ){uX-+-oY -+-«•), 

ri»        b*  •'  '        \pa»        qb*         cV  ' 

nous  en  tirons  les  équations 

—   >C»    = T^   » 

pn*         qn* 

^       pa*       c» 

ir  V 

■^''■■■'  =  -^^?- 

les  trois  premières  donneul  immédiatement  m,  v  et  ir;  l'équation  de  la  seconde  corde  est  donc 

p\  -q\  -c»  =  0. 
la  résolution  du  second  jrroupe  d'équations,  où  u.  v  et  »•  sont  remplacés  par  leurs  valeurs  connues» 

doruic  >,   1   .'!  Il     iii)  trouve 
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les  valeurs  des  coordonnées  x  et  y  sont  celles  que  Ton  a  trouvées  pour  B,  ce  qui  donne  une  vérification 
des  calculs. 

Bonnes  solutions  géométrique  et  analytique  de  M.  R.  Dbaux,  professeur  à  l'athénée  de  Chimay. 

Bonnes  solutions  de  M.  P.  Bernard,  à  Fougères  ;  M.  G.  R.,  à  Paris. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  R.  Chirol,  à  Saint-Etienne  ;  A.  Hotinel,  à  Cannes  ;  P.  Prachay,  à  bord  du  «  Condorcet  ». 


2487.  —  Un  corps  solide  est  formé  par  une  calotte  sphérique  invariablement  liée  à  une  tige  rectiligne 
La  calotte  sphérique,  homogène,  d'épaisseur  négligeable,  a  une  hauteur  de  BO^m  ;  elle  est  limitée  par  une 
circonférence  (C)  de  90^"^  de  diamètre  et  pèse  2008.  La  tige  rectiligne  OS  est  fixée  au  sommet  S  de  la  calotte 
et  passe  par  le  centre  de  la  circonférence  (G)  ;  elle  est  homogène,  a  une  longueur  de  OOt^f"  et  un  poids  de 
300&.  Le  corps  est  en  équilibre  sur  un  plan  horizontal  poli  qu'il  touche  par  l'extrémité  0  de  ta  tige  et  par  un 
point  A  de  la  circonférence  (C). 

Calculer  les  réactions  du  plan. 

Déterminons  les  centres  de  gravité  de  la  tige  et  de  la  calotte  :  la  tige  étant  homogène,  le  premier, 
Gi,  est  au  milieu  de  SO,  donc  SGi  =  45    (nous  prenons  comme  unité  de  longueur  le  centimètre). 

Le  centre  de  gravité  de  la  calotte  est  sur  l'axe  de  symétrie  SO,  en  un  point  G2,  tel  que  le  moment 
du  poids,  appliqué  en  G2,  soit  égal  à  la  somme  des  moments  des  poids  de  tous  les  éléments  de  la  calotte  : 
nous  prenons  les  moments  par  rapport  au  point  S,  en  supposant  la  direction  de  la  pesanteur  perpendi- 
culaire à  SO.  Nous  décomposons  la  surface  de  la  calotte  en  zones,  par  des  plans  perpendiculaires  à  SO,  la 
distance  d'un  plan  à  S  étant  x,  celle  du  plan  voisin  x-i-dx.  Soit  jjl  le  poids  du  centimètre  carré  de 
la  surface  de  la  sphère,  la  zone  de  hauteur  dx  a  une  aire  mesurée  par  'àTzKdx,  R  étant  le  rayon  de  la 
sphère;  son  poids  est  [x^uRofa;,  il  est  appliqué  en  un  point  de  l'axe  SO  dont  la  distance  à  S  est  comprise 
entre  a;  et  x-\-dx;  le  moment  du  poids  de  cet  élément  de  surface  est  ii2-!zR{x -{- (idx)dx 
(où    G  <  6  <;  1),     la  somme  de  ces  moments  est  l'intégrale  définie 


J. 'sc  /  \  se 

^       xdx  =  (^^Rf^^')^    =7rR}xSG' 


Or  l'aire  de  la  calotte  est  mesurée  par  txSA^  =  SttRxSC,  le  poids  en  est  jji.SuR.SG  :  en  écrivant 
que  le  moment  du  poids  appliqué  en  G2  est  égal  à  la  somme  des  moments 
des  poids  élémentaires,  on  a 

2TrR.SG.SG2  =  ttR.SG^  ; 

1 

il  en  résulte  que  SG2  =  —  SG  =  15. 

Composons  maintenant  le  poids  200,  appliqué  en  Gj,  avec  le  poids  300, 
appliqué  en  G,  :  la  résultante  de  ces  forces  parallèles  est  un  poids  égal  à 
500,  appliqué  en  un  point  I  de  G1G2,  tel  que 

SL500=  SG2.200H-SG..300  =  15x200+45x300, 
ce  qui  donne    SI  =  33. 

La  verticale  du  point  I  coupe   0A  en  H,  dont  on  peut  calculer  les  distances  à  A  et  à  0,  carie 
triangle  AGO,  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit    45  =  3x  15    et    60  =  4x  15,     a  pour  hypoténuse 

4  II  A  9^J^ 

5x15  =  75  :     le  cosinus  de  l'angle  COA  est  —  ;     par  conséquent,    OH  =  —  01  =  —  x57  =  » 

5  5  5  5 

et    AH  =  75-i^<^=iiZ-. 
5  5 

La  force  verticale,  appliquée  en  I  peut  être  décomposée  en  deux  forces  verticales,  appliquée  en  A 

et  0  et  respectivement  proportionnelles  à  228  et  147,  ou  à  76  et  49,  qui  sont  les  quotients  des  deux 
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nombres  précédents  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 
La  force  appliquée  en  A  est 

500 X '■ =  304f5,    la  force  appliquée  en  0  est  500  ,.  '^  .     =  196. 

76  -f^  49  '  ^    ^  76  -h  49 

Bonnes  solutions  de  MM.  C.  Dklvoyk  ;  H    Lucb-Catinot.  lycée  du  Parc,  à  Lyon. 


2488.  —  Un  point  matériel  M  dont  la  massf  est  égale  à  l'unité  est  attiré  par  un  centre  fixe  0  ; 
tintffMiié  de  la  force  attractive  ett  mesurée  par  le  même  nombre  que  la  diitlance  OM.  Le  milieu  dans  lequel 
se  déplace  le  point  M  oppose  une  résistance  tangente  à  la  trajectoire,  de  sens  opposé  à  celui  du  vecteur 
vitesse  et  dont  l'intensité  est  mesurée  par  le  même  nombre  que  la  vitesse.  A  Cinstant  initial,  le  point  M  est 
lancé  de  la  position  M,  et  l'extrémité  \q  du  vecteur  vitesse  initiale  forme  avec  les  points  0  et  M^  un 
triangle  équilatéral. 

/•  t'tudier  le  mouvement  du  point  M. 

S°  Calculer  le  travail  Je  la  résultante  des  forces  arfissanl  sur  le  point  M  lorsque  ce  point  va  de  M,  au 
point  0  sur  sa  trajectoire. 

3*  Désignons  par  ^\)  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  OM,,  à  partir  de  la  position  initiale  OMo. 
Montrer  que  l'on  peut  trouver  une  constante  G  telle  que  le  logarithme  de  la  différence  C  —  Jfc  varie 
proportionnellement  au  temps.  Démontrer  que  ce  résultat  subsiste  dans  le  inouvement  curviligne  d'un  point 
soumis  à  une  force  centrale  quelconque  et  à  une  résistance  représentée  par  un  vecteur  proportionnel  au 
vecteur  vitesse  et  de  sens  opposé,  les  conditions  initiales  étant  arbitraires. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires,  l'un  OMo  passant  par  la  position  initiale  du  mobile,  l'autre,  Oy, 
dans  le  plan  déterminé  par  O.Mo  et  par  la  vitesse  initiale  ;  soit  enfin  ():,  un  troisième  axe  perpendi- 
culaire au  plan  dos  deux  premiers  :  les  projections  de  la  force  attractive  sur  ces  axes  sont  —  J,  —  y  et 
—  :  ;     celles  de  la  rosislance,  «jui  est  mesurt-e  p:ii-  le  iiiriiic  iiouibra  quo  la  vitesse,  mais  qui  est  de 

dx  du  dz 

sens  oppose,  sont -y f-y ;-; 

dt  dt  dt 

les  équations  du  muuv(;menl  sont  alors 

d*x  _        dx  d'y  _       dy  d*z  dz 

^'  dF^~dt~^'  dî*^~'dt~~^'  dt*^~Tt~'^' 

X,  y  et  z  sont  donc  trois  solutions  d'une  m<''me  équation  ditrérenliello  linéaire,  à  coefliciruls  constanis 

dont  les  constantes  seront  déterminées  par  les  coiililions  initiales.  L'écjuation  caraclérisliijue, 

r«  -h  r  -i-  1  =  0, 

1          1    .  ^ 
a  deux  racmes  miaginaires    —  —  ±  —  x^'i;     on  en  déduit  que  la  solution  générale  est 

M  =  Ae    «  cos  —  /  -h  \ie  "*  sin  1—  t, 
dont  la  dérivée  est 

^  zzl^Sr»  FcB^/a  — A)cos  l^t-(BH-Av/3)sin  ^fl; 

pour     /  =  0     la  valeur  initiale  de  u  est  A,  celle  de  -j-  est  —  (Bv/J^—  A).    Tour  z  les  valeurs  initiales 

dt  z 

nulles  :  il  en  résulte  ijue  les  constantes  sont  égales  à  zéro  :  1<'  mouvement  se  fait  donc  dans  le  plan  fût/, 

dx 
comme  il  était  d'ailb'urs  facile  dt»  le  prévoir,  par  raison  de  svmt'liif.  Los  valeurs  initiales  de  x  et  — - 

'  '  lit 

1  'l'i  (ï/3 

sont   a   et     —  —  a,      ce  tim    (idniii'      a  - -.  \   el    li        u  ,       pum    7   cm   a      »/«  =  *^     l'I      (  -r  1   =   -r— 
<  I  .      i  j  ./o  \dt  ) ^        t 

ce  «lui  donne     A  =  0  et  H  =  a. 
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Le  mouvement  est  donc  défini,  en  coordonnées  cartésiennes,  par  les  équations 
X  =  ae   ^  cos  J—  /  y  =  ae    ^  sin  _  t,  z  =  0  ; 

0)        »  j  9 

on  passe  facilement  aux  coordonnées  polaires,  en  remarquant  que 

r^  =  a^e-'  et  tge  =  -^  =  tg-^f  d'où  6  =  — v/3<  +  ^Tr; 

/ô"  < 

on  peut  prendre  k  =  0,  d'où  6  =  —  f  et  r  =  ac  v/^~  :  la  trajectoire  est  une  spirale  logarith- 
mique dont  0  est  le  pôle,  l'angle  constant  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  ISO»  (dans  le 
sens  de  parcours)  la  courbe  est  décrite  de  M^  en  allant  vers  le  pôle  de  façon  (jue  la  vitesse  angulaire  du 

rayon  vecteur  soit  constante  (  égale  à  —  j  •  Bien  que  l'arc  M„0  soit  fini,  le  mobile  n'arrive  au  pôle  qu'au 
bout  d'un  temps  infini,  t  et  6  étant  infinis  simultanément. 

2°  Pour  calculer  le  travail,  on  peut  d'abord  observer  que  le  travail  de  la  résultante  est  égal  à  la 

somme  des  travaux  des  composantes  :  la  force  centrale  dérive  d'une  fonction  de  force,  qui  est r^; 

\ 

le  travail  de  cette  force,  sur  un  mobile  venu  de  Mo  en  0,  de  toute  façon  est  -^a}.  Le  travail  élémentaire 

ds 
delà  résistance,  pour  un  déplacement  rfs  est    — vds    ou     —v—dt=—  v^dt; 

/dr\^  /rfO\2        1  3 


«2     I 

.70 


et  /    —v^dt  =  0^        (—  e-()dt  =  a\e-');  =  —  a^  ; 

i/o  ,70 

1  1 

la  somme  algébrique  des  travaux  est    — a^  —  a^  =  —  ^^^- 

i 

Le  travail  total  est  donc     —  -^'^^-     Ce  résultat  simple  était  facile  à  prévoir  :  la  formule    u'  =  a-e-* 

montre  que  la  vitesse  du  mobile  tend  vers  zéro  quand  il  approche  de  0  ;  sa  force  vive  devient  nulle,  la 
variation  de  force  vive  est    0  —  a%     puisque  la  vitesse  intiale  est  a  :  or  le  travail  de  la  résultante  des 

1 
forces  qui  agissent  sur  le  point  est  égal  à  la  demi-variation  de  force  vive,  donc  à d^. 

3"  Si  l'on  multiplie  par    — y     les  deux  membres  de  la  première  des  équations  (1),  par    -1- x    ceux 
de  la  seconde  et  si  on  ajoute  ensuite  membre  à  membre,  il  vient 
,„,  d\i         d'^x         dxi         dx 

or  on  sait  que  la  vitesse  aréolaire 

dX  _  1    grfO  _  1  /   rfy         dx 

~dt  ~  ^^  Jt~  2 rrf7  ""  ^Tt 

,,     ^  ^  d  /    dy         dx\  d*y         d^^ 

d  autre  part,  -  —l  x-^- —  y-— )  =  x-~- —  y-rr^ 

*^  dt\    dt      ^  dt  J  dV      ^  dt^ 

l'équation  (2)  peut  donc  s'écrire 


dt\    dt  I  dt 


ou 


d\og—  =  dt 


d  % 

ce  qui  donne,  en  intégrant  :     log  — -^  =  t  4-  c". 

dt 
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La  dérivée  de  l'aire  X,  balayée  par  le  rayon  vecteur  est 

On  a  l'expression  de  X,  en  intégrant: 

■\ 
La  constante  U  se  détermine  en  choisissant  la  position  du   rayon  vecteur  à  partir  de  laquelle  on 
compte  l'aire  :  quand  on  prend  pour  rayon  origine  le  rayon  OM,,  on  a    Jl  =  0,     si     t  =  0,     donc 

B-— . 


L'aire  X  satisrait  bien  à  l'éKalité 


u!î:^-^U-.-+lï^ 


aV3 
le  logarithme  de À)     varie  donc  proportionnellement  au  temps. 

Dans  le  cas  général  du  mouvement  sous  l'action  d'une  force  centrale  F,  on  a  les  deux  équations 

d^x      dx  X  d^y   ,dy  y 

dt*       dt  r  dl*       dt  r 

On  élimine  K  en  multipliant  la  première  équation  par    y,    la  seconde  par     — x     et  en  ajoutant: 

d'x         d*ij  dx         dy 

on  obtient  j^_  _  x^ -^  y- -  x^^  =  0, 

.  .        d*x         d'^u         ...  dx  dy  .       ,  ,. 

la  (luanlile     »/ x—       i'-<\  la  (it'iivcp  iiar  r;iiiiK)il  a  /  de     v -; -ï" -r  •     M'"  est,  conune  un  la  vu 

'  -^  fil*  dt'  dt  dl 

[•lus  haut,  2-^     La  relation  <iui  vient  d'élre  établi»!  peut  donc  s'écrire 
^  dt 

d'Jo      dX       „ 

-dF-^lF  =  ^- 

On  intègre  facilement,  par  exemple  en  regardant  cette  équation  comme  une  équation  du  second 
ordre,  à  coeflicients  constants,  dont  la  cdraclérislique     r' -f- r  =  0     a  pour  racines  0  et     —  I.     Donc 

,1  =  IVH-Qe  '=  P-+-Qe-', 
1'  el  0  étant  deux  constantes  ;  et,  en  prenant  les  logarithmes, 

log(H-Jb)-  -/-Hlog(-Q). 
Il  }  H  tioiif  iitif  ((nistante  P,   telle  que  le  loparitliine  népérien  de     — X\*     varii'    proporlionneile- 
ment  au  temps. 

On  peut  calculer  P  et  0  en  fonction  des  données  initiales,  qui  sont:  OM,  =  /o;  la  vitesse  initiale,»,; 


^0  =  0.-—)    =  —roi 


son  angle  avec  OM,,  soit  a.  On  a  Jto  =  0,  (  -—  )    =  — roUo  sin  a.     donc 

\  dt  /o  Z 

V^i)  =  0,  -0  =  -^r,v,s\m. 

L'uquation  est 

log  (  ^  ^''o  sina  —  JV,)=-/^  log/-  r,D,  sin  A  • 

Bonne  lolullon  île  M.   Kaynioml  Ciiinoi.,  a  Saint  Ktleniit*. 

Auex  l)onnes  soIiiHoiis  .!.•  MM.  L.  Biooi.  à  GuebwHler  ;  (i.  H.,  à  Parli;  I'.  «•«acmay,  k  l)ord  .in  ..  Condorcel  .. 


iiii(<riui«ria  CutiiUi-Jacquoi  —  bar-la  Duc.  Le  Hédacteur-Gérant  :  H.  VUIBEHT. 
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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR   UNE   EXPRESSION   DE    LA   SOMME  DES  PUISSANCES  p'^'««^   DES  n 

PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS 

Par  M.  Gaston  Beauvais,  professeur  à  l'Ecole  DuTignau  de  Lanneau. 


1.  —  Soit  s(n,  p)  une  expression  de  la  somme  des  puissances  pi^>"es  des  n  premiers  nombres.  On  a 
l'idenlité  ^jp. 

d'où  ^  ^  ç^  r\^ 

£nHn  =jyn.p)<in-jyin-i,p)cln.  >/ .  0^'  ^  l^^  T 

Mais  Ti     '^ 

/   I,{n  —  l,p)dn—  2(n,p)ci?n=|      S(n,  p)rfn -+-  1    ^n,p)dn—  j     2(n,  »)rfn. 

Ja  J  a-l  Ja-l  Ja  J  b-l 

Par  conséquent, 

rb  Pb  />a 

/    n>'dn—  I     S(n,  p)rfn— I     l{n,p)dn. 

J  a  Jb—i  J  a—i 

Faisons     a  =  0,     6  =  n;     nous  aurons 

„P+i  rn  r-i 

— —  =  2(n,p)rfn-f-  ^n,p)dn. 

P  +  l  Jn-l  Jo 

Si,  dans  cette  relation,  nous  faisons  successivement  n  =  l,  n  =  2,  ...,  n  =  n  et  si  nous 
ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 

(1)  l{n,p-^l)  =  {p^i)\j    I.{n,p)dn -^  n  p    ^n,p)dn]. 

D'où,  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  puissances  (p  -+-  iy^»tes  des  n  premiers  nombres^  on 
intègre  par  rapport  à  n  de  0  à  n  l'expression  de  la  somme  des  puissances  p"'"'e.«.  Soit  F(n)  la  fonction 
ainsi  obtenue.  L'expression  cherchée  est    (p  -+- 1)  [F(n)  +  nV{—  1)]. 

Exemples  : 


Somme  des  puissances    0 
1 


etc. 


1  ,^  «r  îî^     Ji'     *ï^  1 


•  ♦• 


tfO 
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Concours  de  1920. 
2427.  -  l"  Calculer  la  valeur    m  =»  ?{r.)    gu'^l  faut  attribuer  à  la  constante  m  pour  gue  la  dérivée 
de  la  fonction 

I  ^-  -r       Cnnsiruire  la  courbe  qui  représente  la  fonction  tf{x). 


Soit 

La  dérivée  est 


y'  =  î'^[ 


mx 


10m 


] 


Léqualion    f\x,)  =  0    sécril  donc 

2(x.'i-H5)-2-  =  m[xo{xG-h5)-+-10]. 
La  fonction    m  =  <p(x)    a  pour  expression 

_     2(x'  -h  5)  T 
"*  -   xJ  4-  5x  -+-  10  * 

Examinons  les  valeurs  remarquables. 

Lorsque  x  lend  vers  lintini,  m  tend  vers  2,  avec  le  signe  de  x. 

„.  d'vionl  inlini  pour  les  racines  du  dénominateur  x>4-5x+10  =  0.  La  der.vée  3x- +  5 
a  se.  racines  imaginaires.  Par  con.équent,  le  trinôme  a  une  racine  réelle  a.  Elle  est  comprise  entre 
-1     et     -2,     car    A->)  =  *     «^    A-2)=-H- 

La  fonction  m  ne  s'annule  jamais.  Pour    x  =  0    elle  prend  la  valeur  ^. 

Prenons  la  dérivée  : 

^  6xf x'  H-  5x  -t-  10)(x«  -h  5)  T  ^  2(x«  -,-  5)  T  (3a:«  -h  5)    _  Jzl^^î^iïL  (x  -  l)(x^5). 
m'  =  ■ ^       "         ^^^-'  ' -*    '   "-   ■   '"'* 


(.r'  -h  5x  H-  10)* 
Nous  pouvons  donc  dresser  le  tableau  suivant  : 


(x^  -H  5x  -t- 10)' 


0      — 

__-,-_        0 

-i\-x 

-H   x\  ylt\  H  /  M  \  -^2 

Le  minimum  (i  a  pour  valeur     o(l) 


l(i 


=  1,83. 


3       — 

Le  maximum  M  a  pour  valeur     o(6)  =  —  »/30  =  2,06. 

La  courbe  admet  pour  asymptotes  la  droito     x  =  a     parallèle  à  l'axe  Om  et  les  droites    x  = 
c  s  H-2    parallèles  à  Ox. 


-«, 
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ël 


-2 


La  courbe  est  représentée  par  la  figure  1. 
2°  La  dérivée  y'  peut  se  mettre  sous  la  forme 


^'='T-^] 


Fig.  1. 


Elle  s'annulera  chaque  fois  que  la  fonction  :p(x)  prendra 
la  valeur  m  donnée.  Si  nous  traçons  sur  la  figure  1  une  paral- 
lèle A  à  Oa?,  d'ordonnée  m,  les  points  d'intersection  de  A 
avec  la  courbe  donneront  les  valeurs  qui  annulent  y'.  De 
plus  nous  avons  le  signe  : 

Le  long    des  arcs  compris  entre   A   et  Or,  nous  avons 
I  m  I  >  I  (f{x)  I  ;     mais  m  et  (?(x)  ont  alors  le  même  signe, 
donc    y'   est    négative.    Le  long    des    autres    arcs    elle    est 
positive. 
Il  y  a  donc  cinq  cas  à  distinguer,  séparés  par  les  valeurs    — 2,     [i,    -i- 2    et  M. 
Premier  cas:  m  est  compris  entre    — ce     et     —  2.  —  La  fonction  y  part  de  0  pour  x  infini  néga- 
tif, décroit  jusqu'à  un  minimum,  obtenu  pour  une  valeur  xo  de  x  inférieure  à  a, 
puis  croît  jusqu'à    -t-oo,     en   passant  par  le  point  A  d'ordonnée     ^-2     sur  Oy. 
La  courbe  coupe  Ox  en  un  point  d'abscisse  négative.  On  peut  le  vérifier  eo  pre- 
nant l'intersection  des  courbes     y  =  mx,     y  =  ^^x^  -h  5. 

Étudions   cette  dernière.   Elle  est  symétrique  par  rapport  à  Oy.  Elle  part  de 
y  =  2v'5    pour    x  =  0    et  croît  jusqu'à  l'infini  comme  x. 
y 

Le  rapport  -^  tend  vers  2.  On  trouve  que  l'asymptote  est  la  droite    y  =  2a:. 
x 

Par  conséquent,  la  droite     y  =  mx    ne  coupera  la  courbe  que  si  m  est  compris 
entre    — oo     et    — 2,     et  entre     -+-2    et    -4- oc. 

La  fonction  s'annule  donc  bien  pour  une  valeur  négative  de  x. 
La  courbe  n'admet  pas  d'asymptote,  car  elle  croît  comme  une  exponentielle.  La  marche  est  repré- 
sentée par  la  courbe  \  de  la  figure  3. 

Deuxième  cas  :  m  est  compris  entre       —  2     et  [i.  —  La  dérivée  y'  est  positive  ;  y  croît  sans  arrêt 
de  0  à     -h  oo  . 

La  courbe  part  asymptote  à  Ox  par  en  dessus  ]  courbe  2  de  la  figure  3]. 

Troisième  cas  :  m  est  compris  entre  [i  et 
2.  ^ —  La  dérivée  a  deux  racines  positives. 
Elle  est  négative  entre  elles. 

La  fonction  y  ne  s'annule  pas.  Elle  croît 
de  zéro  jusqu'à  un  certain  maximum,  puis 
décroit  jusqu'à  un  minimum,  et  croît  enfin 
jusqu'à    -+-00.     Nous  avons  la  courbe  3. 

Quatrième  cas:  m  compris  entre  2  et  M. 
—  La  dérivée  a  trois  racines  ;  ?/  a  un  maxi- 
mum, un  minimum  et  un  second  maximum. 
11  s'annule  pour  une  valeur  positive  de  x;  et 
pour  X  infini  positif  y,  ayant  changé  de 
signe,  tend  vers    — oo     [courbe  4^. 

Cinquième  cas  :  m  compris  entre  M  et 
-h  00  .  —  La  dérivée  s'annule  une  fois.  La 


Fig.  î. 
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valeur  correspondante  de  x  est  positive  jusqu'à  ce  que  m  =  /5,  puis  négative.  Le  maximum  est 
adroite,  puis  à  gauche  de  A.  Ensuite  y  décroit  rapidement  vers  —  x  en  passant  par  la  valeur 
zéro.  Cette  racine  x^  se  rapproche  rapidement  de  zéro  quand  m  augmente,  comme  on  le  voit  sur 
la  figure  2.  Nous  avons  la  courbe  5. 

Cas  particuliers  :    m  = — 2.  —  La  dérivée  ne  s'annule  pas.  L'aspect  de  la  courbe  est  celui  de  la 

courbe  2. 

m  =  \i.  —  La  dérivée  y'  a  une  racine  double.  Il  y  a  un  point  d'inllexion  à  tangente  horizontale,  le 
maximum  cl  le  minimum  de  la  courbe  3  sont  confondus. 

m  =  i.  —  La  dérivée  s'annule  deux  fois.  Mais,  pour  x  =  h- x  ,  y  se  présente  sous  une  forme 
indéterminée.  En  réalité  la  valeur  de  y  est  -i- x ,  car  l'exponentielle  croit  plus  vite  que  toute 
puissance  de  x . 

tn  =  a.  —  Nous  avons  un  point  d'inlle.xion  ù  tangente  horizontale. 

Le  minimum  et  le  second  maximum  sont  confondus. 

Hkmahoues.  —  y  est  du  premier  degré  par  rapport  à  m.  Par  chaque  point  du  plan  passera  une 
seule  courbe  du  faisceau.  Pour  x  =  0  on  ne  sait  pas.  Mais  on  a  vu  qu'alors  toutes  les  courbes  passent 
par  A.  A  gauche  do  A,  les  courbes  s'étagenl  en  montant  et  à  droite  en  descendant,  car  la  dilférence 

m 
a  le  signe  de  x.  Au  point  A,  la  tangente  a  pour  ponte     y'  =  1  —  —  »      décroît  constamment  depuis 

■+■  <x,     passe  par  la  valeur  0  pour  m  —  yjh    (maximum  sur  Oi/)  et  décroît  jusqu'il     —  x  . 
Nous  pouvons  donc  tracer  le  faisceau  des  courbes    y  =  fyx). 

LE  LÉAP,  lycée  Louis-le-Grand. 
Bonne»  solutions  :  MM.  (;.  Lach,  à  Douai  ;  L.  CHKiAiNB  ;  .\.  IIotihkl,  à  Canne». 


2428.   —  On  considère  la  suite  des  novihres     S,  =  I,     S,,  S,,- ••,S„.--     dé /î  nie  par  la  formule  de 

récurrence  

2S., , ,  =  S„  -h  v/SS  ■+-  o„ 

où  a„  est  II'  terme  général  d'une  série  donnée,  à  tenues  positifs, 

(A)  fli -+- fl, -H  flj  H a„  H 

i"  Ih-moiitrrr  i  inégalité 


s.,^,<s„-h-;=; 


en  conclure  que  S„  tend  vers  une  limite,  pour  n  infini,  si  la  série  (A)  est  convergente. 

2"  La  série  (A)  est-elle,  réciproquement^  convergente  si  S„  lend  vers  une  limite  pour  n  infini  ? 

1"  L'inégalité  à  démontrer  revient  à 

a„  <2„Sn  ^n 

ou,  rn  ('l»>v;uit  au  carré  les  diMix  iiirinbres,      -— <C  — ; 1 — : —  • 

4  4  Irt 

Or,     it„~:{),    car  la  série  (A)  est  une  série   à  termes  tous  positifs;  donc,  d'après  la  formule  de 

récurrence,    les  S  vont  en  croissant  el      S„>S«  |...       >Si>»l,       — ^  <     ".  "     et  on  a  n /"or/ion 

4  4 

rinégalilé  domandén. 
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11  en  résulte'que  : 


S2<  S,  +  ~. 
4 

^3  <C  Sj  H — -  » 


A  A 

et,  en  addilionnant  toutes  ces  inégalités,    S„_,_i  <  Si  h- -t^  =  l-f  -r^*  Quand  n  augmente  indéfiniment, 

4  4 

An  tend  vers  une  limite  A,  donc  S„  vers  une  limite   S  <  1  h — r- 

4 

2°  Supposons  réciproquement  que  S„  tende,  pour  n  infini,  vers  une  limite  S. 

De  la  formule  de  récurrence,  nous  déduisons 

Û71  =  4Sn-).  i(S„_|_i  —  S„)  <^  4S(o„_|_i  —  S„), 

puisque  les  S  vont  en  croissant; 

a,  <4S(S2  — 1), 

a,<4S(S,-S,). 

0 

a„<4S(S„+i  — S„), 
et,  en  additionnant  ces  n  inégalités, 

A„<4S(S„+i-l). 
Le  second  membre  tend  vers  une  limite,  pour  n  infini  ;  donc  A„  a  une  limite  : 

A<4S(S  — 1), 
et  la  série  (A)  est  convergente. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Lach,  à  Douai  ;  L.  Chioanne  ;  Dodat,   Louis-le-Grand  ;  A.  Hutinel,  à  Cannes  ;  M.,  à  Guéret  ;  C. 
Dklvotb  ;  G.  Foucry;  G.  R.,  à  Paris  ;  M.  Vasseur  ;  A.  Busser, 


2429.  —  On  considère  la  transformation  géométrique  suivante  :  Etant  donnée  une  origine  0,  on  dira 
qu'un  point  M'   est  homologue  d'un  point  M,  si  M  et  M'  sont  sur  une  même  droite  passant  par  l'origine 

—  111 

et  si  leurs  rayons  vecteurs     p  =  OM,  0'  =  OM'    satisfont  à  la  relation     —  = 1 ,   où  a  est  une 

P  P  a 

longueur  donnée.  On  observera  qu'un  point  M  a  deux  homologues  M',  la  définition  précédente  laissant 
arbitraire  le  sens  positif  sur  la  droite  OM.  Le  lieu  des  homologues  des  points  d'une  ligne  L  ou  d'une 
surface  S  s'appellera  la  ligne  homologue  de  L  ou  la  surface  homologue  de  S. 

i"  Quelle  est  la  ligne  homologue  dun  cercle  passant  à  l'origine  ?  La  construire  dans  le  cas  où  le  rayon 

de  ce  cercle  est  -r-  • 
4 

2°   Soit   G'   la  courbe  ainsi  tracée  et  C  le  cercle  donné  de   rayon  —  .  Chaque  point  M'  de  C  est 

homologue  d'un  seul  point  M  de  C.  Calculer  l'aire  balayée  par  le  segment  de  droite  MM',  lorsque  M' 
décrit  entièrement  la  courbe  C 

3"  Démontrer  que  la  tangente  MT  en  M  à  une  courbe  plane  L  est  rencontrée  par  la  tangente  en  M', 
homologue  de  M,  à  la  courbe  homologue  L',  en  un  point  qui  ne  dépend  pas  de  la  longueur  a.  Comment 
peut-on  déterminer  ce  point  sur  la  droite  MT  ? 

Comment  se  généralise  cette  propriété  lorsque  la  courbe  L  est  une  courbe  gauche  ? 


ai 
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4»  En  s'nppuyant  sur  le  résultai  pr^céd'^nt,  on  montrera,  sans  calcul^  qu'une  propriété  analogue  a  lieu 
pour  les  plans  tangents  â  une  surface  ?>  et  à  ta  surface  homologue  S',  et  qu'il  en  résulte  que  la  normale 
en  M'  à  S'  reste  tangent*,  à  une  courbe  plane  K,  lorsqu'on  donne  à  a  diff>''rentes  valeurs,  en  laissant 
fixes  la  surface   S   et  le  point   M  qui  a  M'  pour  homologue.  Quelle  est  la  courbe  E  ? 

5°  Quelle  est  la  surface  engendrée  par  E  lorsque,  M  restant  fi  ce  sur  une  courbe  donnée  L,  la 
surface  S  varie  en  passant  constamment  par  cette  courbe  ? 

1.  L'équation  polaire  du  cercle  ayant  la  forme    p  =  2R  cos  w,     l'équation  de  la  ligne  homologue 

1  1  1  2aHcosw 

s«ra  —-  =  —, 1 .  ou  p'  = 

p 


2K  cos  bj 


"iH  cos  w  -h  rt 


Supposons     i;  =  --  .   et  supprimons  l'accent,  l'équation  devient 
4 


P  = 


a  cos  u> 

cos  w  -h  1 


L'intervalle  suffisant  est  i-;  si    l'on  change  u>  en     —  <•».     p  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est 

symétrique  par  rapport  k  l'axe  polaire,  il  sulTira  de  faire  varier  ut  de  0  k  t.,  ei  d'achever  par  symétrie. 

Nous  avons 

dp  —  2asin'i  ..  _  P^  _        cos  «>  (cos  w -h  2) 

_  =  fil  itr     _  —  -  - 


(cos 


2)* 


ad(ù 


isin 


Quand   a>    croit  d<'    0    à    r,    p   décroît  de   —    à     —a,     et  s'annuU^  pour 

o 

,.^  O)  =.-•     Nous  obtenons  ainsi  la  branche  de  courbe    AOB,    les  tangentes  en 

A,  0,  B  étant  parallèles  k  Oj/  ;  puis  en  construisant  lare  symétrique  par  rapport 
à  Ox,  nous  obtenons  la  (igure  ci-contre,  où  nous  avons  représenté  le  cercle  C 
en  trait  discontinu. 

2.  On  voit  alors  immédiatement  que  l'aire  balayée  par  le  segment  de  droite  MM  ,  lorsque  M'  décrit 
entièrement  la  courbe  C,  est  l'aire  comprise  entre  les  deux  ovales.  On  a  donc 

.    C''-       cos*  '»        ,  ,    r.  cos»  «1) 

J-,    (C08-f-2)»  J, 


(cos  w  -(-  2)* 


Si  l'on  pose     tg—  =  f,     on  a 


r_cos^o_      ^     r     (l'-iydt 

J    (costo-f-2)«    '"         J  (/»-h3)»(t«-hlJ 


En  décomposant  en  éléments  simples,  on  obtient 

2(t»— I)»  2 


10 


(/'-f- 3  )»(/»-+-*;   ~  t'-hi      (<'-»- 3)»' 
et  l'on  en  déduit 

On  peut  alors  écrire 

S  =  a«[J(H-  Qo)-J(l)l-a«[J(l)-J(0)], 


ou 


tt  on  obtient  aisément 


S  =  o»rj(-+.  od)  -ij(i)^-j(0)], 
u^{y^  -  -R) 


s  = 


m 
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m 


3.  Les  sous-normales  polaires  relatives  aux  lignes  planes  L  et  L'  ont  pour  valeurs 


et     ^ 


dt»  doi 

1         1 

elles  sont  égales  puisque  —  et  —  diffèrent  d'une  constante.  Il  en  résulte  que  les  tangentes  en   M  et  M' 

P        P 
se  coupent  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  0  au  rayon  vecteur  OMiM'. 

Nous  allons  donner  de  cette  propriété  une  démonstration  géométrique,  qui  s'appliquera  aux  courbes 
gauches. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  déterminer  les  homologues  d'un 
point  M,  on  peut  opérer  de  la  façon  suivante.  Sur  la  droite  OM  on  prend 
dans  un  sens  quelconque  la  longueur  OA  =  a  ;  on  construit  le  point  [i, 
conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  A  et  M,  et  enfin  on  prend  le 
point  M',  milieu  de  0[jl.  Le  point  M'  est  l'un  des  homologues  de  M,  car 
on  a 

21  111  i  211 

a  ~~  ~ 


n 


Oii        OA        OM         «        p  OM'        Ofx        «        ? 

On  obtiendra  le  deuxième  homologue  en  portant  la  longueur  OA  dans  l'autre  sens. 
Cela  posé,  considérons  une  courbe  L,  plane  ou  gauche,  passant  au  point  M  ;  joignons  le  point  0  à 
un  point  Mj  de  cette  courbe,  voisin  du  point  M,  et  figurons  les  points  Ai,  [i,  analogues  aux  points 
A,  fx.  Puisque  les  rapports  anharmoniques  (OAfxM),  (OAiiJtjMi)  sont  égaux,  les  droites   AAi,  iiiii,  MMi 
passent  par  un  même  point  I. 

Supposons  que  Mj  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  MMj  a  pour  limite  la  tangente  MT  à  la  courbe  L 
au  point  M,  A.\,  a  pour  limite  la  tangente  A6  au  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  a,  situé  dans  le  plan 
OMT,  et  (xiJii  a  pour  limite  la  tangente  en   (x  à  la  courbe  l,  lieu  du  point  [i.  On  en  conclut  que  cette 

tangente  passe  par  le  point  H,  intersection  des  tangentes  MT  et  Ae. 

Comme  M'  est  le  milieu  de  Ojji,  les  courbes  L'  et  X  sonthomothétiques; 
par  suite,  la  tangente  en  M'  à  L'  sera  parallèle  à  |jiH. 

Il  nous  faut  démontrer  que  les  tangentes  en  M  et  M'  se  coupent  en  un» 
point  T  de  la  perpendiculaire  menée  par  0  à  OMM',  ou  ce  qui  revient  au 
même,  que  T  est  le  milieu  de  OK.  On  le  voit  aisément  en  coupant  le  faisceau 
harmonique  (H.OAjxM)  par  la  sécante  OTK,  qui  est  parallèle  au  rayon  HA. 

4.  Soit  P  le  plan  mené  par  0  perpendiculairement  à  la  droite  OMM', 
et  D  la  trace  sur  le  plan  P  du  plan  tangent  en  M  à  la  surface  S.  Menons  par 
le  point  M  sur  la  surface  S  diverses  courbes  L  ;  les  tangentes  en  M  à  ces 
courbes  rencontrent  le  plan  P  en  des  points  T  de  la  droite  D.  D'après  le 
théorème  précédent,  si  nous  considérons  les  courbes  L',  homologues  des 
courbes  L,  les  tangentes  en  M'  à  ces  courbes  passeront  par  les  points  T  correspondants  :  ceci  montre 
que  le  plan  tangent  M'  à  S'  passe  par  la  droite  D. 

On  voit  ainsi  que  les  plans  tangents  en  M  et  M'  aux  surfaces  S  et  S'  se  rencontrent  suivant  la 
droite  D,  située  dans  le  plan  P. 

Si  a  varie,  M  et  S  restant  fixes,  le  plan  tangent  en  M  à  S'  passe  toujours  par  la  droite  D,  et  la 
normale  M'N'  se  déplace  dans  le  plan  Q,  passant  par  OM  et  perpendiculaire  à  D.  Soit  F  le  point  de 
rencontre  de  D  et  du  plan  Q,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  projection  de  0  sur  D  ;  comme  KM'  est 
perpendiculaire  à  M'N'  et  que  le  point  M'  se  déplace  sur  OM,  on  voit  que  la  droite  M'N'  enveloppe  la 
parabole  (E)  qui  a  pour  foyer  le  point  F  et  pour  tangente  au  sommet  la  droite  OM. 

5.  Soit  B  la  trace  sur  le  plan  P  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  L;  quand  la  surface  S  varie  en 
passant  par  cette  courbe,  la  droite  D  tourne  autour  du  point  B. 
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Prenons  pour  origine  le  point  0,  pour  axe  des  z,  OM,  pour  plan  des  xy  le  plan  P  et  pour  axe  des 
X,  UH.  Menons  par  le  point  H  dans  lo  plan  xOy  une  droite  quelconque  D,  abaissons  OF  perpendiculaire 
sur  D.  La  parabole  (E)  a  pour  foyer  le  point  F  et  pour  tangente  au  sommet  0:,  et  nous  avons  à 
cliercher  le  lieu  de  cette  parabole,  lorsque  la  droite  D  varie  en  passant  par  le  point  B. 

Posons  OB  =  b,  et  soit  0  l'angle  que  fait  OF  avec  Ox.  Nous  avons  OF  =  b  cosO,  et  si  dans  le 
plan  :0F  nous  prenons  comme  axe  OX  la  droite  OF,  l'équation  de  (E)  dans  le  plan  :0X  par  rapport 
aux  axes  0:,  OX   est    z'  —  4/A  ces  0  =  0. 

Or,  un  point  quelconque  du  plan  zOX,  d'ab?cisse  X,  se  projette  orthogonaleraent  sur  le  plan  zOx 
en  un  point  dont  l'nbscisse  x  est  épale  ii  XcosO.  On  en  conclut  que  la  parabole  (E)  se  projette  sur  le 
plan  des  xz  suivant  la  parabole  II,  qui  a  pour  équation     z'  —  46x  =  0. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  de  la  parabole  (E)  est  le  cylindre  parabolique  qui  admet  n  comme  section 
droite.  Cette  parabole  H  admet  le  point  B  pour  foyer  et  Oz  comme  tangente  au  sommet. 

Raymond  BRUN,  lycée  Louis-le -Grand. 

Bunnes  solutions  par  MM.  Louis  Chioan.nk  ;  G.  Foucrv,  à  Heims  ;  G.  I.ach,  h  Douiti. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


KCOLE  POLYTECHNIQUE  [Suite) 


II.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions 

10G22.  —  Construire  les  courhes  : 
V -^  ^  ^-^aire),  y(y  -  3)' =  9x',  ^  _  2-v/x'-l^  (/'  =  \  ±)/x{x -h  l\  x'-<-v'  =  a' 

(  j' -t- y')*  =  3x«j/ —  î/".  3x'j/  — y' -(-2x*  —  2.V  ^^  4  =  0,  sin  y  —  sin  X  =  a,  *         x  =  be     <• 

<'-2<  l>i7 

—      '* 


acosu  ....  a  /  ^        *•>  \ 

?  =  ' •  p  =  2asin  wtgw,  -  =  — -I  cos  «^  4- 3  cos — ).   ?=4 

1  -+-  cos  w  "^  °  4  \  3  / 

p*  ^  •  '-'  los'.i  —  2?  sin  i»>  -4-  cos  'j  =  0. 

cos  u  cos  L'u 


cos  2w 


—  ii'2'.i.  —  Construire  la  courbe     p  =  atgO,     0   Tariaiit  de  0  à  — •  On  considère  1  aire  comprise  entre  la  courbe  et 

l'asyniplote,  le  volume  enf(endrf;  par  cette  aire  en  tournant  autour  de  Ux.  et  la  surface  engendrre  dans  cette  rotation.  Ces 
quantlt^-s  sont-elles  Unies.' 

—  624.  —  On  donno  deux  points  A,  B  et  une  droite  A  .  par  les  points  A  et  B  on  mène  des  droites  également  inclinées 
•ur  1^.  mais  en  sens  contraires.  Trouver  le  lieu  du  point  (tt>  rencontre  de  ces  deux  droites. 

—  026.  —  Construire  la   courbe    x  =  a(cos2( -»- 2  cos /;,     y  =  a(8ln  2/ -t- 2  sin  <)■     Définition   péomt'-trique  de  cette 
courbe.  Lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mènera  cette  courbe  deux  tangentes  ou  deux  normales  faisant  un  angle  donné. 

—  tt'-iO.  —  l.a  tangente  vn  un  point  M  *  cette  même  rourbe  rencontre  la  courbe  en  deux  points  A  et  B.  Lieu  du  point 
de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B. 

—  «»27.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la   droite     xcosa  f- y  sin  a  —  a  cos  a  =  0.      Itayon  de  courbure  en   un  point  de 
rcnvelopp»*. 

—  «28.  —  TrouTer  l'enveloppe   des  cercles     x' -4- »/' —  2xacos  a  —  2y3i  sIn  a  =  0.     Expliquer  géométriquement   le 
K-sultat. 

—  629.  —  On  considère  la  courbe  déllnle  par  les  équations    x  =  jp^i    y  =  -p-i.    /"((),  ?(/),  D(0  étant  des  polynômes. 
Détarminer  les  asymptotes  de  cette  courbe,  et  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'une  des  usyroptotes. 
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1   —«2  2t 

—  630.  —  Construire  la  courbe    x  = -—^    y  =  ■- -—•     Condition  pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient 

(1  -I-  r)-  (1  -H  vy 

sur  un  cercle.  On  considère  le  faisceau  de  cercles  tangents  à  la  courbe  en  un  point  fixe  M.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite 
joignant  les  deux  autres  points  d'intersection. 

—  631.  —  Construire  la  courbe    (x*  -+-  3a*)(/^  —  ia[a-  —  x^]y  +  {a-  —  j;')»  =  0.    Calculer  l'aire  limitée  par  cette  courbe. 

P 

—  632.  —  Construire  la  courbe    x  =:  t -•     y  —  t^.     Déterminer  la  tangente,  le  rayon  de  courbure  et  la  longueur 

de  la  boucle. 

—  633.  —  Enveloppe  des  normales  à  la  courbe    x  ^  «"""cos  w,    y  =  «'""cos  w. 

P 

—  634.  —  On  considère  la  conique    p  = .      et  un  point  P  (uo,  Po)  du  plan.  Discuter  la  réalité  des  tan- 

1  +  e  COS  W  1    u     i    /  r 

gentes  issues  du  point  P  à  la  conique.  Retrouver  le  théorème  de  Poncelet.  Equation  de  la  polaire  de  P.  Cercle  orthoptique. 

—  635 .  —  Former  l'équation  d'un  cercle  orthogonal  aux  deux  cercles  x^  +  j/^  +  2j;  —  9  =:  0,  a;'  -+-  j/'  —  %x  —  9=0 
et  tangent  à  la  droite    y  —  a;  =  4. 

tjj 

—  636.  —  Construire  la  courbe    p  =  cos' —      Aire  et  arc. 

\  1  1 

—  637.  —  Construire  la  courbe    «/ = —■     Aire  comprise  entre  les  droites     x  ^=  a,    a?  =  — >      0<a<  — 

x^  —  \jx  2  2 

—  638.  —  Enveloppe  d'une  droite  formant  avec  deux  droites  fixes  un  triangle. d'aire  constante. 

—  639 .  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  courbe    x^  +  y-  —  ^ax  cos- 1  —  2ay  sin  tcost  =  0. 

—  640.  —  Construire  la  courbe    y*  —2axy^  -+-  a'  =  0.    Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  une  parallèle  à  Oy. 

—  641.  —  Construire  la  courbe  P  =  a(2  cosw  —  cos  2to).  Point  double.  Angle  des  tangentes  au  point  double.  Aire 
de  la  courbe. 

—  642.  —  Soit  A  un  point  d'inflexion  d'une  cubique  ;  par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  cubique  aiix 
points  B  et  C.  Lieu  du  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  B  et  C. 

—  643.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cercles    x- -hif  —  inx  cosa. —  2ays\n'j.  =  0.     Solution  géométrique. 

—  644.  —  Déterminer  a  de  façon  que  la  courbe    p  =  e^^coia    goit  sa  propre  développée. 

—  645.  —  On  considère  la  courbe  x^y  —  2a'.  La  construire.  Combien  peut-on  lui  mener  de  tangentes  par  un  point 
P  ?  Lieu  du  point  P  pour  que  deux  de  ces  tangentes  soient  rectangulaires. 

—  646.  —  Etant  donné  2  =x-\-yi,  quelle  courbe  doit  décrire  le  point  [x,  y]  pour  que  le  nombre  imaginaire 
gs;  _  gz     ;yt  uf,  argument  constant  ? 

—  647.  —  Trouver  les  cercles  osculateurs  à  la  courbe    a:*  -i- y'  ^  a*    qui  passent  par  l'origine. 

—  648.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  a;  cos  a  -t-  y  sin  a  —  a  y/sin  2a.  Rayon  de  courbure  en  un  point  de 
l'enveloppe. 

—  649  —  On  donne  deux  droites  parallèles  D  et  D  et  un  point  0  ;  on  mène  par  ce  point  deux  droites  rectangulaires 
dont  l'une  rencontre  D  en  A  et  l'autre  D'  en  A'.  Enveloppe  de  la  droite  AA'. 

—  650.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  D  et  0'  et  un  point  A  sur  D.  Par  le  point  A  on  mène  une  sécante  qui 
reiîcontre  D'  au  point  B,  puis  on  prend  sur  D  un  point  C  tel  que    AC --  aB.    Trouver  l'enveloppe  de  BC. 

—  651 .  —  Construire  la  courbe  a'(y^  =  a-.r'  —  a;".  Calculer  l'aire  de  la  boucle,  le  centre  de  gravité  de  cette  aire,  le 
volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant  autour  de  Ox.  Calculer  la  longueur  de  l'arc  qui  limite  la  boucle,  et  l'aire 
engendrée  par  cet  arc  en  tournant  autour  de  Oj;. 

—  652.  —  Enveloppe  de  la  droite  a;  cos  «  +  y  sin  t  =  a  (  1  -t-  cos  (.L  tg  —  j  •  Trouver  l'équation  en  x  et  y.  Piayon 
de  courbure  ;  développée. 

—  653.  —  A  tout  point     z  =  j;  -(-  «/i     du  cercle     x^  -i-  ?/'  =  1      on  fait  correspondre  le  point     Z  =  X  -+-  Yi,    tel  que 

Z=  —(3::  H -\-     Construire  le  lieu  du  point  Z.  Calculer  l'aire  limitée  par  cette  courbe  et  par  le  lieu  du  point  z. 

—  654.  —  Enveloppe  delà  droite  a;  cos  a  +  y  sin  a=  8  f-  cos  3a.  Montrer  ((ue  cette  courbe  reste  comprise  entre  les 
cercles  qui  ont  pour  centre  l'origine  et  pour  rayons  7  et  9.  Calculer  la  distance  de  deux  tangentes  parallèles.  Longueur  de 
l'arc . 

—  655.  —  Trajectoires  orthogonales  des  droites    x -\-  ily—  aO  —  0. 

—  656 .  —  Lieu  des  points  doubles  de  la  cubique    {x  cos  <?  -(-  y  sin  f  —  1  ;'  —  (x  sin  «f  —  y  cos  9)'  =  0 . 

—  657.  —  On  donne  une  courbe  tangente  à  l'origine  à  Ox,  et  on  considère  un  point  M  de  cette  courbe  voisin  du  point 
0.  Développer  les  coordonnées  x,  y  du  point  M  par  rapport  aux  puissances  de  l'arc  0.'\1  =  ,s,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement étant  fonctions  du  rayon  de  courbure  et  de  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  $.  pour    s  =  0. 

—  658  —  Un  cercle  variable  passe  par  deux  points  fixes  A  et  B.  Par  le  point  B  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente 
en  A,  qui  rencontre  le  cercle  au  point  vi.  Lieu  du  point  M. 

—  659.  —  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  cercles  qui  passent  par  un  point  fixe  et  sont  tangents 
à  une  droite  fixe. 

—  660.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  l'arc. 

—  661.  —  La  normale  au  pomt  M  d'une  courbe  C  rencontre  0.r  au  point  .N  ;  on  considère  le  point  M'  symétrique 
de  M  par  rapport  à,  N.  Déterminer  la  courbe  C  de  façon  que  le  point  M'  soit  situé  sur  lu  parabole    y^  —  2px  =  0. 
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—  602.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  \»n  ait    v  =  — — -     a  étant  langle  de  la  tangtnte  avec  Oj.  Même  question 

pour    y  =  a  sin  a. 

—  «f»3.  —  D'un  point  fixe  0  on  abaisse  OP  perpeii  iiculaire  sur  la  tangente  en  un  peint  M  d'une  courbe.  Déterminer 

la  courbe  de  manière  riue  la  longueur  MP  soit  constanit'. 

a 

—  6G4.  -  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  o  soil  égal  à  -r^-   <i  étant  une  constante  et  » 

l'angle  de  la  tangente  avec  Ox. 

a  X 

—  665.  —  Soit  a  l'angle  de  la  tangente  à  une  courbe  atec  Ox  ;  déterminer  c«tte  courbe  de  façon  que    tg  —  =  — 

—  666.  —  La  tangente  en  un  point  M  d  une  courbe  rencontre  Ox  au  point  T.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le 
milieu  de  MT  décrive  une  droite. 

—  667.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  longueur  de  la  langente  limitée  à  Ox  soit  le  double  de  la  distance   de 
l'origine  au  point  de  contat-t. 

—  668    —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  normale  soit  à  une  distance  constante  du  pied  de  l'ordonné». 

X  V  x'       y' 

—  66».  —  Aux  points  d  intersection  de  la  droite h  ;— = 1  =  0  et  de  l'ellipse  -—  -h  —  -  1  =  0    on  mené 

"^  a  ros  <p      osinç  a         t» 

les  normales.  Déterminer  le  point  de  rencontre  de  ces  normales,  et  le  lieu  de  ce  point  quand  <?  varie. 

_  070.  —  On  donne  deux  sommets  d'une  ellipse  n'appartenant  pas  au  même  axe.  Trouver  les  lieux  du  centre,  des 
autres  sommets,  des  foyers. 

—  671.  —  Soit  une  ellipse  de  foyers   F,  F'  et  de  centre  0.    On  joint  le  point   0  à  un  point   M    de  la  courbe,  et  on 
prolonge  O.VI  d  une  longueur  .Ml»  égale  a  O.M,  puis  du  point  P  on  mène  les  tangentes    PA  et  PB    à  l'ellipse.  Démontrer  que 

l'A  PU       .  .     . 

le  rapport   ......   est  constant. 

rr    Pr 

—  672.  —  On  donne  un  point  A  sur  Ox,  un  point  H  sur  O.v  et  on  considère  un  poiit   variable   C  tel  que  CA  et  CB 
soient  perpendiculaires.  Former  léqualion  de  la  parabole  ayant  pour  sommet  le  point  C,  pour  axe  CB  et  passant  à  l'origine. 

Enveloppe  de  ces  paraboles. 

(A  suivre.) 
•♦« 
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AGRfi(;ATION   DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES. 


Session  de  1921. 
Mathémattf/ues  élémentaires  ('). 

Omlounr  une  circoiirérence  0  el  deux  points  A  et  B  de  celle  lirconférence.  Soil  M  un  point  variable  de 
la  droile  indelinie  AM.  On  trace  les  circonférences  (),  et  Oj  qui  passent  par  ce  point  M  et  lourhent  respecti- 
vcmeiil  en  A   et    H  la  circonférence  U. 

!•  «Juel  est  le  lieu  du  deuxième  point  roinninii  aux  circonftTences  Oi  et  Oj '.' 

2»  Il  existe  deux  circonférences,  w  et  to',  tangentes  à  la  fois  aux  circonférences  0.  Ui  el  ih,  en  des 
points  viiriables  avec  M.  Conslruiie  ces  circonférences;  trouver  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec  Oi  et 
0|  ;  trouver  leur  enveloppe. 

3»  .Soil  u  le  point  de  contarldc  w  et  de  Di  ;  trouver  l'enveloppe  de  la  tangente  en  w  à  Os;  montrer  que 
In  droite  M»/  passe  par  un  point  lixe.  DénionlnT  ipi'ii  \  a  un  rajtport  constant  entre  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence to  et  la  dislance  de  son  centre  à  la  droite  \\\.  Calculer  ce  rai)port  en  fonction  des  flèches  /  et  /'  des 
deux  arcs  AU  de  la  circonférence  o. 

4»  On  mène  à  la  circonférence  «■>  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  S  ;  montrer  que  les 
droites  jf)ignant  le  point  M  aux  points  de  contact  v  et  ic  de  ces  tangentes  passent  chacune  par  un  point  fixe. 
La  droite  Mr  rencontre  to  en  un  second  point  r'  doiii  on  demande  le  li(>u. 

5«  Trouver  Truvrloppe  des  polaires  de    M   par  r.ipport  à  w  et  'o'. 

6»  Calculer,  en  fonction  de  /  et  /'  el  de  la  disiancc  d  »lu  point  M  au  milieu  de  AH,  les  rayons  des  circon. 
férences  o>   et  «•>'  et   i unslruire  la  po^ilinii  du  punit    M  [Kiiir  la(|iielle  ces  ravons  ont  un  rapport  donné   m. 


C)  Desiolutlons  éludues  île  U  quesliçtn  sont  publi^'es  dans  le  Journal  de  Maih>mattquit  eUmentaires. 
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Mathématiques  spéciales. 

i°  Trois  points  A,  B,  C,  fixés  sur  une  droite  .^,  sont  assujettis  à  décrire  respectivement  les  trois  plans 
de  coordonnées    x  =  0,  y  =  0,  z  =  0. 

Montrer  qu'un  point  quelconque  M,  fixé  sur  A,  décrit  un  ellipsoïde  (E^,)  ayant  pour  centre  l'origine  0 
des  coordonnées. 

Le  volume  de   (E^,)   reste  constant  quand  on  fait  varier  1'  ou\erture  du  trièdre   Oj'i/:. 

Le  point  C,  par  exemple,  ne  décrit  pas  tout  le  plan  dgs  xy,  mais  reste  intérieur  à  une  ellipse  (i)  bilan- 
gente  et  extérieure  à  l'ellipse  [i'}  que  décrit  le  point  C  lorsque  A  et  B  sont  assujettis  à  décrire  0/y  et  O.y 
respectivement. 

Dans  quel  cas  les  ellipses  (e)  et  (e')  sont-elles  confondues? 

20  On  supposera,  dans  tout  ce  qui  suit,  les  coordonnées  rectangulaires. 

Soit  H  la  projection  orthogonale  de  0  sur  ^  et  K  le  milieu  de  HM.  Montrer  que,  lorsque  A  varie,  K  décrit 
une  surface  (2m)  normale  à  A  en  M.  La^surface  (i„)  est  unicursale.  Quel  est  son  degré  ? 

En  faisant  varier  M  sur  a,  on  obtient  une  famille  d'ellipsoïdes  (E^,)  dépendant  d'un  paramètre.  Quelle  est 
la  condition  pour  que  la  courbe  caractéristique   (P)    de   (E„j  soit  réelle? 

Les  droites  A  correspondant  aux  points  M  de  (F)  sont  tangentes  à  (E^)  et  engendrent,  lorsque  M  varie 
sur  (F),    une  surface  développablc.  Montrer  que  si  I  est  le  point  oii    A   touche  l'arête  de  rebroussement  on  a 

MÏ-|-MÏÏ  =  MA  +  MB+MC. 
3°  Soient  k,  B,  C,  D,  quatre  points  fixés  sur  une  droite  a  et  décrivant  respectivement  les  plans  de  coor- 
données   X  =.  0,  y  z=  0,  s  =  0,    et  le  plan   P  d'équation 

vx  -h  vy  -h  wz  -+•  1  =0. 

Montrer  qu'un  point  quelconque  M,  fixé  sur  A,  décrit  une  ellipse  (t^^). 

La  droite  a  reste  parallèle  aux  génératrices  d'un  cône  de  révolution  (C)  dont  le  demi-angle  au  sommet 
sera  désigné  par  V.  Quelle  est  la  condition  de  possibilité  du  mouvement  de  A  ? 

Le  lieu  des  centres  des  ellipses  (ô»)  est  une  droite  parallèle  à  l'axe  du  cône  (C).  Si  m,  (oq,  sont  les  centres 
des  ellipses  (Sj^,)  (e^J,  on  a  la  relation 

wwo  =  MMo  cos  V. 

4°  Que  peut-on  dire  de  l'enveloppe  du  plan  H^,   de  l'ellipse  (Em)  quand  M  varie  sur  a  ? 

La  caractéristique  G  du  plan  11^  est  située  dins  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  de  l'axe  du 
cône  (C)  par  rapport  à  l'ellipsoïde  (E^)  que  décrirait  M  si  le  point  D  n'était  plus  astreint  à  décrire  le  plan  P. 
L'ellipse  (sm)  est  homothétique,  dans  un  rapport  constant,  de  la  section  centrale  parallèle  faite  dans  (E^,). 

Établir  que  si  {x,  y,  s),  (xo,  yo,  -o)  sont  les  coordonnées  des  points  oîi  les  plans  11^,,  IIm»  sont  osculateurs 
à  l'arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  de  If^.  on  a 

^0  -  \ÂWo)  •   ^  ~  VbFo/  '     :■„  ~  VcM^, 

0°  On  considère  la  surface  (S)  engendrée  par  A  dans  son  mouvement.  Dire,  sans  former  l'équation  de  (S), 
quel  est  le  degré  de  cette  surface.  Montrer  que  (S)  possède  une  ligne  de  points  doubles  (L).  Le  plan  IIm  coupe 
(S),  en  plus  de  l'ellipse  (£„),  suivant  deux  droites.  Quelle  est  la  condition  de  réalité  decesdeuxdroit.es? 
Celles-ci  passent  par  les  points  où  (em)  est  rencontrée  par  la  caractéristique  G  du  plan  IIjj. 

6"  Montrer  que  les  génératrices  A  de  (S)  appartiennent  à  un  complexe  linéaire.  Ed  utilisant  cette  propriété, 
former  des  équations  paramétriques  de  la  ligne  double  (L)   de  (S). 

Les  points  A,  B,  C,  D  restant  toujours  fixés  sur  a,  quelle  surface  doit  toucher  le  plan  P  pour  que  la 
droite  A  rencontre,  dans  son  mouvement,  une  droite  fixe?  La  condition  étant  remplie,  former  les  équations  de 
cette  droite  fixe.  Quel  est  alors  le  lieu  des  points  où  passent  trois  droites  A  ? 

Nota.  —  La  droite  A  étant  orientée,  on  posera 

MA  =  a,      MB  =  6,      MÏÏ  =  c,      et     p  =  u.  UÂ,      q  =  v.UB,      r  =  w.  DC". 

Calcul  différentiel  et  intégral . 

PREMIÈRE   PARTIE. 

Soit   V  la  surface  enveloppe  du  plan   P   dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 
(1)  S>X  ^  2, 

où  SXX  désigne  en  abrégé  la  somme     XX  -|-  [jlY  -♦-  il    et  où  q  est  une  fonction  homogène  en    À,  (i,  v.   dont  le 
degré  d'homogénéité  est  égal  à  1  ;  soient  M  le  point  de  contact  de   P   avec  S,   x,  y,  :  ses  coordonnées. 

1"  Écrire  les  équations  de  la  normale  en   M,   à  2. 
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2°  Délerminer  les  formes  les  plus  générales  d-^  la  fonciion  q  (}.,  ^, -A  pour  le-sqnelles  li  surface  S  est, 
respectivement,  une  sphère,  une  surfiict'  de  révoliilion  d'axe   0;,    une  surface  de  rovuliition  (|uel<'onque. 

30  On  rt'prexpnle  par  '/  lin  iire  d.;  différenlialioii  relatif  à  la  variation  sur  un  certain  arc  de  courbe  V  tracé 
sur  Z  par  M.  (Connaissant  les  valeurs  de  À.  fi,  v,  d/.,  du.,  d-^  en  M.  sur  T,  délerminer  la  tangente  en  M  à  S. 
ronjugui-c  de  T,  c'est-à-dire  la  limite  de  rinlerseciion  du  plan  P  langent  à  s  en  M  avec  le  plan  langent  à  S 
en  un  point  de  r  voisin  de  M. 

4°  Déterminer  l'équatii.n  difTérentielle  des  lignes  a^ymploliqu('s  de  S.  Montrer  tjuc  celle  équation  peut  se 
mettre  sons  forme  symétrique  en  X,  (i,  v  et  aussi  >'n  d/.,  dix.  di. 

r.»  Diterminer  riM|iialion  différentielle  des  llgms  do  courbure  de  z.  Indiquer  comment  on  trouverait  le  rayon 
de  courbure  corre^poudml  à  une  ligne  de  courbure  déterminée. 

(i'j  Si  les  pUns  langenlH  \  S  dilfcrent  assez  p'ii  de  ceux  d'une  sphère  donnée  l;  de  rayon  r,  la  surface  i 
est  convexe  en  chaque  point,  [l/liypolliese  sera  entendue  en  ce  sens  qu'a  tout  plan  P'  langent  à  la  sphère  U 
correspond  un  plan  P  parallèle  à  P',  langent  ù  i  et  situé  à  une  dislance  tp  (À.  ;i,  v)  de  P',  p  étanl  une 
fonction  homogène  déterminée,  de  degré  d'homogénéilé  égal  à  1,  et   =  étant  une  consUinte  sulTisamment  petite.] 

lirLXlKMK    l-ARTIK. 

Calculer  l'intégrale 

.  _   1   " sin-  ./•(/..• 

^„      1  —  'Il  cos  .'•  4-  %-)\\  —  i't,  cos  j-  -t-  y)  ' 
où    ï   et  |i  sont  des  constantes  réelles. 

Si  le  calcul  de  I  est  elTeclué  par  plusieurs  méllntdes  essenliellement  distinctes,  il  sera  tenu  compte  de 
chacune  d'elles  pour\u  que  l'applicalion  en  soit  chaque  fois  complètement  développée. 

Mëca'iiqiie  rationnelle. 

l'REMIKHF.    OLESTIO.V. 

On  donne  une  table  bi»ri/f»nlale  rectangulaire  et  deux  axes  0..,  (ti/  coïncidant  avec  «es  axes  de  symétrie, 
l'axe  0:  étant  la  verticale  dirigée  \crs  le  haut.  .Au  moyen  d'une  machine  assez  puissante  pour  que  son  fonc- 
tionnement ne  soil  pas  Inmliié  d'une  manière  seii>ili|e  [)ar  les  réactions  de  la  bille  dont  il  va  être  question, 
on  imprime  ii  la  table  un  iiiouvemenl  oscillatoire  |t.riodiqiie.  tel  que  les  axes  O.--.  Oi/,  0;  restent  parallèles  à 
de»  axes  fixes  (oj,  tor,,  lo^,   les  coordonnées  du  point  0.  par  rapport  à  ces  axes,  étant  données  par  les  relations 

$  =  a  cos  ht,  '  =  0,  ^  =  0  ; 

"  et  II  sont  des  constantes  et  (  désigne  le  tenips. 

Llludier  le  mouvement  d'une  bille  sphérique  liimntgène,  posée  sur  la  table  sur  laquelle  elle  peut  rouler  et 
glisser.  On  négligera  les  frottements  de  roulement  et  de  pivotement  et  on  désignera  par /*  le  coefficient  de 
rrntlement  de  glissemenl.  Distinguer,  suixant  les  valeurs  de  b,  les  cas  où  il  y  a  toujours  roulement  des  cas  où 
il  y  a  parfois  glissement.  Dans  la  première  hypothèse,  que  se  pa.sse-t-il  si  l'on  arrôle  brusquement  la  table  au 
moment  où  i<a  vitesse  est  u)aximiim  .' 

On  désignera  par  .»•,  y,  Il  les  coordonnées  du  centre  de  la  bille,  par  m;/  son  poids,  par  p.  q,  r  les  compo- 
santes de  la  rotation  de  \;t  bille  aubuir  de  son  cenire  de  gra\ilé.  On  adiiietlra  qu'à  l'origine  des  temps  x  =  0, 
//  =  0  et  on  supposera  d'abord  que  la  Lille  [tari  Jii  repos;  on  étudiera  ensuite  le  cas  où  elle  est  lancée  avec 
une  vites.se  initiale  horizontale  c  assez  faible  pour  que  son  mouxemcnl  initial  soit  un  idiileineni  ;  l'angle  de  la 
vitesse  r   avec  O.r  sera  désigné  j'ai    v. 

DKUIltME    OCKSTION 

lu  pendule  balistique  se  compose  d'un  cylindre  de  révolution  C.  d'axe  horizontal,  rempli  de  terre  et  pouvant 
o.sriller  librement  autour  d'un  axe  horizontal  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  la  plus  courte  distance  AB 
des  deux  axes  étant  verticale  cl  ayant  pour  longueur  11)  melre-*.  I.e  poids  de  C  est  supposé  être  de  10  tonnes 
et  on  néglige,  [>ar  rapport  it  lui,  le  poids  des  organes  de  susp.-nsion. 

Ce  cylindre  est  utilisé  comme  cible  pour  des  billes  de  mitrailleuses  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  son  axe 
et   qui  s'incorporent   dans    sa   ma-«»e,    symétriquement  autour  de   l'axe.    Le   poids  de   chaque    balle  est  de 

10  grammes  et  on  en  lire  10  par  seconde.  I.a  dur lu  tir  est  asser  courte  pour  que  le  poids  total  des  balles 

tirées  soil  négligeable  par  ra|.porl  au  poids  du  cylindre  et  as«pz  longue  cependant  pour  que  le  cylindre  prenne 
une.  position  apparente  d'équilibre,  dans  laquelle  la  droite  AB  cessant  d'être  verticale  lait  un  angle  de  3  déci- 
grades avecja^verlicale.  Calculer  la  Mlesse  de»  balles. 

TROISÙMR    Ul'CSTION. 

Choc  de  deux  sphères  parfaitement  élastiques  et  polies  (pas  de  percussion  de  froltemenl^  identiques  entre 
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elles.  Chacune  d'elles  a  pour  masse  M -f- i^  et  pour  ravon  R  ;  la  masse  M  est  répartie  uniformément  et  la 
masse  ^i  concentrée  en  un  point  A  (ou  A'j  dont  la  distance  au  centre  0  (ou  0')  esta.  La  sphère  0  est  immo- 
bile au  moment  du  choc  et  la  sphère  0'  animée  d'un  mouvement  de  translation  dont  les  composantes  de  la 
vitesse  sont  u,v,v:.  On  désignera  par  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  OA,  par  a',  ^'.  y'  ceux  de  O'A'  et  par 
l,  m,  n  ceux  de  OU'.  [On  pourra  supposer  l  =.  0,  m  =  0,  n  =  l.]  Déterminer  pour  chaque  sphère,  après  le 
choc,  les  composantes  ?,  r,,  ^  (;',  r/,  C'),  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  G  (ou  G'j  et  les  composantes  p,  q,  r 
(p',  q',  r')  de  la  rotation  autour  de  G   (ou  de  G'). 

QUATRIÈME    QUESTION. 

On  donne  un  axe  Oy  horizontal  et  un  axe  0.x  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  Une  sphère  homogène  de 
rayon  R  et  de  poids  mg  porte  en  un  point  A  de  sa  surface  un  petit  crochet  de  masse  négligeable,  auquel  est 
attaché  un  fil  inextensible  et  inélastique  de  longueur  l  et  de  masse  négligeable  ;  l'autre  extrémité  du  fil  est 
fixée  au  point  0.  A  l'origine  des  temps  le  point  A  a  pour  coordonnées  y  =:  a,  x  =  0  et  le  centre  G  de  la 
sphère  y  =z  a,  x  =:  R  ;  la  sphère  est  alors  immobil»'  et  est  abandonnée  sans  vitesse  initiale  ;  lorsque  la  dis- 
tance OA  devient  égale  à  l,    le  fil  se  tend  brusquement.  Étudier  le  mouvement  de  la  sphère  après  le  choc.  On 

a 
supposera  le  rapport  —  assez  petit  pour  que  son  carre  soit  négligeable.  On  désignera  respectivement  par  6  et  «p 

les  angles  de    OA  et  de  AC   avec  Oy.   On  déterminera  la  réaction    T    du  fil. 

Si  l'on  supposait  simplement  a  <  l  pourrait-il  arriver  que  le  fil  s'enroule  sur  la  bille?  [On  ne  demande 
pas  l'intégration  des  équations,  mais  seulement  un  aperçu  qualitatif.] 

Reprendre  la  question  précédente  en  supposant  la  sphère  homogène  en  bois,  de  rayon  R  et  de  poids  mg, 

surchar.'ée  par  une  masse  de  métal  de  dimensions  néglig-'ables,  de  poids    m'y    et  "iluée  en  un  point    B    de  la 

surface  de  la  sphère,  dont  les  coordonnées  sont,  à  l'origine  des  temps,    y  =  a  -\-i{  cos  a,  a;  =  R  +  R  sin  a. 

a  m' 

On  supposera  les   rapports  —  et  —   assez   petits  pour  que   leurs  carrés  et  leur  produit  puissent  être 

négligés. 

N.  B.  Les  candidats  peuvent  traiter  les  questions  dans  l'ordre  qui  leur  conviendra. 
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25^9.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  ;  l'origine  0  est  au  centre  de 
la  feuille  ;  l'axe  vertical  Oz,  est  dirigé  suivant  le  grand  axe  de  la  fenille.  La  ligne  de  terre  coïncide  avec  Oy. 

L'unité  de  lofig'ieur  est  le  centimèlre. 

Un  tore  a  pour  ixe  la  ve.rlii^ale  dont  les  équations  sont  .r  =  12,  //  =  0  ;  son  cer  le  méridien,  de  rayon  5, 
est  langent  à  l'axe  du  tore  au  p')int  S  de  cote  7. 

Un  cône  a  pou''  sommet  S  ;  sa  base,  située  dans  le  plan  horiontil  de  projeclioii,  est  un"  hyperbole  équila- 
tère  dont  les  sommets  ont  respectivement  pour  coordo  mées    x  =  S,  y  =z  —  i  ^[  x  =  H,  y  =  i. 

Représenter  les  projections  du  volume  formé  par  les  points  qui  sont  intérieurs  à  la  fois  au  tore  et  au 
cône  ('). 

Indiquer  la  construction  d'un  point  quelconque  de  l'intersection  du  tore  et  dû  cône,  de  la  tangente  en  ce 
point,  des  points  et  des  droites  remarqual)les. 

Expliquer  sommairement  ces  constructions  dans  une  légende  écrite  ei  haut  de  la  feuille. 

[Ecole  normale  supérieure  et  bourses  de  licence,  concours  de  1921). 

2560.  —  i"  On  considère  une  strophoïde  (S)  et  un  cercle  Crj  de  centre  G  assujetti  à  passer  par  le  point 
double  0  de  cette  strophoïde.  Il  coupe  (S)  en  deux  points  M  et  N  (réels  ou  imaginaires),  autres  que  le  point 
double  et  les  points  cycliques  du  plan. 

a)  Calculer  les  coordonnées  du  pôle  de  MM  par  rapport  au  cercle  (r)  qui  lui  correspond,  en  fonction  des 
coordonnées  du  point  C  ;  en  déduire  une  construction  des  deux  points  de  rencontre  d'une  strophoïde  droite 
avec  un  cercle  qui  passe  par  le  point  double. 

b)  Lieu  (P)   du  centre  C   du  cercle  (F),  qui  limite  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  les  points  M  et  N  sont 

(1)  Les  points  intérieurs  au  cône  sont  ceux  d'où  l'on  ne  peut  mener  au  cône  aucun  plan  tangent  réel. 
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réels  et  celles  pour  lesquelles  ces  points  sont  imiginaires.  Enveloppe  des  cprdes   (F),   quand  leurs  centres 
décriveni  (\*).  En  d'^dnire  une  d(Tiriition  de  la  slroplioïdp  cl  une  construclion  par  points. 

r)  Le  lieu  fP)  est  aussi  IVnveloppe  des  perpiniliculaires  aux  segments  qui  joignent  le  point  double  de  la 
strophoide  aux  deux  points  de  cette  courbe,  en  leurs  milieux. 

2'  Quand   C   est  sur  la  strophoide,  la  droite    MN  est  parallèle  à    OC. 

3*  Le  centre  C  décrivant  une  droite  quelconqn»'  liu  plan,  trouver  l'enveloppe  de   MN  et  le  lieu  de  son  pôle. 

4»  Lieu  des  centres   C   des  cercles   (i)    pour  l<N<juels  les  droites  d'intersection   MN    sont  parallèles  à  une 
direction  donnée,  m.  On  trouve  un  cercle.  Lieu  du  <  tnlro  de  ce  cercle  quand  m  varie. 

5*  Lieu  des  centres  des  cercles   iF),   orthogonaux  à  la  sirophoïde  en  un  des  points   M  ou  N. 

A.  Hellivieh. 
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GÉO.MKTHIi:     \N  M.^TIOI  I<: 


2476.  —  On  donne  un  cercle  de  raijon   K,  drue  diumi'tres  rectam/ulaires  A\',   HR    et   une  tangente 
fixe  en  A,  .A.   Une  tangente  mohile  coupe  ^  en  M  ft  hW  en  .\.   On  demande: 
\"  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MO.N  ; 
2'  les  lieux  des  centres  des  cercles  inscrit  et  e.rinscrits  dans  le  m^me  triangle  ; 
3*  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  à  c*  triatKfIr. 
Construire  cet  diverses  lignes. 

I.  i.h'ii  <iii  ««'iiii*'  iiii  riiTii»  «•iiToiiMcHi.  —  l'ronons  .\A'  pour  axe  des  x  et  BB'  pour  axe  des  y. 
L'équation  du  cercle  douu6,  rapporté  à  ces  axes,  est    a:'  -h  j/'  =  R*. 

L'équalioii  de  la   tangente  mobile  MN  est      xcoso  -4- ?/ sin  o  —  H  =  0, 
o  désignant  l'angle  que  fait  le   rayon  du  point  de  contact   avec    Or.    Celte 

tangente  coupe  l'axe  Ow  au  point  N     (0,   -: )   et  la  droite  S,  d'équation 

\       sm  o  / 

x  =  R,     au  point     .M  (  M ,  H  Izi^^ V 
\  !<in  V    ] 

L  cqualioii  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MON  est  de  la  forme 

.r«  -f-  »/»  —  iax  —  i?;/  =  0. 

Écrivons  que  ce  cercle  passe  par  N  el  par  M.  Cela  nous  donne 


<P  = 


H 


I  —  cos  o 


sin  CD 


ou, en  posant 


«Kj  =', 


'*), 


3?  = 


L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MON  est  donc 

X*  -4-  v' r-(l  -+-  l^x 


l^ 


î/  =  l'. 


Or,  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  a  et  jî.  Nous  avons  par  suite  les  équations  paramé- 
triques du  lieu  de  ce  centre 


•r  =  7(«-+-a 


î/  = 


H    1  -»-  /' 


4         / 

Construisons  cette  courbe.  A  deux  valeurs  opposées  de  t  correspondent  pour  x  une  seule  valeur, 
elpoiir  7  d.'ux  valeur»  opposé-s  ;  il  y  a  donc  syinélne  par  rapport  à  l'axe  Ox.  Il  suffit  de  faire  varier  le 
paramétre  <  de  U  à     -+- » .     On  doublera  par  symétrie  pour  avoir  toute  la  courbe,   t  croissant  de  0  à 
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+  x,    a;  croît  de— à    -+-cc.     y  est  infini  positif  lorsque     t  = -^  t    et  lorsque  f  est  infini  positif. 
D  autre  part,      -j-  = Cette  dérivée,     nulle  pour     t  =  l,     est  négative  pour     <<1 

et  positive  pour    <  >  1  ;     ?/  part  de    -+-00,     décroît,  passe,  pour    /  =  1, 

.  .  R 

par  le  minimum  —,      puis,  croit  jusqu'à    -+-  00  . 

II  y  a  deux  branches  infinies.  La  première  admet  pour  asymptote  la 

D 

droite  parallèle  à  Oy,  x=— •    La  direction  asymptotique  de  la  deuxième 

y 
est  Ox,  car  le  rapport  —  tend  vers  0  quand  /  croît   indéfiniment.  Celte 

branche  est  parabolique.  Nous  voyons  qu'elle  doit  présenter  un  point  d'in- 
~- —   flexion  ;  or  un  calcul  rapide  donne 

R2   3  -  <2 


x'y"-y'x"  =  —  • 


r- 


R 


La  tangente  au  poinl  correspondant  à     t  =  s,/3,     a;  =  R,     y  =  —     est  donc  une  tangente  d'in- 


flexion. 


v/3 


n.  Enveloppe  du  cercle  circonscrit.  —  On  peut  considérer  celte  courbe  comme  l'homothétique  par 
rapport  au  point  0  et  dans  le  rapport  2  de  la  podaire  du  lieu  du  centre  par  rapport  à  l'origine  0.  Cher- 
chons-la directement.  L'équation  du  cercle  circonscrit  dépend  d'un  paramètre.  Nous  obtiendrons  les 
points  limites,  points  de  contact  du  cercle  avec  son  enveloppe,  en  résolvant  le  système  formé  par 
l'équatioD  du  cercle  et  l'équation  dérivée  par  rapport  à  t  : 


x'  +  y'-^{i-^  nx  - -|  ^-^  y  =  0. 


2tx 


y  =  o. 


L'équation  dérivée  représente  une  droite  qui  coupe  le  cercle  en  deux  points.  L'un  de  ces  points  est 
évidemment  l'origine  ;  l'autre  est  un  point  variable  qui  décrit  l'enveloppe.  La  dernière  équation  donne 

Portons  cette  valeur  dans  l'équation  du  cercle;  nous  avons  la  solution  annoncée    a;  =  0,     y  =  0, 

D 

puis,  x[[i-t^y-hAt']  —  —  {i-hey{i  —  t')  =  o. 

Le  coefficient  de  x  est  divisible  par     \.-\-i^  ;     on  a  donc  facilement 

R  1  — <*  R      2<3(|-|-<2) 


et 


V  = 


2    4(* — 3<2^-l  "  ^2    ki'-'M'-^ï 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe.  En  changeant  /en  — /,  on  voit  que  cette 
courbe  admet  Ox  pour  axe  de  symétrie.  Nous  ferons  varier  <  de  0  à  +  x  .  Le  dénominateur  de  x 
et  y  ne  s'annule  jamais. 

R  R 

Pour       <  =  0,      X  =  —  -,     y  =  0.     Pour  i  infini,     x  = —    tandis  que  y  est  infini.  La  paral- 

n 

lèle  à  Oy    X  = —      est  asymptote  à  la  courbe.  Prenons  les  dérivées  x'  et  y'. 


x'=R 


f(<^-3)(3f'-'  -  d) 


y'=R 


l^'it^  —  ZXAi'  —  t^  —  l) 

(4/*  — 3/'-l-l)» 

1 


dy_  _  t{ii'-e-i) 
dx 
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Les  valeurs    remarquables  de    t    sont    0,    \fZ,    —7=  et  la  racine    positive  du   trinôme    bicarré 


6i 


(j  EO  M  Et  K I E  A  N  A  L  YT I QV  E 


4/'-/^  -  1, 


soit 


/..  =  V 


/T 


v'o 


''    x'  est  négatif  lorsque  t  est  compris  enln'    — -  ri  v^3,  et  positif  dans  Tes  autres  parlies  de  ririter- 

valle  où  varie  /     (0.  -4-  x  )  ;     y'  est  négatif  entre  /p  et  v/3,  positif  dans  les  autres  intervalles.  Marquons 
les  variations  de  x  et  y  dans  un  tableau  : 

Au  point  de  départ  de  la  courbe,  la 
tang'-nle  est  l'axe  Car  ;  ce  point  est  un 
point      de      rebroussemcnt.     Au     point 

/  =  — P   la  tangente  à  la  courbe  est  paral- 

lèle  à  Oi/,  La  courbe  coupe  l'axe  des  y 
au  point  d'ordonnée  11,  pour  la  valeur 
^  =  1  du  paramètre  La  tangente  en  ce 
point  est  paiallèle  à  la  piemiiMC  bissec- 
trice des  axes.  EiiUti  le  point  qui  corres- 
pond à  la  valeur  s'^  du  paramètre  /  est 
un  point  de  rebroussemcnt  où  la  tangente 
a  pour  pente  ^\'-i.  Ce  poinl  d»'  rebrousse- 
mcnt correspond,  dans  la  podiire  du  lieu  des  centres,  à  la  tangente  d'iiidexion  de  cetic  dernière  courbe. 

III.  Unix  «le-  iMMiir*"^  «l«'«j  rrrrirH  iiiHcrii  ri  l'xiiiMcrits.  —  Le-,  centres  des  Cercles  inscrit  et 
exinscrili  sont  les  p.jiiils  d'inter>eclion  des  bissectrices  des  angles  du  tiiangle  UMN.  Or,  les  côtés  du 
triangle  otil  pour  équations 

ON)  X  =  0,  MN)  JcosoH-j/sin^  — H  =  0, 

Les  bi'iseclrices  de  l'angle  0  sont  alors 

±:  X  =  X  siii  -i t/  cos  —  • 


t 

.r 

0 

K 

croit 

1 

H 

décroît 

'. 

décroît 

S. 

R 

7 

cr.dt 

-H  X 

11 
8 

croit 
R 

croit 

max. 

décroît 

7 
croit 

-l-x 


OM) 


X  Sin  -: V  008  -^  =  0. 


ou 


e  =±  !. 


•(^8in-|4-t\— j/cos-|  =  0. 

Pour    £  =  -I-  1     on  obtient  la  bissectrice  intérieure  et  pour    i  =  —  1     la  bissectrice  extérieure. 
De  même,  les  bissectrices  de  l'angle  N  sent 

j-(co8  *  -H  e')  -h  y  sin  -^  —  H  =  0. 
A    »'  =  -h  1     correspond  la  bissectrice  intérieure  et  à     e  =  —  i     la  bissectrice  extérieure. 
Le  cenlre  ilu  cercle  inscrit  est  le  point  d'intersection  des  deux  droites  correspondant  à     t  =  -^  1, 

i'  =  -h  I.     l'osons     -^  =  0;     on  a  les  deux  équations 

R 


qui  donnent 

(0 


x(sin  ft  -I-  I)  —  y  cos  0  =  0, 
H  1 


X  cos  0-1-  y  sin  0  — 


•i  cos  0 


=  0, 


I  = 


y  = 


Il     1 


t,   I  -^sinO  "         i    cosO 

Or  ce  sont  là  les  équations  paramétrique-*  du  lieu  du  rentre  du  cercle  circonscrit.  Les  lieux  des 

centre-*  des  cordes  inscrit  et  rirconscril  coïncident  dom-.  Mais  celle  courbe  contient  aussi  des  centres  de 

cercle  exinscrits.  Eneirel,  le  centre  du  cercle  exinsciit  dan.»  l'angle  N  e>t  dunup  par  «  =  —  1,  s'=-+-l: 

x(!sin  0  -  1  )  —  L  cos  0  =  0,  X  cos  0  -h  </  sin  0 =  0  ; 

icosO  ' 
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c'est  le  point 

R         i  R 

(2)  ^  =  -5-  1 — -r-«'  y 


2    1  —  sin  0  "^         2  —  cos  0 

Il  suffît  de  changer  6  en     6  +  ir    pour  que  les  équations  (2)  deviennent  les  équations  (1). 
Si  l'on  veut  séparer  les  parties  de  la  courbe  qui  correspondent  à  des  centres  de  cercles  inscrits  ou 
exinscrits  dans  l'angle  N,  on  voit  aisément  que  les  branches  situées  entre  l'axe  des  y  et  la  droite 

X  =  —      portent  des  centres  de  cercles  inscrits.  Le  reste  de  la  courbe  correspond  à  des  centres  des 

cercles  exinscrils  dans  l'angle  N. 
Les  centres  des  cercles  exinscrits  dans  l'angle  0  et  dans  Tangle  N  du  triangle  sont  obtenus  en  prenant 
£  =  +1,  £'  =  —1  et  £  =  — I,  £'  =  —1. 

On  a,  pour  le  premier  centre, 

RI  R     1  H-  sin  0         ^   1  H-  sin  G 

(3)  a:  =: j  V  :=  —  =  n > 

^  2    sin  0  ^         2    sin  0  cos  0  sin  20 

et,  pour  le  second, 

...  RI  ^   1— sin0 

(4)  X  =  — : »  V  =  R 

^  ^  2    —  sinO  ^  sin  20 

Les  lieux  de  ces  deux  points  constituent  la  même  courbe,  car  en  changeant  6  en  6  -f-  ir,  les 
équations  (4)  deviennent  les  équations  (3). 

Construisons  donc  la  courbe  déûnie  par  les  équations  (3).  Pour  avoir  toute  la  courbe  il  faut  faire 
varier  0  de  0  à  2~.  Mais,  si  nous  changeons  0  en    u  —  0,     x  ne  change  pas  et  y  se  change  en    — y  : 

l'axe  des  x  est  un  axe  de  symétrie.  Nous  ferons  seulement  varier  0  de an :     a?  et  v   sont 

"'  2  2 

infinis  pour    0=0.     Pour    6  =  — -,     y  est  infini  et    x  =  —',    la  branche  infinie  correspondante  est 
asymptote  à  la  droite    x  =  —  •    Pour     0  = — ,    a;  est  égal  à et  il  est  facile  de  voir  que 

£k  m  âà 

y  =  0. 

6  variant  de     —  —      à     -4-—?      x  décroît  toujours.  Prenons  la  dérivée  de  y  : 

,_  R   sin^0 -v  2  sin  0  —  1    _  R  (sin  0  +  l)(sinM -i-sin  6  -  1) 
^  ~  ¥  sin2  20  ~  1.  sin2  20 


7^  J^  I 

Elle  s'annule  pour    6  =  -  ~  »     et  pour  0(,  ;     sin  0^  =  _1_ ;     l'arc  0o  est  compris  entre  0  et 

— -  •     La  dérivée  est  négative  lorsque  0  est  compris  entre    — —     et  0o,  puis  elle  est  positive.  Rassem- 
^  il 

biens  les  variations  de  x  et  de  y  dans  un  tableau  : 


-K 


\    \ 


y\       0\— oo-f-c3o     \   min    /    -+-  x 

Pour    0  =  0,     nous  avons  une  branche  infinie  ;  la  direction  asymptotique  est  donnée  par 

,.      V        ,.1-1-  sin  0 
'"''  x  cos  0 
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c'est  la  première  bissectrice  de  l'angle  des  axes.  Cherchons  s'il  y  a  une  asymptote  : 

H    I  —  sin  0  -  ces  0 

V  —  X  = : ; 

•1         cosOsinO 
R                                                                                  R 
0  tondant  vers  0,     y  —  x    tend  vers—  ;    rasyinplote  est  la  droite     xj  =  x  -\ • 

(Juelle  est  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  ?  Soit  V  et  y  les  ordonnées  d'un  point 

de  la  courbe  et  du  point  de  l'asymptote  qui  a  même  abscisse.  On  a 
1  H- sin  0  —  cosO       II        ..  I -(- sin  0  —  cos  e  —  sinôcosO 


V  -  !/  =  H 


=  R 


ces  0        li  _  p  • 
siniO  1^ 

1  -4-sin  0){1  —  cosO) 

-iniO 


sin  20 


V  —  y     \i  le  si;,'ne  de  "  :  la  courbe  est  au-dessous  de  l'asymptote 
lorsque  0  est  négatif  et  elle  est  au-dessus  quand  0  est  positif. 

La  tangenle  au  point  ( —y    0)  est  parallèle  à  Oj/,  car  le  rapport 

1  -t-  sin  0 
y  sinOcosO  \ 


K 

x-\-  -r 


\ 


sin  0 


-Hl 


cos  0 


(Irvicnt  infini  quand  0  tend  vers • 

KEMAnyiE.  —  Nous  pouvons  dcrnDîitier  geomélriquemenl  (|ue  le  lieu  du  centre  du  cercle   circon- 
scrit coïncide  avec  les  lieux  du  rentre  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  exinscrit  dans  l'angle   N. 
Considérons  une  {)08iiioM  du  triangle   MO.N.   Soit  I  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Supposons  que  ce  point  soit  situé  à  gauche  de  la  parallèle  k  BB'  menée  par  le  milieu  de  OA. 
Nous  allons  montrer  que  1  est  aussi  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  autre  tri- 
angle M'N'O.     Si  I  était  à  droite  de  la  parallèle  considérée,  I  serait  le  centre  d'un 
cercle  exinscrit  dans  l'angle  N,  nous  le  montrerions  de  la  mrme  fa(;on. 

Nous  voyons  d'abord  que  le  triangle  MON  est  isocèle.  Si  nous  traçons  le  cercle 
de  centre  I  tangent  à  ON.  ce  cercle  est  aussi  langent  à  MN  Menons  alors  la 
deuxième  tangente  commune  aux  cercles  (0)  et  (I).  Celle  tangente  détermine  le 
triangle  M'ON'  dans  lequel  est  inscrit  le  cercle  I.  Pour  le  montrer,  menotis  de  0 
la  tangente  au  cercle  I.  Mlle  coupe  A  en  M,  :  il  faut  montrer  ([ue  M,  est 
confondu  avec  M'. 

Or.  par  hypothèse,  NK  =  KO,  donc  OM,  =  NM.  Mais  NM  =  ON  ;  par  suite,  OM,  =  ON. 
Donc  le  triangle  OM,N  est  isocèle;  N  et  M,  sont  symétriques  par  rapport  j\  la  droite  01.  hauteur  de 
ce  triangle.  Mais  celle  droite  est  aussi  un  axe  de  symétrie  pour  les  tangentes  communes  MN,  M'N'. 
Donc  M,  et  M',  (|ni  ont  le  même  symétrique,  N,  sont  confondus.  Par  suite  le  cercle  I  est  inscrit  dans  le 
triangle   OM'N'. 

A.  LAU(1\,  lycée  Louis-le-(jrand. 
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2382.  —  Pans  une  chambre  fermée,  maititi'nue  à  0",  donl  le  volume  intérieur  est  de  liO"'  et  dont 
l'atmosphère  est  parfaiinnent  si^che,  on  introdutt  un  récipient  ouvert  contenant  une  solution  de  5»  de 
chlorure  de  sodium  dans  300(  d'eau. 
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{"  On  demande  quelle  sera  la  composition  et  quelle  sera  la  pression  de  la  vapeur  d'eau  dans  la  chambre 
lorsque  l'équilibre  sera  établi,  sachant  que  la  tension  de  vapeur  p  de  Cean  pure  à  0"  est  4"",  58  de  mercure 
et  que  l'abaissement  de  tension  Ap  d'une  solution  de  sel  de  concentration  c  [en  grammes  de  sel  pour  100^ 
d'eau)  est  donnée  par  la  relation  indépendante  de  la  température 

-^  =  0,0053  c. 
P 

2°  La  température  de  la  chambre  étant  abaissée  de  manière  à  provoquer  la  formation  de  cristaux  de 
glace,  montrer  que  la  tension  de  vapeur  de  la  glace  doit  être  égale  à  celle  de  la  solution  saline  diluée  en 
équilibre  avec  elle. 

3"  En  supposant  égale  à  —  2"  /a  nouvelle  température,  pour  laquelle  la  tension  de  vapeur  est  3°"", 96 
de  mercure  pour  l'eau  pure  et  3,89  pour  la  glace,  on  demande  quelles  seront,  une  fois  l'équilibre  établi,  la 
pression  de  vapeur  dans  l'enceinte,  la  composition  de  la  solution  et  la  mosse  de  glace  formée. 

4"  Déduire  en  particulier  des  résultats  précédents  le  coefficient  de  proportionnalité  à  la  concentration 
de  l'abaissement  de  la  température  de  congélation  pour  une  solution  diluée  de  sel  marin  et  l'abaissement 
pour  une  solution  contenant  une  molécule-gramme  de  sel  pour  lOUOe  d'eau. 

Poids  du  litre  d'air  normal  :  1^,293, 

Densité  de  la  vapeur  d'eau  par  rapport  à  Pair  :  0,  623. 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  — —  • 

Masse  moléculaire  du  chlorure  de  sodium  :  58,  5, 

[École  navale,  concours  de  1919.) 

i"  Soient  m  la  masse  de  vapeur  répandue  dans  la  chambre  une  fois  l'équilibre  établi  et  p'  sa 
pression.  Ces  deux  quantités  sont  d'abord  liées  par  la  relation  usuelle 

m  =  Ydao  -J- > 

7t)0    1-4- a/ 

qui  devient,  quand  on  y  a  remplacé  V,  d,  a^  et  t  par  les   valeurs  numériques,  m  étant    exprimé    en 

grammes  et  p'  en  millimètres  de  mercure, 

(1)  m  =  21,266  p'. 

D'autre  part,  la  solution  restante  ne  contenant  plus  que  300  —  m   grammes  d'eau,   mais   toujours 

500 
5g  de  sel,  sa  concentration  c,  en   grammes  de  sel  pour  100   d'eau,    est   égale   à     -^^-^ et  la 

formule  donnée  devient 

"-"'  =0,0053.  «O" 


P  300  —  m 

ce  qui  peut  s'écrire,  quand  on  y  a  remplacé  p  par  4,  58, 

rc^  ,       ,    ^o  297,35-m 

(2)  »'  =  4,  o8 

^  '  '^  300  — m 

L'élimination  de  p'  entre  (1)  et  (2)  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

w2  — 397,  4m +  28  962=  0, 

d'où  m  =  198,  7  d=  102,  5. 

L'une  des  racines  est  supérieure  à  300,    poids  initial  de   l'eau,  et  ne  saurait,  par  conséquent, 

convenir;  l'autre  est 

m  =  96,  2, 

ce  qui  donne,  pour  le  poids  d'eau  resté  dans  la  solution, 

300  —  m  =  203,  8. 

La  pression,  calculée  avec  réquatioo  (1),  est 

p'  =  4""°,  52. 


68  EXAMENS  ORAUX  (TXOLE  CENTRALE,  l'J21) 

L'abaissement  de  tension  a  donc  été  de  0"",  06. 

2*  Quand  l'abaissement  de  température  a  déterminé  la  formation  de  cristaux  de  glace,  il  ne  peut  y 
avoir  équilibre  que  si  la  tension  de  vapeur  de  la  glace  est  égale  à  celle  de  la  dissolution,  car, 
autrement,  de  la  vapeur  émise  par  la  dissolution  irait  se  condenser  sur  la  glace  ou  inversement.  L'état 
du  système  correspond,  sur  un  diagramme,  au  point  triple  dinterseclion  de  la  ligne  de  vapeur  de  la 
dissolution,  de  la  ligne  de  sublimation  de  la  glac  et  <ie  la  ligne  de  congélation  de  la  dissolution. 

A*  D'après  ce  qui  précfde,  la  pression  dans  la  rhainbre,  à  la  température  de  —  2%  doit  être  égale  à 

3'"'",  89,  inférieure,  par  conséquent,  de  0,  07,  à  la  tension  de  vapeur,  3,  96,  de  l'eau  pure.  La  nouvelle 

concentration  de  la  dissolution  est  donc  donnée  par  la  formule 

7  10 

0,  005;i  c  = .  d'où  c  =  -— . 

■M>  3 

Pour  les  5"  de  sel,  celte  concentration  correspond  à  un  poids  d'eau  de  \50v. 

Donc,  sur  les  300*  d'eau  primitifs,  il  y  en  a  maintenant  150  k  l'état  liquide,  une  certaine  masse  m 
à  l'état  de  vapeur  et  .'{00 —  150  —  ih'  à  l'elat  de  i^lare.  La  masse  ni  remplit  la  cbambre  à  la  pression 
de  3"'",8y  et  il  la  température  de     — 2";     on  en  déduit  aisément 

m'  =  83^3. 

La  masse  de  glace  est  donc    300  —  150  —  83,3  =  C6,7. 

4"  L'abaissement  de  la  température  de  congélation  étant  de  2°,  le  coefficient  de  proportionnalité  A- 
est  déterminé  par  la  relation 

2  =  AxA^'  d'où  A- =  0,6. 

«5 

La  présence  de  1^-  de  sel  dans  lOO»  d'eau  abaisse  donc  le  point  de  congélation  de  0'',6.  La  présence 

58  5 
de  58if,5  de  sel  dans  1000«  deau  l'abaisserait  de     0,6  x-j^  —  yjA. 
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QUESTIONS    POSÉES    AU.\     EXAMENS    ORAUX     (192i; 


ECOLE  CENTRALE. 


Arithmétique,   trigonométrie  et    algèbre  ^MM.  Dchand  et  GÉnARi)). 

1  I  i:iô     —  Caractères  de  divisibilUô  par  '.',  par  11. 

—  l\H\.  —  Kecherche  du  p.  g.  c.  d.  de  plusieurs  nombres.  Qu'arrive-t-il  si  les  nombres  sont  multipliés  par  un 
même  farteur  m  f 

—  1547.  —  Comment  fait-on  pour  obtenir  tous  les  nom!>res  premiers  compris  entre  1  et  100? 

—  138.   —  Flrconnaitre  si  un  nombre  N  est  premier  :  exemples  :  35T.  9'M. 

—  139.  —  V.  p.  c.  m.  et  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres  déconipost'S  en  facteurs  premiers.  Trouver  deux  nombres 
connaissant  leur  p.  p.  r.  m.  et  leur  p.  g.  c.  d. 

—  140.  —  In  nombre  entier  N  est  donné,  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  :  N  =  a»  6>  c^.  Combien  admet-il  de 
diviseurs  en  tout,  y  compris  lui-même  et  l'unité  7  Montrer  (lu'iin  nombre  qui  a  un  nombre  impair  de  diviseurs  est  forcé- 
ment un  carré. 

—  141.  —  Fractions  irrédiirtibles.  Propriétés  essentielles. 

—  142  —  Dénnilion  d'une  fraction  dccunale;  transformalinn  d'une  fraction  irréductible  en  fraction  décimale.  Les 
termes  d  une  fraction  é)|iiiMi|pnt)<  a  une  fraction  irréduclibit-  donnée  sont  des  éqnimulliples  des  termes  de  cette  fraction. 

—  143.  —  Quotient  d  un  nombre  entier  A  par  un  noinlirc  entier  B  à  1/100  pri-s. 

—  144.  —  DéHnltion  d'un  nombre  décimal:  opéialions  sur  les  nombres  décimaux  considérés  comme  fractions 
simples  :  i|uolient  de  deux  nombres  décimaux  k  une  approximation  donnée. 

—  14r>.  —  Définition  de  la  racine  carrée  d'un  entier  1  une  unité  près;  ft  I/IO  près.  Dénnltion  du  reste  delà  racine; 
sa  limite  supérieure. 
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—  146.  —  Extraire  la  racine  carrée  de  —  à  1/100  près. 

7 

—  147.  —  Calculera  1/10  près  les  racines  carrées  des  nombres  3,196;  3,458;  3,285. 

—  148.  —  Définition  de  l'erreur  relative.  Démontrer  le  théorème  relatif  au  produit  ou  au  quotient  de  deux  nombres 
approchés. 

—  149.  —  On  prend,  pour  valeur  de  n,  3,14  ;  pour  valeur  de  s/ï,  1,41  ;  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue  commise 
sur  chacundes  deux  nombres;  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue  qui  en  résulte  pour  le  produit  tz\/2\  pour  le 
quotient    1_. 

—  150.  —  Limite  supérieure  de  l'erreur  commise  sur  le  quotient    —  quand  on  prend    v^3  =  1,73    et    k  =  3,(4. 

ir 

—  151.  —  On  prend     t:  =  3,14,    e  =  2,71  ;    limite  supérieure  de  l'erreur  commise   sur  le   produit    T..e  ;    sur   le 

quotient  — 

e 

—  152.  —  On  prend    it  =  3,14  ;    limite  supérieure  de  l'erreur  commise  sur  i:'. 

1      1      1 

—  153.  —  Calculer  le  déterminant  abc 

bc    ca    ab 

—  154.   —  On  considère  l'équation     ax -h  by -h  cz  —  0     où   l'on   suppose    «yâO;     on  en  connaît  deux  solutions 

\  y\  Zi  \ 
Xi,yi,Zi  et  X2,î/a,22  telles  que       ,j    h^iO;    quelles  sont  les  autres  solutions  ? 

—  155.  —  Combien  a-t-on  de  chances  d'avoir  quatre  atouts  à  l'écarté  ? 

—  156.  —  Somme  des  coefficients  de  rang  impair  dans  la  formule  du  binôme. 

—  157.  —  Somme  des  carrés,  des  cubes  des  n  premiers  nombres. 

—  158.  —  On  emprunte  une  somme  A  ;  on  paie  pendant  n  années,  à  la  fin  de  chaque  année,  une  même  somme  a  de 
façon  à  rembourser  cet  emprunt  ;  l'intérêt  étant  r  pour  1  franc  et  par  an,  trouver  la  relation  entre  ces  quatre  quantités. 

~  159.  —  Etudier  les  séries    m„  =  '  m„  = ,     u„  = I     • 

4+2"  i_i-2»  +  3--H...-hn'  Larctg(ft  +  l)J 

X"  1^ -f- 2' -I- 3' -4-  I   fit 

—  160.  —   Ktudier  les  séries    >„=————: ,       m„  = ^^J x",     et  calculer    leur 

1  +2  -I-  3  +  . ..  -\~n  n! 

somme. 

—  161 .  —  Théorèmes  sur  la  série  m,  =  —  ;     Umite  supérieure  du  reste  quand  on  s'arrête  au  terme  de  rang  n  ; 

application  à  la  série  — —  • 
n' 

1 

—  162.  —  Démontrer  que  la  série    w„  =  — -   est  convergente. 

—  163.  —  La  série    m„  = —    est-elle  convergente?  Calculer  la  somme  de  cette  série.  Etant  donnée  la  série 

n(n  +  1)  ° 

1,11  1 

"77  +  -57"  ~*~  -Tj-  "*"•••  "•"  — p  -+-...,    calculer  une  limite  supérieure  du  reste  de  cette  série,  par  comparaison  avec  la  série 

précédente. 

—  164.  —  Etudier  les  séries    «„  ='-r7-'     M„  =     „ -A      Un  =  e'^-n    _c2'T7î .  Un  =  \  -  cos  —  ,     u»  =  ch 1, 


«„  =  Vn—  1,      Mn  =   e  — (      1  -\ •  I    ,     Un  =   

\  n  /  ^       n       Tt 


tg '-^    7p,  Un   =    — — -  ,  Un   = — 1  Un  = 


n  +  1    2  chn'        "        2-f-chn  "        ch  y/n 
1                 2''"            sin  fia                     n"                             x" 


sh /n  ch  71         "         chn  chn'  "        x^^-hch^/ji 

—  165.  —  Limite  de  yrTpour  )i  infini  ;  étudier  la  série   «n  =  ~~^- 

n/n 

—  166.  —  Convergence  de  la  série    u„  = 


—  168.  —  Etudier  les  séries    m„  = 


uBui-uu  une  ue  la  série     Un  —  r^ 

L(tt-i-l)                             ji 

Lch»ia  '    ^    "                7i-f  aln 

Ln                      Ln 

-  -^'       W"  = ,       7/ 

\/nLn                  ,    ch  n                  "  /,   ch  n 
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1 

sin 


Un 


=  1-^,    u,=  sin(2x.n!).    u.=  i_[L(l-^^)^L(l-l)]. 

n 

—  169.  —  a  et  b  étant  deux  nombres  positifs,  étudier  la  série    u»  =  ^(1  ■+■  a)  —  (  *  -• )  • 

Ln 

—  i70.  —  Etudier  la  série    m»  =  (—!)• :     lo  pour    a  =  1  ;     2"  pour  a  positif  et  différent  de  1. 

—  171.  —  On  coupe  la  coiiri)e    y  =  Lx    par  des  droites    y  =  x  —  n     {n  entier).  Si  a.  est  la  longueur  de  la  corde 
ainsi  obtenue,  chercher  une  longueur  supérieure  à  a,.  En  déiiuire  la  nature  de  la  série    m,  =  • — . 

An 
J  1 

—  172.  —  Calculer    e*    à     — près. 

lOU       ' 

—  173.  —  Calculer  une  valeur  approchée  à   — - — —    près  de  la  somme  de  la  série 

^*^  10000 

4  11  1 

1  -t--r-+- 


3.4         5.6.7         8.9.10.11 

—  17''*     —  Dérivée  de  a',  de  j/  =  m  arc  tg  px,  de  tg  {m  arc  tg  x\  de  arc  tg  (m  arc  tg  x). 

—  175.  —  Dérivée  de    «/  =  arc  tg  e';    résoudre  cette  t^quation  par  rapport  à  x. 

—  176.  —  Dérivée  de    1/ =  x',    y  =  x^>    y  =(iln  x)'«^. 

1  2x  -t-  5 

—  177.   —  Dérivée   n*  de    y  = —, r,    de    y=  — - 

x'  —  a'  x" 


5X-H6 

—  178.  —  On  donne  les  deux   équations    tli{/  =  x,    cth:=x:     calculer  les  dérivées  »/'  et   ;'  des   fondions  y  et  2 
par  rapport  à  x.  «Comparer  les  résultats. 

—  179.  —  Démonstration  de  la  formule  des  accroissements   Onis  (fonction  à  une  ou  deux  variables'».  Appliquer  à  la 
fonction  t-',  puis  A  l'expression    L;n-(-  1)  —  Ln. 

Xo  -t-  /i  1         —  zo  *  • 

—  181.  —  Condition  nécessaire  et  sufûsante  pour  que  la  fonction  f{x)  admette   un  maximum  pour    x  =  a.    Etudier 
la  fonction    y  =  ^x'. 

?/?—  y? 

—  182.  —  Variations  de  la  fonction    y  = — 

X  -ha 

—  18:i.  —  Etudier  la  fonction    y  = (1)  ;  démontrer  que  cette  fonction  se  rapproche  asyroptotiquement  de  la 

fonction    ;/  =  1.x    (2)  ;  maximum  de  l'écart  des  ordonnées  des  deux  courbes  (1)  et  (2). 

—  IS''* .  —  Variations  de  la  fonction    w  =  L(1h ) 

\  X  /      x-t-l 

—  18Ô    — Etuiljrr  la  fonction     j/^j'. 

—  186.  —  Déûnition  de  l'intervalle  de  convergence  dune  série  entière.  Démontrer  le  théorème  d'Abel.  Intervalle  de 
convergence  de  la  série    u.  = 


—  *^"7-  —  Dans  la  série    u„  —  nx",    on  fait    x=— ;    limite  supérieure     dc    l'erreur    commise     en    s'arrélant 


n|n-+-l) 

u„  —  n 
au  deuxième  terme,  au  troisième  terme  .' 

—  188.  —  Etudier  le»  séries  entière»    a.  =  n!x-,    u.  :=  -l^x".    u,  =  ^^■ 

(2n):  n! 

—  189.  —  Etudier  la  »érle    m,  =  — ;— x"  (n  >  0)  ;    intervalle  de  convergence  et  somme  de  la  série. 

—  190.  —  Développement  en  série  de  a'. 

—  *W*     —  l>érivées  successives  de    y  -=  t"  cos  bx.    iiou\er  la  loi  de  formation.  Démontrer  que  l'on  peut  appliquer  la 
formule  de  Mac  Lniirin  pour  développer  cette  fonction  en  s^iic 

—  192.  —  Appliquer  la  formule  de  Mnc-Laurin  à  la  fonction 

—  193.  —  Développer  en  »iri«  la  fonction    !/  =  »in'x;    a  priori,  la  fonction  y  est-elle  développable  en  séria  entière? 

—  194.  -  Développement  en  série  de    L(l  +- x),    de    L-^^^-    Calculer  L2  avec  troi»  décimales  exactes. 

1  -♦-  X 

{A  suivre) 
»>« 
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SUJETS  DE  CONCOURS 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES 


Cours  préparatoires. 


Concours  de  1921. 


Algèbre  et  analyse. 

I.  —  On  donne  l'équation  du  6*  degré 

0  =  F(.r)  =  x^  —  120a;3  +  U91a;^  —  2416.-^^  ■+-  119Ia'^  —  120a;  +  1. 

i»  Ramener  la  résolution  de  cette  équation  à  celles  d'équations  de  degré  moindre  en  posant    x -\-   —  =  y. 

2°  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  en  y,  les  séparer,  et  calculer  la  plus  petite  de  ces 
racines  avec  deux  décimales  exactes. 

3"  Trouver  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    F{x)  =  0    et  séparer  les  racines . 

II.  —    On    donne    la    courbe    dont    l'équation    en    coordonnées    polaires    est     p  =  a  sin  w  sin  2w. 
(a,  paramètre    >  0). 

On  demande  : 

10  de  trouver  l'aire  de  cette  courbe  ; 

2°  de  calculer  le  volume  de  révolution  engendré  par  cette  courbe  tournant  autour  de  l'axe  polaire  0.^. 

{Durée  :  3  h.) 
Géométrie  analytique. 

On  considère  la  surface  du  troisième  degré  2  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

^.3  _j_  2^3  _|_  ^3  _  a3    (^  constante  positive). 
!•  Construire  les  sections  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  ;  en  discuter  la  nature  et  la 
situation. 

2o  Déterminer  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  les  trois  plans  de  coordonnées. 
3°  La  surface  S  possède  trois  plans  de  symétrie  évidents.  Trouver  l'équation,  par  rapport  à  des  axes  situés 
dans  son  plan,  de  l'intersection  de  la  surface  par  l'un  de  ses  plans  de  symétrie. 

4°  La  discussion  faite  dans  le  1°  met  en  évidence  trois  droites  réelles  situées  sur  la  surface  ;  on  coupe 
celle-ci  par  un  plan  passant  par  l'une  de  ces  droites.  Montrer  que  la  section  se  complète  par  une  conique  qui, 
pour  une  certaine  orientation  du  plan,  est  un  cercle. 

(Durée  :  2  h.) 
Mécanique. 

I.  —  1"  Trouver,  en  fonction  du  temps,  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  d'une  circonférence 
qui  roule  sur  une  droite  fixe  et  reste  dans  un  plan  fixe.  Construire  la  trajectoire.  Déterminer  sa  normale. 

2°  Vitesse  et  accélération  du  point  mobile.  On  en  déduira  la  détermination  du  centre  de  courbure  de  la 
trajectoire. 

II.  —  Une  poulie  de  centre  0  et  de  poids    P   située  dans  un  [plan  vertical,  repose  sur  la  ligne  de  plus 
;jS     grande  pente  d'un  plan  AS  incliné  sur  l'horizon  d'un  angle  0.  Un  cordon  parfaitement 

flexible  est  attaché  en  S  ;  il  descend  le  long  du  plan  incliné,  s'enroule  autour  de  la 

poulie  0  puis  revient  vers  S  où  il  s'enroule  sur  une  poulie  fixe  de  rayon  négligeable, 

de  centre  S  et  située  dans  le  plan  vertical  de  la  poulie  mobile.  Le  cordon  descend 

P  ensuite  verticalement  et  supporte   un    poids  a.  Trouver  la  position   d'équilibre  du 

système  abstraction  faite  de  tout  frottement. 
•^  (Durée:  2  h.) 

Calcul  numérique. 
On  donne  les  deux  intégrales 


v=    I    co^{z-)di,  2/ =   I     si 

J»  Ja 


sin  {3'^)dz, 
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qui  déOnissenl  x  et  y  en  fonction  de  /.  On  peut  obtenir  leurs  valeurs  en  intéiçrant  terme  à  terme  les  séries 
entières,  développements  de  cos  (i'j  et  de  sin  (z^). 

On  demande  de  calculer  à  -i-  près  par  défaut,  en  saidant  de  ces  développements  en  série,  les  valeurs 

S 
de  2:  et  y  correspondant  à    t  =.  —  • 

On  admettra  l'usage  de  la  table  de  logarilhmes  à  cinq  décimales. 

[Durée  :  i  h.) 

Epure. 

On  considère  une  sphère  de  00»»  de  rayon,  tangente  au  plan  horizontal  de  projection  en  un  point  A 
projeté  horizontalement  sur  le  grand  axe  de  la  f.uille  à  90»»  au-dessous  de  la  ligne  de  terre  ;qui  coïncide 
avec  le  petit  axe  de  la  feuille). 

On  considère  d'autre  part,  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  une  droite  D  passant  par  le  point  A  el 
faisant  un  angle  de  45  degrés  avec  la  ligne  de  terre  (il  y  a  deux  droites  répondant  à  ces  conditions,  on  choisira 
à  volonté  l'une  ou  l'autre). 

Le  point  s.  situe  sur  cette  droite  D  à  30»»  du  point  A  (et  d'ailleurs  en  avant  du  plan  de  front  de  .\)  est 
le  sommet  d'un  cAne  de  révolution  à  axe  vertical  ayant   pour  demi-angle  au  sommet   l'angle   a  dont  la 

tanjçente  est  3/4. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  la  sphère  supposée  pleine  et  opaque,  entaillée  par 
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2661.  -  Suienl  N  le  point  où  la  normale  au  i)oii/  .M  dune  parabole  coupe  l'axe,  P  et  n  les  points 
d'intersection  de  la  parabole  avec  le  cercle  qui  pasM-  par  M,  .\  et  le  sommet  de  k  parabole. 

Démontrer  géométri(iuement  que  :  1°  MP  et  MO  ^(ont  normales  à  la  i.arabole  en  M  et  N  ;  2»  la  droite  de 
Simscn  de  .\,  par  rapport  au  triangle  MPQ,  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole  ;  3"  le  lieu  du  centre 
du  cercle  .MI'C»  est  une  parabole  ayant  môme  foyer  que  la  parabole  donnée  ;  4»  l'enveloppe  du  cercle  MPQ  est 
une  cubiiiue  ayant  pour  point  double  le  sommet  de  la  parabole. 

lia    ABRAIIKSCO* 

/ 

2502.  —  On  considère  l'éciuation  du  second  degré  en  x 

/(»)  s  4  a^  a-i  -  2(a  +  {1)(1  ^  a»  j-  -k-  (a-  ^^  -+-  a»  +  ^»  4-  1)  =  0, 
dans  laquelle  a  et  Jl  sont  des  nombres  donocs. 

1»  Montrer  «lue  ces  racines  sont  toujours  rée/les,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  nombres  a,  Ji.  Calculer 

ces  racine».  / 

2«  Déterminer  a    el  ^   de  façon  que  ces  racines  soient  égales  en  valeur  absolue. 

J»  Connaissant  an- fl  =  *,  s  étant  un  jhouii.re  ilonné,  calculer  les  nombres  a  cl  fi  de  taçon  que  les 
racines  île  l'équalion  proposée  soient  inverses  ^une  de  l'autre.  Discuter.  Application  numérique  :   s  =  2. 

40  On  se  donne  «  positif  et  l'on  fait  varier  ?  de  0  à  -+-  oc.  A  chaque  valeur  de  ^  correspond  un  trinôme, 
y  =  /(a),  dont  la  courbe  représentative  des  variations  est  une  parabole  (P)  : 

a)  Indiquer  la  disposition  de   (1»)   par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires   O.--.  Oy  et  calculer  l'ordonnée 

du  sommet  de  (l*j  ;  / 

b)  Etudier  coiumcnl  varient  les  positions  des  points  en  lesquels  Ou-  rencontre   (P). 

'  (H.-L.  Men.nkssieh,  à  Évreux). 


a-        y 
2663.  —  On  considère  une  secantti  pa^^sanl  par  le  foyer  (c,  0)  de  l'ellipse     —  +  —  —  1=0. 

1»  Trouver  la  relation  (lui  existe  ciilrc  les  projections  sur  Ox,  P  et  P',  des  deux  points  de  rencontre,  M  el  M' 
<le  celle  séctnte  avec  l'ellipse.  Ces  deux  point»  décrivent  une  invoUitioa.  Trouver  les  points  doubles  de  celU 
involulion.  Explii]ucr  les  résultats. 

l"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rel^contre  de»  droites  P.M'  el  P'.M.  t.  H. 


♦♦♦- 


imprilucria  CuiuU-Jacquot.  —  B«r-lo-Duc. 
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REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR   LES    CONDITIONS  NÉCESSAIRES  ET   SUFFISANTES  POUR   QUE   L'HYPERBOLOÏDE 
DÉFINI  PAR  TROIS  DROITES  SOIT  DE  RÉVOLUTION 

Par  M.   Ghenevier,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Toulouse. 


On  aperçoit  aussitôt  un  certain  nombre  de  conditions  nécessaires.  Le  centre  de  Tliyperboloïde  est 
celui  du  parallélépipède  construit  sur  ces  trois  droites.  Il  faut  que  les  distances  de  ce  point  aux  trois 
droites  soient  égales,  que  les  perpendiculaires  qui  les  portent  soient  dans  un  môme  plan,  que  les  trois 
droites  soient  également  inclinées  sur  ce  plan. 

Ces  conditions  ne  sont  pas  indépendantes.  Elles  doivent  se  réduire  à  deux. 

On  démontre  g 'néralement  qu'il  faut  et  il  suffit  que  les  distances  du  point  considéré  aux  trois  droites 
soient  égales. 

Mais  contre  ce  résultat  on  objecte  le  fait  suivant  : 

On  sait  que  l'hyperboloïde 

a^         0^  c^ 

peut  être  représenté  paramétriquement  par  les  équations  suivantes  : 

X  =  a(cos  cp  —  p  sin  (?),  y  =  b{sin  «p  4-  p  cos  tp),  z  =  cp. 

Les  courbes  p  =  constante  sont  les  ellipses  dont  les  plans  sont  parallèles  à  l'ellipse  de  gorge  ; 
les  courbes     t  =  constante     sont  les  génératrices  d'un  système. 

Le  carré  de  la  distance  du  centre  à  la  génératrice  de  paramètre  <?  est 

0^6^  H- è^c^  sin^  ?  H- c^a^  cos'' cp 
a'^  sin-  cp  -I-  0^  cos'^  f  -\-  c'^ 

C'est  une  fonction  homographique  de    tg^  cp. 

Par  suite,  sur  tout  hyperboloïde  réglé  il  existe  quatre  génératrices  d'un  même  système  équidis- 
tantes  du  centre. 

Si  f  est  le  paramètre  de  l'une  d'elles,  les  paramètres  des  autres  sont  —  o,  cp  +  ti,  -k  — cp  par 
exemple. 

Il  apparaît  clairement  que,  pour  l'hyperboloïde  défini  par  trois  d'entre  elles,  la  condition  précé- 
dente est  réalisée,  ce  qui  démontre  qu'elle  ne  suffit  pas. 

La  présente  note  a  pour  but  d'expliquer  tie  paradoxe  apparent. 

Je  vais  d'abord  traiter  par  le  calcul  la  question  posée.  Je  suivrai  en  gros  la  méthode  de  M.  Noguès  (') 
mais  en  insistant  sur  des  points  de  détail  dont  l'inexploration  conduit  à  la  difficulté  précédente. 


(')  Noguès.  Cours  de  Mathématiques  spéciales  sous  forme  de  problèmes. 
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Soient  A,  B,  C  les  trois  droites  d'équations 

s-f-c  =  0,  j^vx-ha  =  0,  ^(x-a  =  0, 

y  —  b  =  0\  jz  —  c  =  0;  l  y-hb  =  0. 

L'hyperboloïde  qu'elles  délinissenl  a  pour  équation 

ayz  ■+-  bzx  -h  cxy  -+■  abc  =  0. 
Il  sera  de  révolution  si  la  sphère 
X»  4-  y»  -h  ;»  •+-  2j/:  C08  X  -+-  2zx  cos  |Ji  -+■  'ixy  cos  v  —  It»  =  0 

le  coupe  suivant  deux  plans  parallèles. 

11  faiit  et  il  suffit  pour  cela  que  la  forme  quadratique 
X»  -+-  jy»  -j-  :*  -f-  iyz  cos  X  -+-  2:r  cos  ii  -i-  2xy  cos  v  —  2S(a»/z  -h  bzx  -h  cxy) 
soit  un  carré  parfait. 
Ce  ne  peut  être  le  carré  que  de     x  -4-  t,j/  +  e,:. 
On  doit  donc  avoir 

£,£,  =  cos  X  —  Sa,  e,  =  cos  [i  —  S6,  £i  =  cos  v  —  Se. 

D'oii  les  conditions  : 

e.j,—  COSX  :, —  cos  [JL  £,  —  COS  v 


(7  1^  C 

Ces  conditions  se  docomposont  on  quatre,  suivant  les  valeurs  possibles  de  e,  et  £,.  Ceci  s'explique 
parfaitement.  Il  y  a  quatre  cûnes  de  révolution  contenant  trois  droites  concourantes  données.  Ces  trois 
droites  sont  ici  les  axes  de  coordonnées.  Mais  comnae  il  n'y  a  (ju'un  liyperboloïde  défini  par  les  trois 
droites  A,  B,  C,  un  seul  de  ces  cônes,  dont  lo  choix  n'est  nullement  arbitraire,  est  le  cône  asymptote 
de  riiyperboloide. 

La  première  préoccupation  doit  donc  être  de  trouver  les  valeurs  de  e,  et  t.,  qui  sont  les  bonnes. 

Comme  on  peut  toujours  supposer  a,  b,  c  positifs,  on  constate  aisément  que  les  condition» 
...  1  —  cos  X  1  —  cos  K   _    I  —  cos  V 

a  ~  b  c 

sont  les  seules  acceptables. 

Pour  interpréter  ces  conditions,  je  vais  introduire  la  distance  du  point  0  aux  trois  droites.  La  pré- 
sence d'axes  obliquas  m'oblige  à  emi)loyer  une  voie  détournée.  C'est  l'origine  de  nos  difficultés. 

Les  distances  de  G  à  A  et  B  ou  ce  qui  revient  au  n)ème  à  A'  et  B  seront  égales  si  le  pied  I  de  la 
perpendiculaire  01  à  la  face  A'B  est  sur  l'une  ou  l'autre  des  bissectrices  de  l'angle  A'B. 

Lo  point  1  appartient  aux  plans  perpendiculaires  k  Oj  et  Oj/.  Comme  nous  connaissons  les  cosinus 
directeurs  des  axe?,  les  équations  de  ces  plans  sous  forme  normale  sont 

X  -hy  cos  -t  +  z  cos  fi  =  0,  X  cos  v  ^  »/  -h  :  cos  X  =  0. 

De  plus,  1  est  dans  le  plan    z  =  c. 
On  obtient,  en  résolvant,  la  solution  : 

f ^  y ^       c 

cos  V  008  X  —  COS  |i         cos|xcosv  —  cos  X  sin*  V 

La  bissectrice  intérieure  a  |>our  équations 

X  -\-  a  =  y  -\-  b,  z  =  c. 

La  bissectrice  exléricurc  a  pour  équations 

j-+-a-+-î/-f-/'  =  0,  x  =  c. 

Le  point  0  sera  donc  équidislant  de  A  et  de  B  si  l'on  a  l'une  ou  l'autre  des  relations 
I  cos  X  —  cos  \i         i  —  cos  V  cos  X  -H  cos  |j         1  -+-  cos  V 


b-a 


a -h/' 
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De  même,  le  point  0  sera  équidislant  de  B  et  de  G  si  l'on  a  l'une  ou  l'autre  des  relations 

11^  COS  [J.  —  COSv    _     1  — COS  X  C0S[jl4-C0Sv  1 -t- cos  X 

c  —  b  a  6-f-c  a 

Supposons  par  exemple  que  les  deux  premières  relations  de  chaque  groupe  soient  vériliées.  Posons, 
pour  abréger, 

1  —  COS  X  =  a,  1  —  cos  (A  =  P,  1  —  COS  v  =  y* 

Nous  avons  alors 

P— °t  =  J.,  Y-fi   ^  JL  . 

b  —  a         c  c  —  b    ~   a 

Posons     —  =  k  ;     il  vient 
c 

8  =  a-j-/:(6  — a),  0(7  — ^) +  a(6— c)  =  0, 

d'où,  en  substituant  p  et  y. 

(a  —  ka){a  -\-c  —  b)  =  0. 
D'où  deux  cas  : 

1°    a->rc  —  6:7^0,  OL  =  ka,  et  alors  p  =  A:6. 

D'où  ^  =  1.  =  1.- 

abc 

ce  sont  les  relations  (1). 

2°    a-^c  —  6  =  0.     La  seconde  équation  est  une  identité  ;  on  ne  peut  pas  conclure  de  suite. 

Étudions  ce  cas  particulier    a  -+-  c —  6  =  0. 

La  première  relation  (I)  étant  vérifiée,  on  a  aussi 

1  —  cos  X  -f-  cos  [JL  -  cos  V  =  0  ; 
ceci  prouve  que  la  première  relation  (II)  est  vérifiée  d'elle-même. 

Donc  écrire  que  0  est  équidistant  de  A  et  B  c'est  exprimer  en  même  temps  que  0  est  équidistant 
de  B  et  de  G. 

Ceci  peut  se  vérifier  directement  en  remarquant  que  l'équation 

cos  X  H-  cos  V  1  -h  cos  (Jt 

a  +  c  b 

est  aussi  vérifiée  d'elle-même.  Elle  exprime  l'équidistance  de  0  à  A  et  C. 

La  conclusion  est  la  suivante  : 

Si  les  nombres  a,  b,  c  sont  quelconques,  l'égalité  des  trois  distances  est  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  cherchée. 

Si  l'un  des  nombres  a,  6,  c  est  la  somme  des  deux  autres,  cela  veut  dire  que  l'égalité  des  trois 
distances,  au  lieu  de  donner  deux  équations,  n'en  donne  plus  qu'une.  La  condition  n'est  donc  plus 
suffisante. 

Revenons  d'abord  à  l'hyperboloïde 

a-         b^         c* 
Gonsidérons  les  trois  génératrices  de  paramètres     o,     — «p,     -n  —  ?. 
Leurs  cosinus  directeurs  sont 

a  sin  9  ''       — a  sin  9 


—  a  sm  cp 

H 

b  cos  V 

Il       ' 

c    , 
II    ' 

II  I  H 

—  b  cos  tp  ;        —  b  cos  9 


H  j  II 

c     ,  \  c 

ir  '  ir 


avec  H  =  v'a*  sin'^f-i-è^  cos'^^-Hc^ 
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Prenons  los  parallèles  à  ces  droites  issues  de    0    pour  axes  ;   les  formules  de  transformation  de 
coordonnées  sont 


Il         .       -    ■     •        -n  :;  „         ^  /.  j, 

d'oii  la  nouvelle  «''quation 

sin»;p(X  — Y-hZ)*-hcos2ofX  — V— Z)»  — (X4-Y-hZ)»  -  II»  =  0, 
ou 

2YZ(—  1  -  sin^  5  -h  cos»  »)  h-  ifZX(—  1  -i-  sin»  o  —  cos'  o)  h-  2X Y(—  sin-  o  —  cos-  =>  —  !  )  —  H*  =  0, 

ou 

'  4  sin'  9  VZ  -h  4  cos-  ^  ZX  -h  4X  Y  -h  II-  =  0. 

On  a  liii'ii 

h  sin'  (p  +  4  cos'  ç,  —  4  —  0, 

et  on  osl  dans  le  cas  particulier  ci-dessus. 

Conclusion.  —  Il  est  regrettable  pour  énoncer  Ifs  conditions  cherchées  de  faire  intervenir  ce  point 
inyslt'rieux,  centre  du  paralléh'pipè'le  consiruil  sur  les  trois  droites,  point  qui  peut  avoir  des  propriétés 
cachées  suivant  les  ijarlicularilés  du  parallélépipèile. 

Je  préfère  dire  :  pour  (jue  riiypcrboloïde  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que  son  cône 
directe'jr  le  soit. 

Il  y  a  d'ailleurs  là  uiie  diflicullé.  En  menant  p.ir  un  point  les  parallèles  aux  droites  données,  il 
existe  (juitre  ctuies  de  révolution  passant  par  ces  droites.  Lequel  choisir?  Un  moyen  suggéré  par 
rcxaiiun  alientif  de  la  ligure  ci-dessus  est  le  suivaiit  : 

On  peut  orienter  A  de  B  vers  C,  B  de  C  vers  A,  C  de  A  vers  B.  Voici  ce  que  j'entends 
ainsi.  Il  existe  une  droite  A'  parallèle  à  A  et  coupant  B  en  b,  G  en  c.  Orienter  A  de  B  vers  C  c'est 
l'orienter  dans  le  sens  hc. 

On  mène  alors  des  denii-droile-;  parallèles  aux  droites  orientées  par  un  point  0  et  c'est  le  cône  de 
révolution  délermioé  par  ces  trois  demi-droites  (jui  iloit  être  le  cône  directeur. 

En  résumé  les  équations  (1)  expriment  que  le  cône  directeur  est  de  révolution.  Ce  sont  les  seules 
conditions  (|ui  s'appliquent  à  tous  les  cas. 


ECOLE  .NA  I  lO.NALE  SI  PKIUELUE  DES  .MENES 
Cours  prrpnr<il()ircs. 

\ 


Concours  de  1920 


2444  !hx  considi'rc  la  rourhe  (cardioide)  définie  en  coordonnées  polaires  par  Céqualion 

r  s=  I  -(-  cos  0, 

Suit  M   un  ptiint  de  ccltr  courhc,   I)   la  droite  si/vit^lrique  du  rayon  vecdur  OM   par  rapport  à  lu  latigcnte 
en   M,  Il   II' pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  cette  droite. 

1"    /fi'terviiner  et   construire   la   courbe  {]  lieu  du  point  11. 

i*-  /tonn''r  les  éijualiom  en  coordonnées  polairi^s  dri  cnirbcs  Heur  des    nnlieiir   des  cordes  de  O  passant 
par  l'oriijine  [la  discussion  de  ces  courbes  n'est  pus  demandée). 

;>"  On  Cor  sidéré  l'aire  limitée  par  un  arc  de  ta  courbe    p  = /"(to)    et  les  rayons  vecteurs  d'angle»  polaires 
<•>,  et  •".      Iteprésenti'r  la  valeur  de  celle  aire  par  une  inlt'yrale  définie . 

Applv/uer  lu  formule  obtenue  à  lacourbe  C  étudiée  au  1".  On  donnera  la  valeur  umnériiptr  de  ritilé</rale 
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obtenue  lorsque  rare  considéré  comprend  toute  la  courbe  et  l'onindiquera  d'une  manière  précise  la  signification 

géométrique  de  celte  quantité. 

Soit  V  la  rotation  qui  amène  le  rayon  OM  sur  la  tangente  MT; 
la  rotation  qui  amène  MT  sur  MO  est  t.  —  V;  elle  est  égale  à 
celle  qui  amène  MD  sur  MT  ;  si  donc  nous  appelons  œ  la  rotation 
(Mw,  MD),  nous  aurons     o  +  t:  — V=V,     o  =  2V  — tt. 

Posons     alors      OB  =  p,      (Ox,    OH)  =  w    ;        nous    aurons 


A      ^      (OH,  OM)  =  9  — 0), 
puis, 


et 


3- 


p  =  r  cos  (6  —  co). 


Calculons  V;  nous  savons  que     tgV  = 


donc 


tgV=: 


or, 

1  -h  cos  e 


1  +  cos  6, 


r'  =  —  sin  0  ; 


—  cotg— -  =  tg   —  + 


—  sin  «  "2         '°  V  2 

par  suite. 

L'équation  du  lieu  de  H  en  coordonnées  polaires  est  donc 


V  =  —  H--Tr'     et    0  —  0)  = TT  — 6,    26  =  coH-— , 

2         2  2  2 


9 


cosl---^- 


ou(l) 


P  =  [l4-cos(^  +  y)]sin(-^ 


Faisons  tourner  l'axe  polaire  de  l'angle —     autour  du  point   0  ;    l'équation  (1)  deviendra 


2 


pour    oj  =  TT,     P  =  I  ;  .  pour    m  —  -3-1     p  = 

avons  donc  le  schéma  ci-dessus. 

Pour  le  vérifier,  il  suffit  d'étudier  la  dérivée  de  0  ;  celle-ci  est 

rfp      1  r  / 1        '^  \      '^         '''1      -d^         ''* 


ç  =  [\  -f-cos-jj  sin  y 

Il  faut  construire  cette  courbe.  Pour  cela,  nous  remarquons  que 
la  fonction  p  admet  pour  période  4tt,  et  qu'il  suffit  de  faire  varier  oj 
dans  un  intervalle  d'étendue  4-^;  or,  si  nous  changeons  w  en  — w, 
p  se  change  en  —  p  :  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oj/ 
(nouvel  axe  des  y);  il  suffira  de  construire  la  moitié  qu'on  obtient 
en  faisant  varier  w   de  0  à  2-n;.  Pour    w  =  0,     p  est  nul,  la  courbe 

TT  1  +  v/^ 

part  du  point  0  tangentiellementà  Ox;  pour   w 

v/2—  1 


2       '  2 

et,   enfin,   pour    w  =  2-,     p    est  nul  ;  nous 


=  cos 


do  3w  0) 

eus  o),     ——  =  cos  — —  cos  -7-  ; 


2  /  ""'  2        """     2    J'         rfo,  2 

Or,  le  second  facteur  est  toujours  positif  de   0   à   Stt  ;    le  premier  change  de  signe  une  seule  fois, 


pour 


~     ou    M  =  — —  *)    c'est   une   direction,  du   second  angle  des  axes  ;  pour  celte  direc- 


tion,   p    passe  par  un  maximum,  OH.  La  courbe  est  bien  tracée  ;   il  suffira  de  la  compléter  par  une 
symétrie  autour  de  Oy. 

2*   Si  nous  remarquons  que  la  deuxième  partie  de  la  courbe,  celle  qui  est  tracée  en  pointillé, 
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s'obtient  anssi  on  faisant  varier  m  de  2::  à  4tt,  nous  voyons  qu'une  droite,  passant  à  l'origine,  et  faisant 
avec  Ox  l'angle  polaire  (•',  rencontre  la  courbe  on  quatre  points,  P,,  P.,  P3,  P4,  ayant  pour  angles 
polaires,     (»,    w-+-r,     i,>-\~2r.,     «.>-h3t:.     Les  p  des  points  P|  et  P2  sont 

(ti)    \  W  /  (')    \  10 

l-hcos— j  sin  — ,  p-2  =  (  i  — sm  —  j  cos  —  ; 

le  p  du  milieu  est  donné  par 

2p  =  p,  +  Pî  =  sin  —  4-  008  —  . 

L'équation  du  premier  lieu  des  milieux  est 

(2)  p  =  _^sm— +  C0S— j. 
Le  second  lieu  est  le  lieu  du  milieu  de    Pi\\  : 

1  -t-  cos  —  j  sin  -—■>  p3  =  —  (  I  —  cos  — -  j  sin  — .  2p  =  2  sin  —  cos  — » 

(3)  2o  =  sin  0). 
Ce  lieu  est  un  cercle. 

Le  troisième  lieu  est  le  lieu  du  milieu  de    P,!',,  ;    mais  P,  peut  se  noter  P.  ;  le  lieu  du  milieu  de 

P^P,    est  la  MM-me  courbe  que  le  premier  lieu  : 

p,  =  (^1-i-cos— j  sm  -5-,  p,  :^  _(^|  -i-sin  —j  cos—, 

(4)  2p  =  sin  -^  -  cos  -^ . 

Il  suffit  de  changer  <•>  en  «o-f-T:  pour  retrouver  l'équation  (2)  ;  la  courbe  (4)  est  donc  symétrique 
de  la  courbe  (2)  par  rapport  au  point  0  ;  or,  la  courbe  (2)  admet  le  point  0  pour  centre  :  les  deux 
courbes  sont  confondues. 

Il  n'y  a  pas  d'autres  lieux  que  les  courbes  (2)  et  (3). 

3"  L'aire  domandée  est 

p*rfw  ; 


1  f-^. 

2  Ju, 


cette  formule  est  classique. 
Dans  le  cas  actuel, 

d'autre  part, 
•n»  —  (  1  -+-  cos  —  j  =  sm*  y  4-  2  sm»  y  cos  —  -h  sin*  —  cos»  — 


sm 


1  —  cos  w       ^   .  .  '•'  '•'         sin*  «o 
2 +  2sm*-cos^-+-— ^— 


,        ri — ros  (o               (,(        sin'.)  «  T  •      '•>  '•»  C  4»'          /  <•> 

PI       /  ^ «'..  =  -_ — ,         2  I  sm*  — cos— rfw  =  4  1  u^du  =  —7—.       («  =  sin — 

-7-  I  sm»  6)  dw  =  —  /  (I  —  cos  2G))dw  = 


L'intégrale  indéHnie  est  donc 


É.  sm'-——         .     , 

u(<>         sm  (1)  2  sm  z<-> 

f-  4' 


8  2  3  1(> 

Dous  avons  donc 


1  /  5'..  X»"         5r 

*  =  ïl-rA=-r 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 


79 


Géométriquement,  cette  aire  est  l'aire  totale  balayée  par  le  vecteur  OM  dans  cette  rotation  d'am- 
plitude 4-11  :  elle  comprend  l'aire  du  secteur  OP,A,  colle  du  secteur  OAHB,  celle  du  secteur  OBPjC, 
celle  du  secteur  OGH'O  ;  enfin,  celles  des  secteurs  OP3C,  OCH"B',  OB'PiA,  OAH"'0  ;  elle  est 
formée  par  l'aire  totale  de  la  courbe,  plus  une  fois  de  plus  celles  des  deux  boucles  intérieures. 

Si  l'on  veut  placer  la  courbe  dont  nous  venons  de  nous  occupei*  dans  la  première  figure,  il  est  bien 

évident  qu'il  faut  la  faire  tourner  de  l'angle —    autour  du  point  0. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai  ;  A-  Hutinel,  à  Cannes  ;  M.,  ;\  Guéret;  Marcel  Vassecr,  à  Calais. 


2445.  On  considère  le  déterminant  R„  d'ordre  n'ayant  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale  nuls 
et  les  autres  égaux  à  i,  et  le  déterminant  D„  déduit  du  précédent  en  remplaçant  par  1  le  premier  élément 
de  la  diagonale  principale. 

1»  Exprimer  D,j  et  R„  en  fonction  de  D„_i  et  R„_i. 

2°  Déduire  des  formules  précédentes  l'expression  générale  de  D„  et  R,i. 

Écrivons  les  deux  déterminants  R,,  et  D„  dans  le  cas  où  chacun  d'eux  a  cinq  lignes  et  cinq 
colonnes,  afin  de  mieux  voir  les  transformations  que  nous  allons  indiquer  : 


Rn    = 


D„  = 


Si,  dans  chacun  d'eux,  nous  retranchons  la  seconde  ligne  de  la  première,  nous  avons  : 


Rn  = 


D„  = 


En  développant  ces  nouveaux  déterminants  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne,  nous 
avons  aussi 

Rh  =  —  R^-i  —  D,i_i  6t  D„  =  —  D,i_i  ; 

la  seconde  égalité  conduite  jusqu'à  D2  nous  donne     D^  =  — D2    et    Dj  =  — 1. 

Nous  voyons  donc  que     D3  =  (—  ^)^     et,  d'une  façon  générale,     D,i  =  ( — 1)"~'. 

Cela  posé,  nous  avons  successivement 

Rn  ^=  Rji-l Dn-1  > 

•  R)i— 1  ^^  R)!— î  ~+"  lJ?i— 2j 

Rn-2    =   R)!-g  D„_3 


±R3  =  H=R,.q::D2; 
en  ajoutant  toutes  ces  égalités,  nous  obtenons 

R,.  =  ^  R2  —  D„_,  -+-  D„_2  —  D„_,  +  •  ••  q=  D2  ; 
Or    Ro  =  Do  =  —  i,    et  tous  les  termes  qui  suivent    =p  R>    sont  égaux  à    ( — 1)"';     donc 

R„=  (_.l)'.-(n_l). 

Bonnes  solutions  :    MM.  G.  W.,  h  Paris;  D.  V.  Ionnesco,  à  Bucarest  ;  M.,  A  Guéret;   A.  Hutinel,  à   Cannes  ;  G.  Lach,  à 
Douai  ;  Paul  Bernard,  à  Fougères  ;  R.  L.  Cati.vot,  lycée  du  Parc  ;  C.  Dklvoye. 
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2446.  —  Une  voiture  initialernenl  à  l'arrêt  est  mise  en  marche  en  ligne  droite  sur  une  route  plane  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré.  Au  bout  du  temps  T  elle  a  atteint  sa  vitesse  de  régime,  qu'elle  conserve 
ensuite. 

Les  roues  roulent  sans  glissement  pendant  tout  le  mouvement. 

1*  Déterminer  pour  une  des  roues,  à  uu  instant  t  {inférieur^  égal  ou  supérieur  d  T)  la  vitesse,  l'accélération 
tangentielle  et  l'accélération  normale  du  point  M  ^A'  la  roue,  qui  était  en  contact  avec  le  sol  à  l'instant 
initial. 

2*  Indiquer  la  forme  générale  de  l'hodographe  du  mouvement  du  point  M  ;  si  cet  hodographe présente  un 
point  anguleux  en  donner  la  raison. 

N.  B.  —  ()n  pourra  prendre  comme  paramf'tre  auxiliaire  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  route  avec  la 
droite  qui  joint  le  centre  de  la  roue  au  point  M  dont  on  étudie  le  mouvement. 


Prenons  la  roule  pour  axe  des  x,  el  la  posilion  initiale  du  point  M  pour  origine.  La  trajectoire  de  ce 
point  est  une  cycloùie  de  base  Ox. 

Le  centre  C  de  la  roue  est  animé  d'abord  d'un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré;  on  ppul  donc  écrire  OA  =  —  at^,  a  étant  une  constante, 

tant  que  t  est  inféi  icur  ou  égal  à  T, 

Lorsque  t  est  supérieur  à  T,  on  aura 

OA  =  -^  ar  -h  flT  {t-T)  =  aT  (t~^Y 

Il  y  a  donc  lieu  de  disliiigiior  deux  cas  suivant  quo  /  est  inférieur  ou  supérieur  à  T. 
Dans  ces  deux  cas,  les  coordonnées  du  point  M  seront 

a-  =  0\  —  r  sin'i,  y  =  r  (1  —  cosoj), 


avec 


rw 


OA, 


/  «^  T.   On  a 


OA  =  4-  a,',  ...  =  ^• 


OA 

r 

(/<.. 

at 

dt 

r 

Les  coordonnées  de  M  sont  alors 

1       , 

X  =  — -  al*  —  rsm'', 

On  en  lire,  pour  les  composantes  de  la  vitesse, 
dx  di' 


\j  =  r[\  —  cos» 


Wr  =  —r-  =  at  —  rcosw  — —  =  at  (l  —  cosw)  =  'iat  sin-  — » 
dt  dt  ^  t 

du  dto  !■>  (.) 

Vu  =  —T'  =  r  s\ni->  —r~  =  at  suv»  =  iat  sin  —  cos  —  ; 


(//  '  dt 

el,  |).ir  suit»',  l'expression  de  la  vitesse  esl 


t'  =  'iat  sin 

Les  accélérations  tangonlclle  et  normale  onl  pour  valeurs 


d» 


du. 


^'  =  "rfr  =  *"'•"  T  ^  "'  '''''  7  "rfT  =  ^"  ^'"  T 


uH^ 


—  cos  — 

r  if 


4a«/»sin*—- 
^"  ~  7  ~         SAM         '-      r     ""   t 
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2°  <  >  T.  On  a  alors 

oa  =  .t(,-|). 

T  est  une  constante 

Les  expressions  des  coordonnées  de    x  et  y    sont  alors 


OA 

rfoj          aï 

0)    =    ' 

r 

dt    ~     r 

et  donnent 


on  en  déduit 


a;  =  aT  (  ^  —  —  )  —  r  sino),  y  =  )•  (1  —  cosoj), 

u^.  =  aT  —  r  cosw  -7-  =  2aT  sm*  —  » 
dt  2 

Vy  =  r  sinw  — —  =  2aT  sm  -—  cos  — -  5 
^  dt  2  2 


V  =  2aT  sin  — 

2 


Les  composantes  de  l'accélération  sont 

a«T'  0)  a«T2     .      o> 

a*T^ 

L'accélération  totale  est  constante  et  égale  à • 

r 

Hodographe.  —  Lorsque  f  <  T,  un  point  de  l'hodographe  a  pour  coordonnées 

X  =  Ux  =  2a/  sin^  -— .  Y  =  u.  =  2af  sin  —  cos  —  • 

2  ^22 

On  en  déduit 

-|-  =  tgY'  (x_aO^H-Y^-a«/2  =  0. 

Ceci  montre  que  le  point  de  l'hodographe  est  à  l'interseclion  d'un  cercle  variable,  tangent  à  Oj/  au 
point  0,  et  dont  le  centre  Oi  situé  sur  Ox  a  pour  abscisse  a^  avec  la  droite  passant  par  l'origine  et 

OJ 

faisant  avec  Oy  l'angle  —  • 

Mais  lorsque  /  ^  T,  le  cercle  (Oj)  devient  le  cercle  fixe  (O2) 

(X  — oT)2  +  Y2- a«T^  =0. 

L'hodographe  à  partir  du  temps  T  est  donc  ce  cercle  {O2). 

Comme  on  a  toujours  00,  <  OOj,  la  portion  de  l'hodographe  correspondant  à  i  <  T  sera  toujours 
comprise  à  l'intérieur  du  cercle  (O2). 

(0 

Pour  étudier  cet  hodographe,  nous  remarquons  que  X  et  Y  sont  nuls  tous  les  deux  pour  —  =  A-, 

c'est-à-dire  m  =  îk-n.   L'hodographe  sera  donc  constitué  par  une  série  de  boucles  passant  toutes  à 
l'origine,  où  elles  admettent  pour  tangente  Oy.  Une  boucle  est  parcourue  entièrement  lorsque  w  varie 

de  ^kr.  à  (2/:-t-2)TC,  ce  qui  permet  d'en  déduire  la  variation  de  t,  puisque  o>  z=  -^-  Chaque  boucle 

rencontre  Ox  en  un  second  point  différent  de  l'origine,  et  déûni  par  cos  —  =  0,  oj  =  (2A-|- 1)^.  L'abscisse 

at^ 
de  ce  point  est  alors  2at,  t  étant  déflni  par    — —  =  (2À -h  1)-. 

zr 

Lorsque  t  =  T,  le  point  II  de  l'hodographe  vient  sur  le  cercle  (Os)  au  point  I,  et  à  partir  de  cet 

instant,  il  reste  sur  ce  cercle. 
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d\ 
En  général,  le  point  1  est  un  point  aoguioux,  car  le  rapport  — —  n'a  pas  la  même  valeur  lorsque  H 

tend  vers  I  sur  le  premier  hodographe,  et  lorsque  le  point  H  est  sur  le  cercle. 

On  a  en  effet,  dans  le  premier  cas, 

a-T^ 

asin('»-+- cosw 

(/Y r 

(/X   ~     ,.  ,        a-T-'    . 

a(i  —  cos(o)  -+- smw 

r 

et  dans  le  deuxième 

dY         cos<.) 


d\         sinw 
et  ces  deux  quantités  ne  sont  égales  que  si    w  =  2A-,    c'est-à-dire  si  le  point  I  est  à  l'origine. 

Donc,  si  l'hodographe  correspondant  à  /  <T  rencontre  le  cercle  (O.)  en  un  point  différent  de 
l'origine,  c'est-à-dire  si  l'instant  auquel  la  voilure  atteint  sa  vitesse  de  régime  n'est  pas  celui  où  le 
point  M  est  en  contact  avec  le  sol,  rhodogra]ilio  présente  un  point  anguleux.  Au  contraire,  si  pour 
f  =  T,  w  =  "ili-,  les  deux  hodographes  se  raccordent  en  0,  la  tangente  en  ce  point  étant  Oy. 

G.  LACH,  à  Douai. 
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10«7:i.  —  D'un  point  P  on  m^ne  deux  tangentes  l'A,  PB  à  une  ellipse,  puis  les  normales  en  A  et  B  qui  se  coupent  au 
point  \i.  (lalculer  les  coordonnées  du  point  Q  en  fniiciion  de  celles  du  point  V.  Lieu  du  point  Q  quand  le  point  P  se 
déplace  sur  un  cercle  con(entri(|ue  a  I  ellipse  et  ayant  pour  rayon    a  +  fr. 

—  G74.  —  Le  cenlf  oscillateur  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  l'ellipse  en  un  autre  point,  P.  Trou>er  l'enTeloppe 
de  MP.  (îomhien  de  droites  Ml'  passent  par  un  point  doiiDé?  Ktant  donné  le  ]ioint  P,  déterminer  le  point  M. 

—  075.  —  Chercher  dans  une  ellipse  la  normale  la  plus  éloignée  du  rentre. 

—  (i70.  —  Trouver  dans  une  hyperbole  la  normale  de  longueur  minimum. 

—  077.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilati-res  passant  par  les  sommets  d'un  triangle. 

—  «78.  —  Soient  M  un  point  d'une  ellipse,  C  le  centre  de  courbure  correspondant,  C  le  symétrique  de  C  par  rapport 
à  M.  Démontrer  que  le  cercle  de  diamètre  MC  est  orthogonal  au  cercle  orthoptique. 

—  67ft.  —  On  donne  deux  paraboles  ayant  mi^me  axe  et  même  foyer.  En  un  point  A  de  l'une  d'elles  on  mène  la 
tangente  AT,  puis  on  mène  h  l'autre  une  tangente  perpeniliculaire  à  AT  ;  B  désignant  le  point  de  contact  de  cette  seconde 
tangente,  et  T  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes,  démontrer  que  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  T  passe  par 
le  milieu  de  AB. 

—  680.  —  Par  un  point  M  d'une  parabole  on  peut  mener  deux  normales  h  la  courbe  MN,  MN',  autres  que  celle  qui  a 
son  pied  en  M.  Trouver  l'enveloppe  de  .N.N'. 

X*      u' 

—  081.  —  On  donne  une  illii)se    _-(-_._  f  =:  0    et  une  conique  quelcon(|U)>  iC\. 

Aj  '  -i-  2Bjry  -»-  Cj/'  +  2Dx  4-  2E|/  -»-  F  =  0 
Trouver  le  lieu  du  point  P  tel  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  k  l'ellipse  soient  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
Ib  conique  H'.). 

—  082    —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  parabole  et  passant  par  son  sommet. 

—  0M:I.  —  l'nc  parabole  variable  est  liingente  h  deux  droites  fixes  rect.ingulaires  et  son  axe  passe  par  un  point  flxe.Lleu 
du  point  de  rencontre  de  l'axe  et  de  la  directrice. 

—  084.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  focal.  Une  tangente  au  cercU'  rencontre  l'ellipse 
en  deux  points   Pet  U;    trouver  le  lieu  du  milieu  de    l'U 

—  085.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  G  de  re  cercle,  et  on  considère  les  paraboles  qui  passent  au  point  0  et 
admettent  en  ce  point  le  cercle  donné  comme  cercle  de  courbure.  Lieu  du  foyer  et  du  sommet. 

—  080.  —  En  deux  points  M  et  M'  d'une  ellipse  on  mène  les  normales  qui  rencontrent  le  grand  axe  en  N  et  N  . 
Démontrer  que  les  segments  MN.    M  Y   sont  vus  sous  des  angles  égiiix  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en    M  et   M*. 
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—  687.   —  Condition  pour  que  deux  paraboles  soient  homottiétiques. 
On    donne  une  parabole  du  sommet  0    et  un  point  S    sur  l'axe,  en   dehors  de  la  parabole,   et  tel  que  la   longueur 

OS  =  a;  soit  Tinfiniment  petit  principal.  Du  point  S  on  mène  une  tangente  SM  à  la  courbe,  et  on 
considère  les  aires  engendrées  par  l'arc  OM  et  la  droite  SM  en  tournant  autour  de  l'axe  de  la  parabole. 
Trouver  l'ordre  de  grandeur  de  ces  infiniment  petits. 

_  688.  —  On  donne  une  parabole  et  une  corde  AB.  Déterminer  une  corde  CD  parallèle   à  AB  et 
telle  que  l'aire  du  trapèze  ABCD   soit  maximum. 

—  689.  —  Enveloppe  des  cercles  décrits  sur  les  cordes  focales  d'une  ellipse  comme  diamètres. 

—  690.  —  On  donne  une  parabole,  et  l'on  considère  les  normales  issues  d'un  point  P  à  cette  courbe. 
Quel  lieu  doit  décrire  le  point  P  pour  que  l'une  de  ces  normales  soit  bissectrice  de  l'angle  des  deux  autres? 

—  691.  —  D'un  point  0   on  mène  des  tangentes  à  une  ellipse  et  on  prend  les  points  A  et  B  où  ces 
tangentes  rencontrent  le  grand  axe.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'aire   du    triangle     MAB 

ait  une  valeur  donnée  ?  Où  doit-on  prendre  M  pour  que  l'aire  de  ce  triangle  soit  minimum  ? 

—  692.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  considère  les  tangentes  MA,  MB  issues  du  point  M  à  cette  courbe,  A  et  B 
étant  les  points  de  contact.  Trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  l'aire  du  triangle  MAB  soit  constante.  Expliquer  géométri- 
quement le  résultat  simple  obtenu. 

—  693.  —  On  donne  une  hyperbole  de  foyers  F  et  F  et  un  point  P.    La  droite  FF  rencontre  la  courbe  en\  A  et  B,  et 

la  droite  PF'  en  A'  et  B'.  Démontrer  que —        est  égal  à        py  ~"  ûr^     ' 

—  694.  —  On  considère  les  hyperboles  qui  ont  une  asymptote  donnée  et  sont  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un 
point  donné.  Enveloppe  de  la  deuxième  asymptote.  Lieu  des  sommets  et  lieu  des  foyers. 

—  695.   —  Trouver  dans  une  parabole  la  normale  de  longueur  minimum. 

—  696.  —  Parle  point  de  rencontre  des  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  d'une  corde  focale  on  mène  une 
parallèle  à  l'axe  focal  ;  démontrer  que  cette  parallèle  passe  par  le  milieu  de  la  corde. 

—  697.  —  On  donne  une  hyperbole  dont  l'excentricité  est  égale  à  2,  et  on  fait  passer  un  cercle  par  l'un  des  sommets 
et  le  foyer  opposé  ;  ce  cercle  coupe  l'hyperbole  en  trois  points  autres  que  le  sommet.  Démontrer  que  ces  trois  points  sont 
les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

—  698.  —  Par  un  point  d'un  cercle  qui  passe  par  les  foyers  d'une  hyperbole  on  mène  les  tang«ntes  à  cette  courbe  qui 
rencontrent  le  cercle  en  T  et  T'.   Propriétés  de  la  droite  TT'.     luunjzJuuJU-   eT    P  ^^  ' 

—  699.  —  Lieu  du  point  M  tel  que,  si  par  ce  point  on  mène  les  trois  normales  à  une  parabole  et  la  parallèle  à  l'axe, 
les  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique. 

—  700.  —  D'un  point  P  on  mène  les  tangentes  PA.  PB  à  une  elhpse  de  centre  0.  Former  l'équation  du  cercle  qui 
passe  par  les  points  0,  A,  B.   ^u.àxù!  P  *<f  i^**'  VdJU<j-U*-  ,  4^  iO  ^  c.oU  C^^joJ^  ujjl  ^  -ù.  ùUicJL  *J-  oU.  '^louuuik^  p^ 

—  701.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points  :  cas  où  l'un  des  points  est  l'orthocentre  du 
triangle  formé  par  les  trois  autres. 

—  702.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  une  conique; 

—  703.  —  D'un  point  M  d'une  parabole  on  peut  mener  deux  normales  MA,  MB,  autres  que  celle  qui  a  son  pied  en 
M.  Déterminer  le  point  M  de  façon  que  ces  deux  normales  fassent  un  angle  de  45». 

—  704.  —  On  donne  deux  points,  Mi,  Ms,  sur  la  parabole  y^  —  2px  =  0,  ayant  pour  ordonnées  yi  et  y^.  Montrer 
que  l'aire  comprise  entre  la  corde  M.Mo  et  l'arc  M, Mo  ne  dépend  que  de  y,  —  iji.  Par  le  milieu  l  de  MiMj  on  mène  une 
parallèle  à  l'axe,  qui  rencontre  la  courbe  au  point  A.  Calculer  AI  ;   comparer  à  l'aire  calculée. 

—  705.  —  Former  l'équation  réduite  de  la  courbe    x"-  —  ixy  -\-  iy-  -+-  ?x  4-  2i/  =  0. 

—  706.  —  Equation  générale  des  hyperboles  équilatcres  qui  passent  par  deux  points  fixes  et  dont  le  centre  est  sur 
une  droite  donnée.  Construire  une  hyperbole  équilatère  connaissant  le  centre  et  deux  points. 

—  707.  —  D'un  point  on  mène  les  trois  normales  à  une  parabole,  et  les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales. 
Démontrer  que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  formé  parles  tangentes  passe  par  le  sommet  de  la  parabole. 

—  708.  —  Une  droite  variable,  parallèle  à  une  direction  donnée,  rencontre  une  parabole  en  deux  points,  A  et  B.  Lieu 
du  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B. 

—  709.  —  Déterminer  la  développante  de  la  parabole  qui  passe  par  le  sommet. 

—  710.  —  D'un  point  P  on  mène  les  tangentes  PA  et  PB  à  une  hyperbole.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  P  pour  que 
les  normales  en  A  et  B  se  coupent  sur  la  courbe  ? 

—  711.   —  Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MF,  lorsque  M  décrit  une  parabole  de  foyer  F. 

—  712    —  Lieu  des  foyers  des  coniques  ayant  une  directrice  donnée  et  passant  par  deux  points. 

—  713.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  un  foyer  donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée. 

—  714.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  passant  par  deux  points  A,  B  et  tangentes  à  une  droite  parallèle  à  AB. 

—  715.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P;  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  MP  soit  perpendiculaire  à  la 
polaire  du  point  M. 

—  716.  —  Le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une  elhpse  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point  P.  Existet-il  des 
points  M   tels  que  MP  passe  par  un  foyer  F  ?    Déterminer  les  rayons  vecteurs  FM   et   FP. 

—  717.  —  Enveloppe  d'une  corde  d'une  elhpse  qui  est  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant.  ♦ 

—  718.  —  Deux  hyperboles  équilatères  sont  telles  que  les  asymptotes  de  l'une  soient  les  bissectrices  des  asymptotes 
de  l'autre.  Montrer  que  ces  hyperboles  se  coupent  à  angle  droit. 
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—  7IÎ).  —  Lieu  desiommets  des  rectangles  construits  -ur  les  axes  des  coniques 

ix-  -hiy^  -+-  2xy  -*  2aj  —  _'>.y-t-  ).'-»-  1  =  0,  quand  X  varie. 

—  720.  —  li'un  point  P  on  mène  les  tangentes  PM.  PM  à  une  parabole,  et  on  considère  le  point  Q,  point  de  concours 
des  hauteurs  (lu  tiiangle   PMM'.  Démontrer  que  le  milieu  de   Pn  est  sur  la  directrice. 

III-  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  721.  —  Former  l'équation  de  la  surface  engendr.'e  jiar  la  courbe  j  =  sin  ;,  y  =  0  en  tournant  autour  de  0:. 
TrouTer  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallulemenl  à  la  direction  a,  ?,  -f.  Projection  de  cette  courbe  sur  le 
plan  des  xy.  Cas  particulier  :     a  =  ^  =  y. 

—  722.  —  On  donne  dans  l'espace  une  droite  D,  un  plan  P  et  un  point  A  dans  le  plan  P.  Une  droite  variable 
&    tourne  dans  le  plan    P   autour  du  point    A.    Etudier  la  surface  engendrée  par  la  perpendiculaire  commune  à   D  et   A. 

>]  (> 

—  72a.  —  Déterminer  le  plan  osculaleur  en  un  point  de  la  courbe    x  =  t v  =  l*,    z  =  l-+— •      Cosinus 

3   •     ■  3 

directeurs  de  la  normale  à  ce  plan.  Hayon  de  courbure. 

—  72'*.  —  Former  l'équation  du  cylindre  de  révolution  (|ui  a  pour  rayon    1    et  dont  l'axe  a  pour  équations 

x-+-y—  23-(-l  =  0,     X  —  2j/-(-:  —  2=0. 

—  725.  —  Rectifier  la  courbe  j-  =  a  cos  /,  y  =  afmt.  z  =  b  cli  —  Montrer  que  ses  tangentes  »ont  tangentes 
k  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine. 

—  726.  —  Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    x  =  t-,    y  =  t^,    z  =  t'. 

—  727.  —  Montrer  que  la  surface    x' -^  y* -h  z*  —  Zxiiz  =  a'    est  de  révolution.  Construire  la  méridienne. 

—  728  —  Déterminer  les  droites  situées  sur  la  surface  x*  -+-  y'  -i-  c'  =  a'.  Par  la  droite  D  .r  -t-  y  =  0,  r  =  o) 
on  mène  un  plan  qui  coupe  la  surface  suivant  la  droite  D    et  une  conique.  Lieu  du  centre  de  la  conique. 

x'  r' 

—  729.  —  On  considère  la  courbe    y  =  —  ,      =  =   -g"      et  un  point    M  de  cette  courbe.  Calculer  la  longueur  de 

l'arc  OM.  l'aire  engendrée  par  cet  arc  tournant  autour  de  Or .  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'arc  OM 

—  730  —  On  coupe  la  sphère  x'  -t- y'  -i-  r*  =  a'  par  le  cylindre  x'  +-  y'  —  ax  =  0.  Calculer  l'aire  du  cylindre, 
comprise  à  l'intérieur  de  la  sphère. 

(.4  tuivre.) 


-♦♦«- 
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2564.  —  Kn  un  point  M  de  la  parabole  ;/'  —  2/*.'  =  0  (axes  rcclangulaires)  on  nièno  la  normale  qui 
rencontre  Oj-  au  point  .N,  ol  on  .suppose  que  le  point  .M  se  déplace  sur  la  parabole  de  façon  qu'à  chaque  instant 
son  accélération  normale  soit  le  vecteur  .M.N.  A  l'instant  t  =  0,  le  point  .M  est  k  l'origine  0,  et  quand  l  croit, 
l'ordonnée  de  M  commence  par  croître. 

io  Calculer,  en  fonction  de  t,  les  coordonnées  .- ,  //  du  point  .M,  et  la  longueur  de  l'arc  OM. 

2*  Démontrer  que  le  veclear  accélération  totale  enveloppe  une  courbe  algébrique  de  troisième  classe,  et 
construire  cette  courbe. 

3»  On  considère  un  axe  0.-  perpendiculaire  au  plan  .'Oy.  et  sur  la  parallèle  à  0;  menée  par  M,  on  prend 
un  point  P  dont  la  cote  z  est  une  fonction  du  temps.  Déterminer  cette  fonction  de  manière  que  l'accélération 

totale  du  point  P  rencontre  constamment  0.'-.  On  supposera  qu'à  l'instant  /  =  0,  ;  et  —^  sont  égaux  i 
;>,  paramètre  de  la  parabole. 

4*  Démontrer  que  la  trajectoire  du  point  P  est  une  courbe  nnicursale  du  quatrième  degré,  et  construire  ses 
projections  sur  les  plans  de  coordonnées.  Former  l'équation  générale  des  quadri(iues  passant  par  cette  courbe, 
el  discuter  la  nature  de  ces  surfaces. 

S»  Parmi  les  quadriques  il  y  a  une  infinité  de  paraboloides  qui  ont  pour  axe  O.--.  Séparer  sur  cet  axe  les 
somniet.s  des  paraboloides  elliptiques  el  hyperboliques.  On  se  donne  un  point  A  sur  O.r.  d'abscisses,  sommet 
d'un  paraboloide  elliptique.  Montrer  que  ce  paraboloïde  est  bien  déterminé  el  calculer  le  volume  limité  par 
ce  paraboloïde  et  le  plan  yOt.  G.  P. 

2605.  ■—  |o  On  considère  deux  polynômes  1'  ■■>  et  n  ^j-)  ordonnés  par  rapports  aux  puissances  croissantes 
de  r,  el  non  nuls  pour    r  =  0.    On  divise  ainsi  1'  (.r)  par  Q   x)  el  on  obtient  la  série 

S  (x^  s  flo  -♦-  OiX  -4-  r7jx*  H-  ■■•  -I-  flii-ia:"— t  -<-■•• 
Soient  S.  (r)  la  somme  des  »i  premiers  tonnes  de  celle  série  el  Rn  (.>  )  le  reste.  .Montrer  que  le  produit  de  S,  (x) 
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par  Q  {X),  diminué  de  P  {x),  est  un  polynôme  entier  divisible  par  x".  En  conclure  que,  dans  son  domaine  de 
convergence,    (—  R,  -+-  R)    la  série  S  {x)  représente  le  quotient  de  P  (a?)  par  Q  ix), 
2°  On  considère  la  fonction 

y  z=  x-e    —  x^  —  X -—  • 

^  2 

Calculer  »/,  y",  y"'  et  étudier  les  variations  de  y.  Tracer  la  courbe  représentative  et  construire  la  tangente 

au  point  d'arrêt.  E.  II. 


DEUXIEME    PARTIE 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE 


Concours  de  1920. 
2470.  —  1°  Étudier  la  famille  des  courbes 


,2 


(*)  0  sin  (0  H sin  u)  —  a  =  0, 

? 
a  désignant  un  paramètre  variable. 

2°  Soit  V  l'angle  que  fait  en  un  point  la  tangente  à  la  courbe  Ici.')  avec  le  rayon  vecteur. 

to- V 
Démontrer  qu'en  tout  point  de  rencontre  des  courbes  (a)  avec  le  cercle     0  =  b     le  rapport  -^ —  ne  dépend 

que  de  —• 

Calculer  V  en  particulier  pour  les  points  de  rencontre  des  courbes  (a)  aoec  le  cercle    p  =  a. 

3°  On  considère  la  famille  de  courbes 

a- 
(p)  p  ces  w ces  w  —  3  =  0. 

0 

Démontrer  que  les  familles  (a)  et  (3)  sont  orthogonales. 

4.  L'équation  de  la  courbe  (a)  ne  change  pas  si  l'on  change  a  en  — a  et  p  en  — p;  par  suite,  à 
deux  valeurs  opposées  de  a  correspondent  deux  courbes  symétriques  par  rapport  au  pôle.  On  peut  donc 
se  borner  au  cas  où  a  est  positif. 

Résolvons  l'équation  par  rapport  à  sin  10,  nous  avons 

sin  tu  =  /"(p), 

en  posant  f{z)  =  — — ■ — -■ 

P    — i—  tt" 

A  toute  valeur  p^  de  p  correspond  une  valeur  de  sinw,  f{p,^),  et  si  cette  valeur  est  comprise  entre 
—  1    et    -ni,    il  lui  correspond  une  infinité  de  valeurs  de    w,     2Â:- -i- 9     et    (-2Ar-h  l)r  —  o,     ç  étant 

la  valeur  comprise  entre —    et    -h-r*    Tous  les  points    w  =  2/>- -f- cp,     ?  =  p^    sont  confondus 

avec  le  point  M  (<?,  p„),  et  tous  les  points  w  =  (2/:-f-  1)t:  —  ç,  p  =  p,,  avec  M'  (-  — 0,  Po).  et  les 
points  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport  à  Oy.  On  peut  donc  se  borner  à  construire  le  lieu  du 
point  M. 

D'autre  part,  si  on  change  p^  en  —  p„  o  se  change  en  —  o,  et  les  deux  points  (o,  p„)  et 
( —  <f,  —  Po)     sont  encore  symétriques  par  rapport  à  Oy . 

Donc,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffira  de  faire  varier  p  de  0  à    -i-oo  ,     et  d'étudier  la  valeur 

correspondante  de  o,  qui  est  comprise  entre  — -«■  ^^  ~^T  e^  fï"i  ^  PO'""  sinus  /"(p);  or  construira 
l'arc  de  courbe  défini  par  cette  variation,  puis  on  prendra  l'arc  symétrique  par  rapport  à  Oy. 
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On  a 


rw=;ï'-^'' 


et  on  en  déduit  les  variations  de  f\p),  ou  de  sin-f 


(p»  -h  a»y' 


P 


^         Ta 


\ 


Pkrmier  cas.  —  Supposons    2-<*.     a  <  2a 


—  est  le  sinus  d'un  angle  0  compris  entre  0  et  -^  ;  on  en  déduit  les  variations  de  ?  : 

0  a 


-h  X 


0         /         «         \         0 

Nous  obtenons  la  branche  de  courbe  OAB,  le  point  A  ayant 
pour  coordonnées     to  =  0,     p  =  a.     La  courbe  est  tangente  en  0 
à  l'axe  polaire,  et  admet  une  branche  infinie  AB  dont  la  direction 
-c  asymptotiquô  est  Ox. 

L'anjçle  V  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  donné 


pdu> 
par  la  formule     tg  V  =  -r-.     et  comme  on  a 
ap 


COSwrfu)  =  /'(p)rfp  =  Ti Ti''?' 


on  en  dé;luit  «o  ■  —  ,, .  ,   „inj  „„„  . 

■^  (p' -H- a')' cos  w 

Au  point  A  (oj  =  e,  p  =  a),    tgV  est  nul,  donc  la  tangente  en  A  est  le  rayon  vecteur    w  =  0. 

Examinons  si  la  branche   AB  admet  une  asymptote.  Nous  cherchons  la  limite  de    psinw,    ou 

de     -^ quand  ?  croit  indi-finimcnt.  Cette  limite  est  égale  à  a,  donc  il  y  a  une  asymptote,    »/  =  «. 

.1  _i_  /lï      • 


p--t-  a 

On  a  en  outre 


a-/' 


1/  —  a  =  p  sin  i»  —  a  =  -j— ^ 


par  suite,    y  —  «    est  négatif,  et  la  courbe  est  au-dessous  de  son  asymptote- 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  ii  Oy,  un  a  la  figure  ci-dessus. 

t 
Deuxième  CAS.  —  Soit  maintenant    .t->1.     ^>'in- 

'•2a 

Dans  ce  cas,  il  existe  deux  valeurs  de  p,   p,  et  p.,  séparées  par  a,  pour  lesquelles  /"(j)  prend  la 
valeur  1  ;  Pi  el  Pj  sont  racines  de  l'équation 


p'H-a 


=  «, 


ou 


0»  -  ao  -H  n»  =  0. 


Pour  (|uo  fip)  soit  plus  petit  que  1,  il  tant  faire  varier  p  dans  les  intervalles    (0,p,)    et    (p..    -hoc), 


On  a  alors  le  tableau 


P 

0 

Pi 

Pï 

-h  00 

f(?) 

0 

/ 

\ 

i 

\ 

0 

o 

0 

/ 

1 

r 

\ 

0 

et  la  combe  ci-contre,  les  points    A,,   A,    correspondant  à  p, 
et  Pj   Eu  ces  doux  points,  cos  «u  est  nul  et  V  est  t>i.Ml  à   -^  ;    la  tang<Hile  est  perpendiculaire  à    Oy. 
L'asymptote  est  toujours    y  =  a. 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE 


87 


Troisième  cas.  —  Supposons  enfln    =  i,     a  =  2a. 

2a 

Nous  avons 


y 

^ 

)^^— 

B 

r 

Vt 

0 

X 

? 

0 

a 

-f- 

n?) 

0    / 

1 

\ 

o 

0    / 

\ 

00 

0 

0 
et  nous  obtenons  la  branche  de  courbe   OAB. 


Cherchons  la  tangente  au  point    A[w  =  — ,    p  =  a 


Nous  avons 
Or 


,_    .2ap(a^-p^) 
^  (p2  _^  ay  ces  0. 


COS'   to 


\  —  Sin2  (Si  =  l — — -  =  — L^,      cos  w  =  J L_% 

puisque    cos  w  >  0.     On  en  déduit 

tg  V  =  e  .  -         '       , 

p'  -+-  a^ 

e  =  ±  1     et  ayant  le  signe  de    a*  —  p^- 

Donc,  si  p  tend  vers  a  par  valeurs  inférieures,  tg  V  a  pour  limite  i,  et  V  a  pour  limite  —  .    nous 

4 
obtenons  la  tangente   AT   à  la  branche   OA  ;    si    p   tend  vers   a   par  valeurs  supérieures,    tg  V  a  pour 

limite    —1,     et  V  a  pour  limite    — — .     ce  qui  donne  la  tangente  AT',  symétrique  de  AT  par  rapport 
à    Oy. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  cette  courbe  est  une  strophoïde  droite. 

2.  On  a 

tg  V  ap(a2  —  p2)  a2  —  p2 


tg  o)  (p'  -ha^y  sin 


et,  pour    p  =  b. 


tgv 

te:  w 


^-' 


l 


Pour    b  =  a,    tg  V    est  nul,  la  tangente  est  le  rayon  vecteur. 
3.  Pour  les  courbes   (a),    on  a  trouvé 

tgV=        ''K"— P^)        ; 
^  (a2  -h  p«)î  cos  co 


pour  les  courbes  ([3),  un  calcul  analogue  donne 


On  en  déduit 


tg  V.  = 
V  tg  V,  = 


Pp(a'-hp^) 
(a^  —  p^y  sin  w 

«?P^ 


(a*  -h  p^](a*  —  p'^j  sin  w  cos  w 
ou,  en  remplaçant    sin  to    et    cos  w    par  leurs  valeurs  tirées  respectivement  des  équations  (a)  et  (P), 


tgVtgV.  =  -1, 


ou 


V.  =  V  +  - 


MUSSEL. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Raymond  Chirol,  à  Saint-Etienne  ;  C.  Delvoy  ;  A.  Hutinel,  à  Cannes  ;  A.  Mouilley,  à  Brage- 
logne  (Aube)  ;  A.  Pbtrus,  lycée  de  Dijon;  Marcel  Yassecr.  à  Calais. 
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2471.  —  On  donne  un  cercle  C  dans  un  plan  horizontal  xOy.  Par  un  point  0  de  ce  cercle  on  mène 
une  perpendiculaire  0:  au  plan  xOy. 

Par  0  on  mène  uw  sécante  OM    el   sur  Oz  on  porte    OP  =  OP'  =  OM, 
el  on  trace  MP  et  Ml* . 

1"  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  les  droites  MP  et  MP' 
quand  le  point  M  décrit  le  cercle  C. 

2"  Etudier  les  sections  horizontales  de  la  surface  S. 

3"  Par  chaque  point  P  i7  passe  deux  génératrices  reclilignes  de  la  surface  S. 

Démontrer  que  leur  plan  coupe  la  surface  suivant  une  conique. 

Celte  conique  se  trouve  sur  le  cylindre 

x*-hy^  =  ÔM*. 
Trouver  le  lieu  des  centres  et  des  sommets  de  la  conique  quand  le  point  M   décrit  le  cercle  C. 

Solution  sommaire.  —  1"  Diamètre  du  cercle  sur  Oj/,  OA  =  a.    Angle  de  OM  avec  AO,   AOM  =  o  ; 

OM=acoso.     Coordonnées  de  P: 

.r    =  0,    V    =  0,     :    =  a  cos  o. 

Coordonnées  de  M  : 

.T    =  a  cos 'y  sin  : ,    y    =acos'':p,     :    =  0. 

X               y 
La  droite  PM  a  pour  équation      — : =  =  a  cos  ç  —  :. 


sinç         cos? 
L'élimination  de  9  est  facile  et  donne  l'équation  de  la  surface  : 
(!)  ;^.^_J^^)^._(a:»^_J/2_ay)»  =  0. 

Les  plans     :  =  0,    x  =  0    sont  des  plans  de  symétrie.  Cette  surface 
est  donc  aussi  le  lieu  de  P'M.  Elle  admet  Oz  pour  ligne  double,  ainsi  que  le  cercle  C. 

2"  Si  on  coupe  par  le  plan     z  =  h,    on  obtient  la  section 

(x«  -+-  t/*  —  ay,-  —  h^(x^  -h  y')  =  0. 
C'est  un  limaçon  de  Pascal,  qui  a  un  vrai  point  double  si    |  /i  |  <  o,     un  point  double  isolé,  si 
I  /i  I  >  a    et  un  point  de  rebroussement  si   \  h  \  =  a.     Le  lieu  des  points  doubles  est  Os. 

3"  Les  doux  génératrices  issues  du  point  P,  PM  et  PM',  sont  symétriques  par  rapport  au  plan 
yOz;  le  plan  (jui  les  contient  est  le  plan  proj«>taiit  PM  sur  le  plan  des  jy:  ;  ce  plan  a  pour  équation 
y  =  {a  cos  v  —  :)  cos  <?  ;     tirons  z  de  cette  équation  : 

a  COS''  f  —  y 

z  =  -^-^^—^—^^—  y 

COSç 

et  portons  dans  l'équation  de  la  surface  ;  nous  aurons 

(x*  -H  y*){a  cos*  «p  —  1/)"  —  cos'  (s(.r*  -\-  y-  —  oyY  =  0  ; 
puis  j/»(x*  -h  y^)  —  cos*  ^x*  -f-  y*)-  -+-  a'  cos*  ?(x*  -+-  j/*)  —  a*i/'  cos*  y  =  0. 

Ccllo  équation  devient 

(x*  -f-  »/*)(j/*  sin*  o  —  X*  ces*  'i)-ha*  cos*  <5>(x*  cos»  o  —  y*  sin*  ç)  =  0  ; 
elle  se  décompose  en 

X*  cos*  <i  —  »/*  sin*  ?  =  0, 
qui  représente  les  projections  des  deux  droites  PM  et  PM',  et 

a* -+- j/*  —  rt*  cos*  «p  =  0, 
qui  représente  le  cercle  indiqué  dans  l'énoncé. 

La  section  de  la  surface  par  le  plan  envisagé  est  donc,  en  dehors  des  deux  droites  PM  et  PM', 
l'ellipse  qui  a  pour  équations 

X*  -f  y*  =  a*  ces*  <f ,  ;  cos  <f  =  a  cos*  ?  —  y. 

Le  lieu  des  centres  est  Os. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE  89 


Le  grand  axe  est  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan,  dans  le  plan  j/Oz  ;  les  sommets  sont  sur 
la  droite  x  =  0,     y  =zha  cos  tp     et  le  plan  ;  leur  lieu  est  le  couple  de  droites     x  =  0,±z  =  y  —  a. 
Les  somuiets  du  petit  axe  sont  dans  le  plan    y  =  0  et  le  lieu  se  compose  des  deux  droites 

y  =  0,  z  =  ±a?. 

Marcel  WINANTS,  à  Liège. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Hdtinel;  C.  Lopard,  à  Dijon  ;  Mussel  (a  donné  en  plus  une  solution  géométrique)  ;  A.  Pétris, 
à  Dijon  ;  M.  Roux  ;  G.  R.  à  Paris  ;  R.  Chirol,  à  Saint-Etienne. 
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2421 .  —  Dans  le  plan  horizontal  de  cote  zéro  est  un  premier  cercle  de  rayon  60"™. 
Dans  le  plan  de  cote  45™™  est  un  deuxième  cercle  de  rayon  25™". 
Dans  le  plan  de  cote  70™™  est  un  troisième  cercle  de  rayon  45™". 
Les  centres  de  ces  trois  cercles  sont  sur  la  verticale  {z,  z'). 

Un  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  son  cercle  de  gorge,  qui  est  le  deuxième  cercle,  et  par  un 
parallèle,  qui  est  le  premier  cercle.  Cet  hyperboloïde,  limité  aux  plans  de  cotes  Q  et  45™™, 
est  supposé  plein  et  opaque. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  est  défini  par  son  équateur,  gui  est  le  troisième  cercle  ; 
et  par  un  parallèle,  qui  est  le  deuxième   cercle  ;  il   est  réduit  à    sa  surface   supposée 
~u)        y     opaque,  et  est  limité  aux  plans  de  cotes  45™™  et  70™™, 
On  demande  les  projections  de  cet  ensemble. 
On  déterminera  ensuite   les  ombres  propres  et  portées,   les  rayons  lumineux  étant 

^'  parallèles  à  la  frontale  (L,  L'). 

[Ecole  Centrale,  1920.) 

La  mise  en  place  du  sujet  ne  comporte,  dans  le  plan  horizontal,  que  le  tracé  de  trois  cercles  concentriques. 
Dans  le  plan  vertical,  nous  avons  deux  contours  apparents  :  1°  une  hyperbole,  définie  par  ses  sommets  réels 
situés  aux  extrémités  du  diamètre  frontal  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde,  et  les  asymptotes,  projections 
des  génératrices  frontales;  2°  une  portion  d'ellipse,  dont  on  connaît  le  grand  axe  e'f  et  deux  points  a'  et  b'. 
On  peut  construire  cette  courbe  à  l'aide  du  cercle  homographique. 

Nous  allons  déterminer  successivement  les  diverses  ombres. 

L  Ombres  portées  à  l'intérieur  de  la  cavité.—  Le  demi-cercle  de  gauche  de l'équateur  (w,  w')  de  l'ellipsoïde 
porte  une  ombre  limitée  par  trois  arcs.  1"  Sur  le  plan  horizontal  qui  forme  le  fond  de  la  cavité  nous  avons 
un  arc  de  cercle  ai^i,  ombre  de  l'arc  a^^  dont  il  est  la  projection  oblique,  faite  parallèlement  aux  rayons 
lumineux.  L'ombre  du  centre  étant  formée  en  [b,  b'),  nous  n'aurons  qu'à  décrire,  de  b  comme  centre,  l'arc  de 
cercle  ai  Pi  dont  le  rayon  est  égal  à  celui  du  cercle  supérieur.  2»  Le  reste  du  contour  de  l'ombre  est  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  et  du  cylindre  lumineux  dont  la  directrice  est  le  cercle  (w,  oj').  Les  deux  quadriques 
ont  en  commun,  outre  ce  cercle,  une  ellipse  qui  le  rencontre  au  point  le  plus  en  avant  et  au  point  le  plus 
en  arrière  de  l'ellipsoïde.  Elle  est  projetée  horizontalement  suivant  l'ellipse  de  grand  axe  gh,  que  l'on  peut 
construire  aussi  au  moyen  de  son  cercle  homographique.  Les  mêmes  tracés  s'interprètent  plus  directement 
comme  conduisant  à  l'ombre  port-^e  sur  le  plan  de  la  courbe,  substitué  à  la  surface  courbe.  C'est  ainsi  que 
nous  avons  indiqué  la  tangente  en  «i. 

IL  Ombre  propre  de  l'ellipsoïde.  —  Le  cylindre  circonscrit  parallèle  aux  rayons  lumineux  a  pour  courbe 
de  contact  une  ellipse,  dont  la  moitié  inférieure  constitue  le  contour  de  l'ombre  propre  sur  le  côté  extérieur 
de  la  surface.  Elle  est  située  dans  un  plan  de  bout,  et  se  projette  verticalement  suivant  le  demi-diamètre  w'  ^' 
conjugué  des  cordes  parallèles  aux  rayons  lumineux.  On  peut  rappeler  horizontalement  à  l'aide  des  parallèles 
de  l'ellipsoïde,  projetés  en  vraie  grandeur,  et  déterminer  les  tangentes  aux  point.s  obtenus.  Nous  n'avons  pas 
reproduit  ces  détails,  qui  ne  concernent  d'ailleurs  qu'un  arc  de  (-ourbe  caché. 

III.  Ombres  portées  sur  le  plan  horizon'al  de  projection.  —  La  portion  droite  de  Féquateur  de  l'ellipsoïde 
donne,  comme  ombre  portée,  un  demi-cercle  égal  gi  fi  hi,  construit  à  l'aide  de  l'ombre  (oji,  «u,')  du  centre.  A 
gauche,  nous  aurons  une  portion  d'ellipse,  projection  oblique  de  l'ombre  propre  de  l'ellipsoïde.  Non»  aurions 
pu  la  construire  par  points  et  par  tangentes  ;  mais  il  nous  suffira,  vu  surtout  le  peu  d'importance  des  arcs  à 
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tracer,  de  rtMiiarqucr  que  r<'llipsc  dont  il  sagil  a  |»<»iir  petit  axe  </i'<,.  et  pour  loyer  lombre  virtuelle  <p,  du 
sommet  intérieur  de  rdlipsoïde.  Car  le  plan  tang-'iit  en  ce  point  coupe  la  surface  suivant  un  cercle  de  rayon 
nul.  hitangent  à  la  section  faite  dans  le  cylindre  circonscrit;  et  celle  propriété  se  conserve  dans  la  projection 
oblique. 


fichelU:  — 
5 


IV.  Ombre  portier  sur  l'htjprrholotdc.  —  La  dernière  ellipse  rencontre  la  base  de  l'Iiyperboloïde  en  dos 
points  X  et  ^.  En  ces  points,  l'ombre  se  brise  et  s'arli(>ve  sur  l'hyperboloïd»'..  L'arc  qui  reste  A  tracer  sur  celte 
surface  est  la  seule  partie  un  |)ru  importante  de  l'épure. 

Nous  abandonnerons  l'onibre  |)ropre  de  rellip><Mi(le.  et  nous  la  remplacerons  par  sa  projection  oblique  sur 
le  plan  horizontal,  susceptible  (fèlre  construite  avec  beaucoup  de  précision,  au  moyen  de  ses  proprict(>s  focales. 
Nous  chercherons  alors  l'ombre  virtuelle  de  celle-ci  sur  l'hypcrboloïdc.  C'est  le  problème  de  l'intersection 
d'une   surface  de  révolution  îi  axe  vertical   et  d'un  cylindre  h.  base  horizontale  ;  nous  combinerons  donc  la 
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méthode  des  plans  sécants  horizontaux  avec  les  projections  obliques,  et  nous  n'insisterons  que  sur  deux  détails 
de  la  projection  verticale. 

1°  Au  point  d'arrêt  yi'.  la  tangente  est  obtenue  par  une  application  du  théorème  de  Meusnier,  comme  dans 
le  cas  de  deux  surfaces  de  révolution.  La  normale  à  la  méridienne  de  Thyperboloïde  rencontre  l'axe  en  un  point 
V  qui  représente  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  située  dans  un  plan  de  bout.  Daulre  part,  soit  A, 
le  centre  du  cercle  osculateur  à  l'ellipse  de  base  du  cylindre  au  point  le  plus  a  gauche  ;  c'est  la  projection 
horizontale  du  centre  de  courbure  (Aj,  K^]  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  à  la  génératrice  de  contour 
apparent  (y,  •{)  au  point  oii  elle  perce  le  plan  horizontal.  Par  une  translation,  on  en  déduira  le  centre  de 
courbure  correspondant  [h,  k')  pour  le  point  (yi,  y'i)-  La  tangente  y'jO'  sera  perpendiculaire  à  la  droite  A7'. 

2°  La  courbe  d'ombre,  dans  l'espace,  est  une  quartique  gauche  symétrique,  projetée  verticalement  suivant 
une  conique;  c'est  une  hyperbole  dont  on  construit  facilement  les  asymptotes  en  procédant  comme  on  a 
rhabitude  de  le  faire  pour  les  surfaces  de  révolution.  Remplaçons  l'ellipsoïde  donné  par  un  ellipsoïde  homothé- 
tique  inscrit  dans  l'hyperboloïde  suivant  son  cercle  de  gorge.  Le  cylindre  circonscrit  à  cet  ellipsoïde  auxiliaire, 
et  parallèle  au  proposé,  coupe  l'hyperboloïde  suivant  deux  ellipses  situées  dans  des  plans  de  bout,  et  les  traces 
verticales  de  leurs  plans  donneront  les  directions  des  asymptotes  demandées.  On  aura  un  point  de  chacune  de 
ces  asymptotes  en  prenant  l'intersection  de  la  projection  de  l'axe  du  cylindre  lumineux  avec  le  diamètre  de 
l'hyperbole  méridienne  conjugué  de  la  direction  correspondante. 

Il  s'agit  de  simplifier  autant  que  possible  les  constructions.  Une  seule  génératrice  de  contour  apparent  du 
cylindre  auxiliaire  suffira  pour  déterminer  les  directions  asymptotiques.  Car  on  n'aura  qu'à  joindre  au  centre 
de  l'hyperbole  méridienne  les  points  où  elle  est  coupée  par  cette  droite.  Nous  nous  dispenserons  de  construire 
une  nouvelle  ellipse,  et  nous  transformerons  par  homothétie  la  génératrice  (y,  y')  du  premier  cylindre,  le  centre 
étant  déterminé  sur  l'axe  de  l'hyperboloïde  parla  droite  qui  joint  les  sommets  homologues  a' et  e'.  Pour  la 
clarté,  nous  n'avons  pas  reproduit  toutes  les  constructions. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  l'ombre  propre  de  l'hyperboloïde,  qui  est  absorbée  dans  l'ombre  portée  par 
l'ellipsoïde.  L'hyperboloïde  ne  donne  donc  pas  d'ombre  sur  le  plan  horizontal. 

J  .     Lj. 
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2391.  —  Détermination  de  la  densité  de  vapeur  d'un  liquide  par  la  méthode  de  Meyer.  On  laisse  tomber 
une  ampoule  pleine  du  liquide  dans  un  réservoir  à  air  plongé  dans  une  enceinte  maintenue  à  température 
constante  dans  la  vapeur  de  l'eau  en  éhullition  sous  la  pression  atmosphérique . 

La  méthode  de  pesée  à  charge  constante  appliquée  à  cette  ampoule  vide  puis  pleine  a  donné  pour  la 
masse  liquide  le  nombre  0.9,080. 

Le  volume  d'air  recueilli  dans  l'éprouvette  graduée  reposant  sur  la  cuve  à  eau  est  de  60°"™^  ;  la  pression' 
atmosphérique  est  de  77cni  de  mercure  et  la  température  de  l'eau  de  20*^. 

i"  Calculer  la  valeur  .de  la  densité  de  vapeur  fournie  par  ces  mesures. 

Masse  du  litre  d'air  à  0°  et  76'=°'  :  1,293. 

Tension  maximum  F  de  la  vapeur  d'eau  à  20"  :  F20  =  l'=™,7, 

2°  Si  l'on  admet  que  : 

a.  —  La  température  de  la  cuve  à  eau  est  connue  à  O^.S  près  ;  F  à  15"  =  l'"",2  ;    F  à  25"  =  2"", 3  ; 

b    —  La  lecture  du  volume  est  faite  à  0cm^,2  près  ; 

c.  —  A  chaque  équilibre  de  la  balance  l'erreur  absolue  possible  est  de  —milligramme  ; 
On  demande  de  déterminer  l'ordre   de  grandeur  de   l'erreur  due  à  chacune  de  ces   trois  causes  sur  le 
résultat  final  et  V approximation  avec  laquelle  est  connue  la  densité. 
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1°  La  densité  est  égale  au  rapport  — -  des  masses  de  volumes  égaux  de  vapeur  et  d'air  dans  les 

m 

m/ïmes  conditions  de  température  et  de  pression.  Or  la  masse  m'  de  l'air  déplacé  par  la  vapeur  se 

calcule  par  la  formule 


" 

\ 

m  -va  ^^ 

76    m 

a  ^ 

a      V 

\   -h  Oit 

i  -+-  a/ 
H 

d'où  la  densité 

Ici,  les  valeurs  numériques  sont  :     m  =  0,080,     t)  =  60,     a  =  0,001293,     II  =  77  —  i,~  =  75,3, 
1 


a  = 


-.     <  =  ?0    et  le  calcul  donne 


273 

m'  =  0,0716  d'où  d  =  1,12 

2"  L'erreur  relative  du  produit  qui  représente  l'expression  de  d  est  égale  à  la  somme  des  erreurs 
relatives  de  chacun  de  ses  facteurs.  Voyons  chacune  de  ces  erreurs. 

Une  erreur  de  —  mg    sur  chaque  énuilihro  do  la  balance  peut  produire  une  erreur  de  1  mg  sur  le 

poids  mesuré,  donc  uno  frrcui  relative  de    —  =  0,0125. 

0  2 
Une  erreur  de  (^""',2  sur  la  lecture  du  volume  donne  une  erreur  relative  de  — '—  =  0,00.33. 

60  ' 

Une  erreur  de  0",5  sur  la  lecture  de  la  température  occasionne  pour  le  facteur     1  -+■  al     une  erreur 

(),r)a  0,.'} 

égale  il  0,.')a,  donc  uno  orrrur  n  la'ive    — =  — — -  =  0,0017.    Mais  en  même  temps,  la  variation  de 

F,  dans  le  voisinagn  do  :J0<»,  étant  de  l"",  1  pour  10",  serait  de    — —    pour  0°,5  et  il  en  résulterait,  pour 

l'évaluation  de  II,  uno  erreur  relative  de   — — -—  =  0,0007     qui  s'ajouterait  à  la  précédente. 

La  sommo  do  loutos  ces  erreurs  relatives  est  0,0182  et  correspond,  pour  une  densité  voisine  de 
1,12,  à  une  erreur  absolue  égale  à  0,0182  x  1,12  =  0,02.  On  ne  peut  donc  répondre  qu'à  2  unités 
près  du  second  chiiïre  décimal. 

Solution  incomplète  de  M.  Marcel  MIiran,  à  Ratna  (Algérie). 


2392.  l  ne  solulinn  d'ufihydvidc  arsémeux  fsl  telle  t/u'on  l'utilise  dans  les  Inhorntoires  pour  certains 
titratf^s. 

On  expliquera  et  on  formulera  les  réactions  produites  quand  on  la  traite  par  chacun  des  cinq  corps 
suivants  :  [»  du  chlore  ;  l"  de  l'oxi/ijt'-ne  ozonisé  ;  '.i°  de  l' hydrogène  ntnssa)it  ;  \°  de  l'acide  sulfhydrique  ; 
6°  du  permanijanate  de  potassium. 

Ceci  /(lit,  on  calculera  les  volumes  de  chlore,  d'ozone,  d'hydrogène,  d'acide  sulfhydrique  et  le  poids  de 
pe.rmiuigitnute  de  potassium  qui  devront  être  employés  dans  ces  réactions,  si  l'on  admet  que  la  solution  donnée 
contenait  dans  chacun  des  cas  un  gramme  d'aohydride  arsénieux. 

1"  Le  chlore,  agissant  comme  oxydant  au  contact  de  l'eau,  se   change  en   acide  chlurhydrique, 
tandis  que  l'anhydride  arsénieux  est  transforme  en  acide  ar^énique  : 
(!)  Âs'0»-i-2IP()   f  2(:i'  =  As»()' 4-  'i  IICI. 

2"  L'ozone,  par  le  tiers  do  l'oxygène  qu'il  contient,  change  de  môme  l'anhydride  arsénieux  en  aride 
arséniqun  : 

(«)  As»0»  -h  2  0'  =  As'O»  -h  2  0«.  v 
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3°  L'hydrogène  naissant  s'unit  aux  deux  éléments  de  Tanhydride  arsénieux  pour  donner  de  l'hy- 
drogène arsénié  et  de  l'eau  : 

(3)  As='05-^6H2  =  2AsH'  +  3H20. 

-    4"  L'acide  sulfhydrique,  par  transposition  du  soufre  et  de  l'oxygène,  précipite  l'anhydride  arsénieux 
à  l'état  d'orpiment  :  . 

(4)  As^O^  -h  3  H^S  =  As^S'  4-  3  H»0. 

5°  Le  permanganate  de  potassium,  oxydant  énergique,  surtout  en  liqueur  acide,  transforme  l'anhy- 
dride arsénieux  en  acide  arsénique.  On  peut  admettre  que,  dans  cette  réaction,  l'anhydride  perman- 
ganique  Mn^'O^  se  change,  en  perdant  5  atomes  d'oxygène,  en  oxyde  basique  MnO  qui  reste,  ainsi 
que  l'oxyde  de  potassium,  combiné  à  l'acide  de  la  liqueur.  Supposons,  par  exemple,  l'anhydride  arsé- 
nieux en  solution  chlorhydrique  et  la  réaction  se  formulera  : 

(5)  5As203-i-4MnO^K-t-12HGl  =  5  As^O^ -^  4  MnCl^  +  4  KGl  ^6  H^Q. 

Le  poids  moléculaire  de  l'anhydride  arsénieux  est  égal  à    2x75  +  3x16  =  198;     un  gramme 

1 

en  représente  donc   ■  de  molécule. 

198 

2 
D'après  l'équation  (1),  ce  gramme  réagira  avec  de  molécule  de  chlore,  ce  qui  représente, 

2 
dans  les  conditions  normales,  un  volume  de    — —  x  22400  =  226cm^ 

198 

D'après  l'équation  (2),  le  volume  de  l'ozone,  qui  correspond  aussi  à  2  molécules  par  molécule  d'an- 
hydride arsénieux,  sera  le  même. 

D'après  l'équation  (3),  le  volume  de  l'hydrogène  sera  triple,  soit  de  678^^^. 

D'après  l'équation  (4),  le  volume  de  l'acide  sulfhydrique  sera  la  moitié  du  précédent,  339'^'"^ 

Enfln,  d'après  l'équation  (5),  un  poids  d'anhydride  arsénieux  de     5x  198  =  990^    correspond  à  un 

poids  de  permanganate  de     4x158  =  632g.     Un  gramme  réagira  donc  avec  -  =  Ofe',638   de  per- 

990 
manganate. 
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Il  195.  — Développement  de    (l+.r)"*,    pour  m  quelconque.  Intervalle  de  convergence  ;  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  en  s'arrêfant  au  quatrième  terme,  dans  le  cas  où    tn  =  —  2,    x  = • 

X 3  \ 

—  196.  —  Développer  en  série  les  fonctions    y  =  '■ ,       >/  =  Llj;-  —  5x  +  6),    y  = 

—  197.  —  Définition  et  développement  en  série  de  la  fonction    //  =  arc  sin  x.    En  déduire  un  mode  de  calcul  de  it. 

—  198.  —  Démontrer  que    y  =argsh.T    est  une  fonction  définie  et   continue  de   la   variable    x  ;  exprimer  y   en 
fonction  de  x  ;  drivée  de  y  ;  développement  en  série. 

—  199.  —  Développer  en  série  la  fonction    //  =  L(,r -i-  ^x^-hi).    Trouver  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise 
en  s'arrètant  après  le  second  terme  de  ce  développement. 

—  200.  —  Développer  en  série  les  fonctions    y  ^arctgx,    y  :=  arg  th  x. 

—  201.  —  A  désignant  un  nombre  positif,  que  devient  YXfl"*"^  "*  augmente  indéfiniment?  Limite  de  mC^A  —  1). 

—  202,  —  Démontrer  que  la  série    i  -h  - — h  -r-  +  . . .  H h  . . .     est  convergente  pour  toute  valeur  de  x   et  que 

1         2!  n! 
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sa  somme  est  ^^.  En  déduire  la  série  qui  donne  a',  ainsi  que  la  limite  de    ("/a  — 1)  m    qu;ind  m  augmente  indéûnimeot. 
En  déduire  la  limite  de      (  -i.^ —  )        dans  les  mêmes  conditions. 

\       3       ; 

e^  Li  I-x" 

—  '20'.i.  —  Limite  de      — •  >         pour  x  infini. 

X  X  x" 

L(l-f-j)  è 

—  204.  —  Limite  de      quand  x  tend  \ers  0. 

X 

—  205.   —  Limite  de    sin — x  L  sh  na    quand  n  augmente  indéfiniment. 


—  20G.   —  Limite  de    (th  n  —  1).  tg( .  -^  ) 

\n -(-  1      2  / 


1 


—  207.   —  Limite  de      L^  x» .+- i L^  j' —  J     pour  x  infini. 

X  —  1  X 


—  208.  —  Limite,  pour  x  =  0,    de  (sinx) 


L  sh  s 


—  200.  —  Limite,  pour  n  infini,  de  V^h,    VnL«,     i /tg  — — —  . 

V    "  2  n  -t-  1 
_  210.  —  Limite,  pour   x  =  0,    de  (ch  x)^' 

u            .'  sh  X  \  Lx                                                                                 .^ 
_'2H.   —  Limite  lie  (th  Jt)      ,    def— r — 1        pour  x  infini  ;  limite  de  (sin  x)'*-' pour    x  = • 

-212    -Linute.pour,.iMnn.,de    flnïZïy"^^       /V^-^V*~V",         H'i'jtJLtil ,        f  »-'"' ^  " -^  ^H" 

V  "  -t-  1    /  \        2        /  L(n'  —  n  -t-  1  ^  L  L(n'  —  n  -t-  1)  J 

rL(n»-H  n -t- ln"LM  /L(n-t-<)\n  /L(n -f- i)  \nLn  /arc  tg  (n -i- 1)  \Lm 

LL(n«  — n  -f-t;  J  V      Ln      /   '  V      Lm      /        '  \      arc  tg  n      / 

—  213.  —  Produit  de  deux  nombres  imaginaires;  représentation  graphique.  Un  nombre  imaginaire  :  est  représenté 
par  lui  vecteur  OA  —  a,  son  carrS  z*  par  un  vecteur  OH  et  son  cube  z'  par  un  vecteur  OC.  Déterminer  z  =  a  pour 
que  le  triangle  ABC  soit  semblable  a  un  triangle  donné.  Dit^eussion. 

—  214.  —  On  représente  par  A  et  B  deux  nombres  imaginaires,  par  C  leur  produit;  lieu  du  point  B  si  le  point  G 
est  en  ligne  droite  avec  A  et  K  ;  et  lieu  de  ce  point  C  île  point  A  restant  lixe). 

—  215.  —  Ln  vecteur  ()A  représente  un  nombre  complexe  a  ;  construire  les  racines  cubiques  de  a. 

—  216.  —  hacines  cubiques  de    i  —  1,    racines  sixièmes  de    !  —  i,    de    i  —  ^3", 

—  217.  —Établir  les  formules  donnant  sh.r  ut  ch  :  en  fonction  de  th  :  ;  relation  entre  ;/  et  2  pour  que 
th  1/  =  cth  2. 

—  218.   —  Résoudre  les  équations    ch  2  =  ch  a,    cli  z  =  —:^  ,      ch  3  =  —  »      ch  "  =  —  —  .      e*  =  ~  '  ~^  '»  ^ 

e»  =  }/7—  i. 

—  211).  —Définition  de  sin:  et  cos  3  pour  les  valeurs  imaginaires  de  :.  Trouver  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire  de  la  fonction  ainsi  définie. 

"  220.  —  Bacines  île  l'équation    x*  -(-  1  =  0  ;     décomposer  en  facteurs  les  binômes    x*  -t-  1,    x'"  -1-  I. 

—  221.  —  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  x'  -1- ;>x -f-  (/  =  0  ait  ses  trois  racines  réelles  et 
distinctes.  Même  question  pour    x'  -i-  pi*  -h  q  z=  Q. 

—  222.  —  Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    ir  -l-  5ax  -»-  6  =  0  ;     même  question  pour    x'  -t-  px'  -f-  g  =  0. 

—  223.  —  Condition  pour  que    x'  -1-  8/Jx'  -¥  10px>  -t-  lOrx'  -J-So  -♦-1=0    ait  une  racine  triple  et  une  racine  double. 

—  224.  —Si  X  et  x"  sont  les  racines  de  l'équation  ax* -t- tx -)- c  =  0,  former  l'équation  admettant  pour 
racines  x'*,  x"'. 

—  225.  —Nombre  de  racines  de  l'équation  t'  —  x  =  m,  suivant  les  valeurs  de  m.  Même  question  pour 
x«'  -f-  <r'  =  m  ;    xLx  =  m. 

—  226.  —  Soit  l'équation  x'tgx  =  a  ;  montrer  par  une  représentation  graphique  que  cette  équation  a  des  racines 
en  nombre  infini  et  déterminer  dans  quels  intervalles  elles  se  trouvent. 

—  227.  —  llésolution  d'une  écjuation  par  la  méthode  des  approximations  successives.  Application  i  l'équation  de 
Kepler    x  =  a  -+-  csln  x,    e  étant  un  nombre  petit     (  —  pour  la  Terre  )  • 

—  228.  —Appliquer   la   méthode  des   approximations    successives    aux    équations:      x  =  1 -+- v'T,      x  =  1  — /x, 
1  1  «        1 

X  — -^  coff  X,    x  =  — sin'x,    x=   - — — sin'x,    x -+- 1 -i- Lx  =  0,    x  =  1 -t- L(l -t-x).    Nombre   de  racines  réelles. 

—  221).  —  Démontrer  que      est  une  fraction  rationnelle  en  cos  a. 

cos  NU 

—  230  —  Démontrer  que  tg  4a  est  une  fraction  rationnelle  en  /  =  tg  a  ;  décomposer  cette  fraction  rationnelle  en 
éléments  simples. 
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—  231.  —  Calculer  tg —    en  fonction  de  tga  ;  calculer  sin  —    connaissant  sina. 


—  232.  —  Transformer  l'expression 


H-  v/3  tg  <{- 


1  —  \/3"tg  ? 

—  233.  —  Résoudre  les  équations    sin  a;  =  m  sin  'àx  ;    tg  3x  =  ni  tg  2x. 

—  234.  —  Soient  Xt  et  Xi  deux  racines  (ne  différant  pas  par  un  multiple  de  2t:)  de  l'équation  a  cos  x-hb  sin  x  =  c. 
Calculer  le  cosinus  et  le  sinus  des  arcs    Xi  +  X2    et    x,—Xi;    relation  entre  a,  b,  c,  pour  que    x^  —  Xi  =  60»-. 

—  235.  —On  donne  les  deux  équations  acosa;  + &  sina;  =  c,  a' cosa; -(- 5'sin  z  =  c;  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'il  y  ait  une  extrémité  commune  d'arcs  satisfaisant  à  la  fois  à  ces  deux  équations. 

—  236.  —  On  donne  l'équation  acos a;  +  6  sin  a;  =  c  ;  former  une  équation  de  la  forme  A  cos  2  a;+ B  sin2  x  =  C, 
admettant  les  solutions  de  la  première. 

—  237.  —  Soient  l'équation  a  cos  x  -\-b?,\n  x  =  c,  m  un  nombre  entier  donné  ;  former  une  équation  de  même  forme 
admettant  comme  racines  mx\.  et  mxi  (on  pourra  pour  cela  partir  de  la  résolution  de  l'équation  donnée). 

—  238.  —  Soit  l'équation  cos' j; -+- a  cos  a;  +  6  =  0.  Montrer  qu'elle  peut  définir  sur  la  circonférence  0,  2  ou  4 
extrémités  d'arcs  deux  à  deux  symétriques.  Former  une  équation  analogue  à  la  précédente  et  admettant  2a;  pour  racine, 
a  et  P  désignant  deux  arcs,  solutions  de  cette  équation,  calculer  cos    (a  —  P). 

—  239    —  Résoudre  les  systèmes  d'équations 

tg  a;  +  tg  «/ =  »i,  a; -(-?/=:  a;  (1)  tg  a;  +  tg  y  =  ??i,  a;— y=a.  (2) 

Résolution  analytique  en  posant    tg  a;  =  X,    tg  y  =  Y. 

—  240.  —  Résoudre  un  triangle  isocèle  connaissant  la  base    BC  =  a,    et  la  bissectrice  de  l'angle  B,  égale  à  /. 

—  241.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  S  et    b  +  c=  l. 

—  242.  —  a,b,c  étant  les  trois  côtés  d'un  triangle,  former  une  équation  du  troisième  degré  admettant  pour  racines 
sin  A,  sin  B,  sin  C. 

—  243.  —  Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  Reprendre  la  formule  quand  le  rayon  de  la  sphère 
est    R  ^f:  1  ;     que  devient  cette  formule  quand  R  augmente  indéfiniment?  Application  à  la  Terre    (R  =  6000''^'°). 

—  244.  —  Ordre  infinitésimal  et  partie  principale  des  inflniments  petits  suivants  : 

v/cosa;  —  y'cos  2a;,  2L  cos  x  —  Ly/f^IT^, 

sin  X 


2L  cos  X 
—  245.  —  Déterminer  m  de  façon  que    L 


sin  X.  arg  th  a;  —  sh  x.  arc  tg  x, 


,    sm  X 

L L  cos  a;. 


m  L  cos  x    soit  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  2. 


—  246.  —  Différentielle  d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Interprétation  géométrique. 
On  considère  la  courbe  y  = /(a;)  et  une  corde  MM'  ;  soit  K  le  milieu  de  cette  corde,  JN  le 
point  correspondant  sur  la  courbe.  Ordre  infinitésimal  de  l'intiniment  petit  NK,  en  prenant 
PP'  =  h    comme  infiniment  petit  principal. 

d}y 

—  247.  —  On  donne    x  =  /(/),    y  =■  git]  ;    calculer  — ^  • 

—  248.  —  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires  déduite  de 
son    expression  en  coordonnées  cartésiennes.      Que   devient    cette     expression,    si    l'on 

1 
prend    comme    variable    w  =  —  ?    Quelles    sont    les    courbes    admettant  des  rayons    de 

courbure  constamment  infinis  ?  ,     ,*»     ^ 

?/  t^     -"'    " 

—  249.  —  Différentielle  totale  d'une  fonction  de  deux  variables.  Application  à    z  =  arc  tg  ■:—■      **<    ^^a  .4'^ 

—  250  —  Connaissant  une  fonction  des  coordonnées  cartésiennes  x  et  y  à\ïn  point  de  la  forme  P(x,?/)dx  +  {i[x,y)dy, 
que  devient  cette  fonction  en  coordonnées  polaires  to  et  P  ?  Application  au  cas  où  la  fonction  est  de  la  forme  xdy  —  ydx, 
A  quelle  condition  une  expression  de  la  forme    ^{x,y)dx  -h  Q,ix,y]dy    est-elle  une  différentielle  exacte  ? 


—  251  —  Calcul  d'une  intégrale  définie  par  la  méthode  des  trapèzes.  Limite  de  l'erreur  commise. 

P 

—  252  —  Valeur  moyenne   d'une  fonction.   Trouver   la   valeur  moyenne  de  la  fonction    p  =  ■ -, 

'  1  +  e  cos  6 


quand  9 


varie  de  0  à  ic. 
-  253 


—  On  considère  l'intégrale     /    f{x)g{x)dx,  dans  laquelle  t(x)  et  g{x)  sont  positives  dans  tout  l'intervalle  a,b 

J  a 

Connaissant  la  valeur  maximum  et  la  valeur  minimum  que  prend  \[x)  dans  cet  intervalle,  trouver  une  limite  supérieure 
et  une  limite  inférieure  de  cette  intégrale. 

—  254.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles 

X*  —  1  X*  —  1 


x'(x'  +  X  - 
—  255.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes 
dl  r       dt 


1) 


(X  —  2)3(x' -1- X -(-  1) 


/■ 

r — é 


P-+-2 
dx 


f^ 


fr 


V2  +  1 


r_dx_ 

J    (X'-Hi) 


r      dx 

j    x'  —  X  H-  1 

/dx 
(x»-(-l)'' 


xdx 


J   "^ 


X'  -f-x 
dx 


(x'-t-iy^ 


r   dx 

J  ■^'-^^' 

/x'  —  l 
X\X'4-1) 


dx. 
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r       dx  r      <iT  ç      dx  ç      dz  r d£ 

/xMr  r  xHx  r_x^         r  dx       ^    r    ^r_  ■ 

Jn/i  +  x''         j  v/x'"=r?"'         J  v'ï^^rr'         J^x'-h2'        js/x^idx,       j  ^ -, 


dx 


/  v^TTTFdx.             /  v'3-:ix'dj,             j^i-^Sx'dx,  /A'-)-3dx,             K's-x'dx,           /  TTâlTJt 

r_x>dx__              r  x'-^-^    ^^           r     dj  r          dJ?                       T 

J    ^f2x^x*'             J  S/2X-X*     "'•         J(x'-hl,  r  J  ^,x«+2x+3)''             J  (^. 

r  t'(x)dx 


-h2x  -1-  3)-ï- 
—  250.  —  On  coniidère  lintégrale      i  -====.     dans  laquelle    l'(x)    est  un    polynôme  en  x;   intégrer  et  chercher 


dans  quels  cas  cette  Int/'grale  est  une  fonction  algébrique  de  x.  A|>piicntion  au  cas  où  P(x)  est  un  polynonae  du  troisième 
degré  en  x    lP(x)  ~  ax'  +  bx'  ^  ex  ■+-</] 

dx 


Jax 
xv/lTx» 
lies 
r  ^i  v/T^Tf  r-^'  dx  /' 


—  257.  —  Calculer  l'intégrale 

/ 

—  258.  —  Calculer  les  intégrales 

dx 


VI  —  X'  -h  }/l  -h  X* 


/•!•             dx                             /  ■''     X* -4- ;)x -I- o                           /*''                  /X  —a 
l  — '  /     -7 ^— dx.  /     (x-c)v/ r  dx 

J  ^    yj[h-  3)(X—a)  J„    </{!>-. r  >x- a)  Ja  '  V   ^  "  '' 

Calculer  les  intégrales 

r  dx  /•    dr  •  r    dx  r        dx  r_ 

J    8111  X  '  I    :j  ♦- sin  X  /    2 -h  cos  x  /    u  cos  x -H  6  sin  x  /     a 


COS  JX-(-  6CUSX 


.  fij:  ■    ,11  p    dx  C    di  rcosldl  r«i£_l£. 

J    .•osx.cos;ix'  j  ^^377'  J  TiJTx  J  Z^PT  ^''"  ••""«••  «'  l'^"»'^"  •    j   (t-s.n'O»'  J    tg  ax   «^^ 

—  200.   —  Eiprimer  cos'"  J.sin^x  en  fonction  des  cosinus  ou  sinus  dos  multiides  de  l'arc  x  ;  appliquera  l'intégrale 
/  cos'"xdx;    donnt'f  uno  autre  méthode  pour  le  calcul  df  celte  intégrale  :  1°  si  m  est  pair,  2"  si  m  est  impair. 

{A  suivre.) 
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2566.  —  On  donne  deux  axos  rectangulaires  O.--  et  (•;/,  un  point  A  sur  0.'-  d'abscisse  a.  un  point  B  sur  Oy 
d'onlonnii"  b  ;  on  8uppo.se  «>0,  6>0,  a>b.  On  ron^idi'ro  loulcs  les  coni(iues.  C,  ayant  pour  centre  le  point  0 
et  passant  par  les  points  A  et  B. 

1°  Kquation  générale  de  ces  coniques. 

20  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  A  cl  de  la  normale  en  H.  (".onstruiro  ce  Hou. 
3"  Lieux  des  sommets.  (,onslruire  ce   lieu,  el   séparer  les  sommets  d'ellipses  des  sommets  d'hyperboles. 
A  quelles  coniques  correspondent  les  points  de  séparation  '.'  «".onslruire  ces  points  géométriquement. 
4"  La  courbe  lieu  des  sommels  présente  deux  boucles  égales;  calculer  l'aire  limitée  par  l'une  d'elles. 

2567.  -  On  considère  deux  axes  rectangulaires  0.>-,  Oy,  m^fîoint  A  fixe  sur  0.'/  et  un  cercle  (-  langent  à 
Oy  au  point  A.  y^ 

!•  Le  cercle  C  coupe  U.-'  en  deux  points  M  el  N.  .^ui>47le  cercle  décrit  sur  .MN  comme  diamètre.  Trouver 
les  points  de  Poncelel  du  faisceau  (C,  C)  el  le  lieu  de  c<»<poinla,  quand  le  cercle  C  varie. 

2*  .Soit  C"  le  cercle  du  faisceau  (C,  C)  qui  touche  ]<f  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A  el  passant  au  point  0. 
Trouver  le  lieu  dos  points  de  rencontre  dos  lanijontos  au  cercle  ('."ou  M  en  N  avec  la  parallèle  k  Ox  menée  par 
le  ctMitro  du  cercle  C,  et  construire  ce  lieu,   y^ 

;<"  Trouver  le  litMi  des  points  du  plan  jtot  lesquels  passent  doux  cercles  C"  égaux  el  non  confondus.  Con- 
struire ce  lieu.  /  ''•  "• 


-•♦•- 


Iinpriinorie  Comte- Jacquet.  —  Uar-le-Uuc. 
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PREMIÈRE   PARTIE 

SUR  LES  SOMMES  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  NOMBRES  ENTIERS    V^^»  ^ 

Par  M.  M.  Weber,  professeur  au  lycée  Buffon.  "^  . 

wJ^- 

La  méthode  suivie  par  M.  Gaston  Beauvais  dans  sa  note  du  n°  de  décembre  de  la  Revue  me  paraît 
nécessiter  des  explications  sans  lesquelles  elles  risquerait  de  conduire  les  élèves  à  des  idées  inexactes.  ^ 

Posons  d'abord  avec  précision  le  problème.  Si  nous  considérons  la  somme  1^' -f- 2? -h  ■  ■• -f- n'', 
c'est  une  fonction  S(n^  p),  définie  pour  les  valeurs  entières,  positives,  des  deux  variables  n  et  p  (la 
seconde  pouvant  être  nulle)  : 

(1)  ^n,p)  =  iP-^2P-\ hnP. 

Si  on  ne  fait  aucune  hypothèse  supplémentaire  sur  la  nature  de  la  fonction  2,  il  est  clair  que  la  seule 
«  expression  >>  de  S,  c'est  sa  définition  même,  donnée  par  l'égalité  (1).  Se  proposer,  sans  autre  expli- 
cation, d'obtenir  son  expression,  est  donc  poser  un  problème  sans  signification  précise. 

1°  Imposons  à  cette  fonction  une  première  condition  :  celle  d'être  définie  et  continue  pour  toutes 
les  valeurs  positives  ou  nulles  de  la  variable  .  x  ;  nous  aurons  alors  à  chercher  une  fonction  continue 
fp{x),  égale  à  2(n,  p),  pour  x  =  n.  Il  y  a  pour  chaque  valeur  de  l'entier  p  une  infinité  de  fonc- 
tions répondant  à  la  question,  puisque  ces  fonctions  ne  sont  connues  que  pour    x  =  1,    2,  . . .,  n, . . . 

2°  Remarquons  que,  d'après  la  définition  même  de  S,  nous  avons  la  relation 

(2)  S(n,  p)  =  2(n  — l,p)-t-ni'. 

Nous  pouvons  donc  assujettir  la  fonction   *fp{x)    à  satisfaire  à  l'équation  fonctionnelle 

(3)  f^^:c)-f,{x-[)  =  xr>. 

Nous  particularisons  ainsi  la  nature  de  la  fonction  fjj{x),  car  d'après  sa  définition  initiale  elle 
est  tenue  seulement  de  vérifier  cette  équation  (3)  lorsque  x  est  entier  positif,  et  non  pour  x  quel- 
conque. 

Inversement  demandons-nous  si  toute  fonction  satisfaisant  à  l'équation  (3)  est  égale  à  S(n,  p)  pour 
X  =  n.     En  faisant  successivement    a?  =  1,  2,  . . .,  n,     dans  l'équation  (3),  nous  obtenons 

^(2)-/>(l)  =  2^ 


fp{n)  —  fp{n  —  1)  =  nP  ; 
d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

/•^(n)  =  li'  +  2^^  -H  •  •  •  -^  n^  -t-  /p(0)  =  2(n,  p)  +  ^(0). 
Pour  que    /^(n)  =  S(n,  p),     on  doit  donc  avoir    fp{0)  =  0  ;     cette  condition  est  suffisante. 
En  résumé,  nous  pourrons  prendre  pour  «expression  »  de    ^{n,  p)    toute  fonction    fp{x)    satis- 
faisant aux  conditions  suivantes  : 

/    f^{x)    est  définie  et  continue  pour    x  ^  0  ; 
(A)       ^,(0)  =  0  ; 
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Nous  allons  étudier  la  solution  de  ce  probltme. 

TiiKOHÈME  I.—  Si  deux  fonctions  fp'x)  et  g,,{x)  sont  solutions  de  l'équation  (3),  leur  différence 
est  une  fonction  périodique  de  période  égale  à  1. 

En  effet,  nous  avons    fp<x)  —  fj,{x  —  1  )  =  x',  ^;,(x)  -  gp{x  —  1)  =  x''. 

On  en  déduit  par  différence 

Ux)  -  y/x)  =  f,,[x  -\)- 9,/x  -  I ). 
Donc,  si  nous  posons    f,,(x)  —  gp[x)  =  ç.(x),    nous  avons 

ç(x  —  1)  =  cp'x), 

quel  que  soit  x;  c'est-à-dire  que    o(x)    est  une  fonction  périodique  de  période    1. 

Tiu':onK.ME  II.  —  /îéciproquement,  si  f,/x)  satisfait  à  iéquation  (3),  «7  en  est  de  même  de  /"/.(j^)  +  <?(x), 
^  étant  une  fonction  périodique  quelconque  de  période  égal-:  à  i . 

En  effet,  soit    gj,{x)  =  f,,(x)  +  f{x).    Formons  la  différence    gp{x)  —  ^^(x—  1).     Elle  est  égale  à 

[f,.{x)  -  f,{x  -1)1  +  t?(x)  -  <pfx  -  1  )]. 

La  première  dillérence  entre  crochets  est  éf,'ale  à  x'',  et  la  deuxième  à  0,  en  vertu  des  hypothèses  ; 
donc    gp'-''^)    «si  une  solution  de  l'équation  (3). 

m.  Conséquence.  —  Si  le  problème  posé  admet  une  solution,  il  en  admet  une  infinité. 
Soit    fj,[x)    une  fonction  satisfaisant  aux  trois  conditions   (A).    La  fonction    /';,(x) -t- ç(r),     dans 
laquelle    <p(x)   est  une  lonction  continue,  périodique,  de  période  1,  nulle  pour    x  =  0,     satisfera  encore 
aux  conditions  (A). 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  :p(x)  satisfait  aux  conditions  ^B)  : 

(    <p(x)  est  définie  et  continue  pour    x  >  0  ; 
(B)       'i(0)  =  0; 

f    o(x-i-l)  =  ';(x). 
Or,  il   existe  une  infinité  de  fonctions  satisfaisant  aux  conditions  (B).    Citons  comme  exemples 
simples  les  fonctions 

«p(x  =  X  sin»"  2Ârx  ;  ^(a;)  =  -. — ,  .    ., —  ; 

[x  et  m  étant  des  constantes  quelconques,     (m  >  0\     k  Qi  k  des  entiers  quelconque»]. 

Une  combinaison  linéaire  quelconque  des  fonctions  précédentes  satisfera  encore  aux  conditions  (B). 

Rkmahc'I'k.  —  Il  est  d'ailleurs  certain  que  le  problème  proposé  admet  des  solutions  ;  il  suffit  de  se 
donner  arbitrairement  les  valeurs  d'une  fonction  continue  entre  0  et  1,  nulle  pour  x  =  0,  égale  à  \ 
pour  X  =  1  ;  l'équalion  (3)  permettra  alors  de  calculer  les  valeurs  de  f,.{x)  dans  l'intervalle  1,2, 
puis  dans  l'intervalle  2,  3,  etc,  au  moyen  de  la  formule 

/•/x)  =  /-,(x-l)-+-x'-. 

Co.NCLLSiON.  —  //  existe  une  infinité  de  fonctions  fp[x)   satisfaisant  aux  conditions   A. 

Polynômes  de  Bernoulli.  —  //  se  trouve  que,  parmi  celte  infinité  de  fonctiêns  //x),  il  existe 
un  polynôme  entier  en   x,    E/,(x). 

Ce  polynôme  est  nul  pour    x  =:  0,    donc  sans  terme  constant,  et  vérifie  Videntité 

Iv(x)-F,,(x-l)-x''. 
En  eiïel,  l'équation  (3)  devient  ici  une  identité^  puisque  les  deux  membres  sonl  des  polynômes 
entiers  en  x  égaux  pour  une  infinité  de  valeurs  de  t. 
Il  sudit  d'ailleurs  de  savoir  que  l'on  a 

•>(")-»•■>-*)  =  »"'» 
pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  m,  pour  qu'oo  en  déduise,     Ep(x)    étant  supposé  un  polynôme  entier, 
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l'identité 

Cette  conclusion,  qui  n'était  pas  acceptable  pour  une  fonction  continue  quelconque,  devient  exacte 
lorsqu'il  s'agit  de  polynômes  entiers,  car  deux  polynômes  entiers  égaux  pour  une  infinité  de  valeurs  de 
la  variable  sont  identiques  terme  à  terme. 

Les  résultats  précédents  montrent  qu'i7  ne  saurait  y  avoir  deux  polynômes  Fp(a:)  répondant  à  la 
question. 

En  effet,  leur  difterence  doit  être  une  fonction  périodique  d'après  le  théorème  I  ;  mais  cette  diffé, 
rence  est  un  polynôme  entier.  Il  est  clair  qu'un  polynôme  entier  périodique  se  réduit  a  une  conslante- 
comme  le  montre  immédiatement  par  exemple,  l'étude  du  nombre  des  valeurs  de  x  qui  lui  fait  acquérir 
une  valeur  donnée.  Ici  cette  constante  est  nulle,  puisque     F^,(0)  =  0. 

Détermination  du  polynôme  Vp{x).  —  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  permet  de  montrer 
que  le  polynôme  Fj;(a;)  existe  pour  chaque  valeur  de  p.  Bornons-nous  à  trouver  son  degré  ;  soit 

F^,(x)  =  Ao-x'" -4- AiX""-' H . 


,.m— 1 


On  a  Fp[x  —  1)  =  A^a;"'  -+-  (Ai  —  mAo)a;" 

Donc  la  différence  Fj,(a;)  —  Fp(a;  —  1)  commence  par  (mAo  —  Ai)x'"-^  Elle  doit  être  identique 
à  x^.  On  doit  donc  avoir    m  —  1  =  p,     d'où    m  =  p  -f- 1 . 

Le  polynôme  cherché  est  donc  de  degré  p-4-1.  —  Il  est  alors  aisé  de  faire  l'identification,  et  de 
montrer  que  les  équations  obtenues  permettent  de  déterminer  de  proche  en  proche  tous  les  coefficients 
du  polynôme.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  faire  ce  calcul. 

Les  polynômes  ainsi  obtenus  sont  appelés  polynômes  de  Bernoulli.  On  a  : 

14-2H V-n  =  F,(rj),  F,  étant  de  degré  2, 


1^' -+-2i' 4- •••-+- nî' =  F,,(n),  F^  étant  de  degré    p-\-i. 

Détermination  pratique  des  polynômes  de  Bernoulli.  —  La  méthode  signalée  par  M.  Beauvais  s'ap- 
plique à  ces  polynômes,  et  plus  généralement  à  toutes  les  fonctions   f^,[x)   satisfaisant  aux  conditions 

(A).  On  s'explique  alors  les  notations      /  nvdn,  j  ^(n,  p)dn,     dans  lesquelles  la  variable  entière  n  est 
remplacée  par  une  variable  continue. 

On  peut,  du  reste,  en  admettant  l'existence  des  polynômes   F^,{x),  les  obtenir  successivement  d'une 
façon  très  rapide  en  raisonnant  comme  suit  : 

Nous  avons  Fj,(x)  —  F^,(a;  —  1)  =  x^'. 

D'où,  en  écrivant  que  les  dérivées  par  rapport  à   x   sont  identiques  pour  les  deux  membres, 

v;{x)  —  f;.(x  —  1)  ^  pxp-', 

ou  — F;(x)  —  — F;(a;  —  1)  ^  x^^-' . 

p  P 

La  fonction    —  F'(x)    est  donc  solution  de  l'éciuation 

p 

fp-i{x)-f,-,ix-i)  =xv-'. 

Mais  nous  en  connaissons   déjà  une   aulre  :  c'est  le  polynôme  de  Bernoulli  de  rang      p — I, 
Fp_i(a:).     On  a  donc 

l.F;{x)-F,_ix)  =  .{x\ 

r 

i 

?(a?)  étant  une  fonction  périodique  de  période  1  (Tuéouème  I).  Gomme    — F^,(j)    et    Fj,_i(.c)     sont 

r 
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des  polynômes  entiers,  ^(x)  se  réduit  à  une  constante, On  a  donc 

K;(x)  =  pF,,_,(x)  -h  a. 
D'uù,  en  intégrant  entre  0  et  x,  et  tenant  compte  de  la  condition     F^,(0)  =  0, 

¥y{x)  ^  p  I     F,,_,(xjc/x  ■+-  J.X. 

^  0 

Reste  à  détcriniiior  la  constante    a  ;  pour  cela  il  sudil  de  remarquer  que  l'on  doit  avoir     Kp(l)  =  1. 
D'où 

1  =  p  /     Fj,_,(x)rfx  -h  a, 

'  ce  qui  d<'terinino    a. 

Ce  résultat  est  analogue  à  celui  auquel  est  conduit  M.  Beauvais  ;  mais  les  idées  appliquées  paraîtront 
peul-ùlre  plus  aisées  à  retenir. 

Exemples.  —  Fo(x)  ^  x. 


F,(x)  ^  1  /     ^dx  -h  az  ^  —  -H  ax, 


.J      ,.2 


/'•'      t;*  -4-  X 

F,(x)  =  2/     __rfx-+-ax, 


x^  X-  .111 

_+_H_ax,  a  =  l----=- 

^         X*         j^  _    ./(j-l-lXac-f-l) 


1     1     1 


.r-(.r  -(-  1  )« 


r^  /  X*  X^  .r*  \  . 


ax, 


.T"  x'         x'  .111—1 

x'  X*  x'  X 

RKMAnyiiK.  —  On  pi>ut  aussi  délermin(>r  la  constante  x  en  remarquant  que  tous  les  polynômes 
F,,  x)  doivent  ôlre  nuls  pour  x  =  —  1.  On  a,  en  elVet,  en  faisant  x  =  0  dans  l'équation  fonda- 
inetilalt', 

A.(0)-/-,/-i)  =  o. 

Cette  deuxième  faron  d'opcror  fi)Uinit  la  l<>riiiulo  intMn«'  de  M.  Heauvais  ;  elle  donne  en  ellct 

.  - 1 
a  =  p  I      F^_,(x;rfx  ; 

d'oii  F,,(x)  =  pi    1     F,,  .,(x)t/x -+- X  /       F,,_,(x)(/x  I  • 
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Concours  de  1920. 


2463,  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz,  et  deux  cônes  de  révolution  de  sommets  0  et  A 
ayant  pour  équations  : 

0)  a;2    _,_   y2    _   2-2   _    0, 

A)  {x  —  af  4-  2/2  —  z2  =  0 
(a  est  une  constante  positive) . 

i°  Les  cônes  0  et  A  ont  en  commun  une  courbe  du  quatrième  degré  T  dont  les  projections  sur  les  plans  des 
zx  et  des  xy  mettent  en  évidence  que  par  cette  courbe  passent  deux  cylindres  du  second  degré  qu'on  considérera 
comme  des  cônes  dont  les  sommets  B  e<  C  seraient  à  l'infini,  et  on  appellera  tétraèdre  OABG  la  figure  obtenue  en 
joignant  deux  à  deux  les  quatre  points  A,  B,  C,  0. 

Soit  Mt  (a-j,  t/i,  Zi)  un  point  de  la  courbe  Y.  Montrer  que  toute  droite  passant  par  ce  point  et  coupant  deux 
arêtes  opposées  du  tétraèdre  OABG  en  deux  points  R  et  S  coupe  Y  en  un  second  point  conjugué  harmonique  de 
Ml  par  rapporta  R  et  S.  Calculer  les  coordonnées  des  trois  points  M2,  M3,  M4,  ainsi  obtenus  en  fonction  de  celles 
de  Ml.  Montrer  que  deux  arêtes  opposées  quelconques  du  tétraèdre  MiMaMjM^.  coupent  deux  mêmes  arêtes  oppo- 
sées de  OABC  et  que  ce  tétraèdre  est  connu  lorsqu'on  donne  Vun  de  ses  sommets. 

Les  quatre  points   Mi,  M2,  M3,  M4,    sero7it  appelés  points  associés . 

2°  Par  la  courbe  Y  passent  des  hyperboloïdes  à  une  n^jppe  H(  do7it  l'équation  est  de  la  forme 

OC^   ^  y2_   232    _    <2   [(^    _  a)2  _,_  yi  _   -2]    _    Q, 

t  étant  un  paramètre  positif  qui  satisfait  à  certaines  conditions.  Etudier  les  sections  de  ces  hyperboloïdes  par 
le  plan  Oxy.  Former  en  fonction  d'un  paramètre  l'équation  générale  des  génératrices  de  l'un  des  systè>nes  de  Ht 
et  montrer  qu'il  existe  quatre  de  ces  génératrices  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  Y.  Reconnaître  suivant  les  valeurs 
de  t  si  ces  génératrices  sont  réelles.  Calculer  les  coordonnées  des  quatre  points  de  contact  Mi,  M2,  M3,  M4  de  ces 
génératrices  en  fonction  de    t,    et  montrer  que  ce  sont  des  points  associés. 

Inversement  les  tangentes  à  Y  en  quatre  points  associés  MijM^,  M3,  M4  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloide 
H(  dont  on  écrira  l'équation  en  fonction  de  l'abscisse  de  l'un  des  points. 

3°  On  appelle  corde  de  Y  toute  droite  coupant  cette  courbe  en  deux  points.  Combien  pas  s  e-t- il  de  telles  cordes 
par  un  point  N  donné?  Dans  quelle  région  de  l'espace  N  doit-il  se  trouver  pour  qtie  ces  cordes  soient  réelles? 

Déduire  des  résultats  obtenus  plus  haut  que,  par  torile  corde  joignant  deux  points  réels  P,  Q  de  Y,  on  peut 
mener  quatre  plans  tangents  à  V  autres  que  ceux  qui  la  toucheraient  en  P  et  Q.  Montrer  que  si  l'on  considère 
les  quatre  cordes  projetées  sur  le  plan  Oxy  suivant  une  droite  D,  les  plans  tangents  sont  réels  pour  deux  des 
cordes. 

On  considérera  en  particulier  la  famille  des  cordes  PQ  qui  coupent  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  OABC 
en  R  et  S  et  par  lesquelles  passent  des  plans  tangents  réels.  On  étudiera  la  correspondance  entre  les  points  R 
et  S  et  on  cherchera  l'équation  du  lieu  de  cette  droite  RS.  On  montrera  qu'il  existe  deux  surfaces  H,  telles  que 
la  droite  conjuguée  de  toute  droite  PQ  de  la  famille  par  rapport  à  l'une  ou  Vautre  de  ces  surfaces  est  encore  une 
droite  de  la  famille.  Où  se  trouvant  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à   Y   par  une  droite    PQ  ? 

4°  Soit  M  un  point  de  F  et  MT  la  tangente  en  ce  point;  par  cette  droite  passe  un  hyperboloide  H<,  la  géné- 
ratrice du  second  système  de  Ht  passant  par  M  coupe  la  courbe  Y  en  un  second  point  M'.  Montrer  que  le  plan 
MTM'  est  le  plan  osculateur  à  F  en  M  et  écrire  l'équation  de  l' hyperboloide  qui  passe  par  la  tangente  en  M'.  Que 
peut-on  dire  des  quatre  points  tels  que  M'    correspondant  à  quatre  associés? 

Chercher  l'enveloppe  E  de  la  droite  d'intersection  du  plan  MTM'  et  du  plan  Oxy.  Construire  cette  courbe  et 
signaler  ses  particularités.  Quelle  est  la  classe  de  la  courbe  E  ?  Reconnaître  suivant  la  position  d'un  point  dans 
le  plan  combien  on  peut  mener  par  ce  point  de  tangentes  réelles  à  la  courbe  E.  Calculer  l'aire  comprise  entre 
chaque  asymptote  de    E   et  les  branches  de  courbe  correspondantes  limitées  au  point  double  réel. 

i'  Les  deux  équations  de  la  courbe  F  iëstent  invariables  quand  on  change  y  en  — y-  et  3  en  —  -,  en 
conservant  à  a;  la  même  valeur;  elles  montrent  donc  que  la  courbe   F   est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

Si  nous  éliminons  z^  entre  les  deux  équations,  nous  obtenons  l'équation  de  la  projection  de  cette  courbe  F 
sur  le  plan  des  xy  ;  cette  équation  est    2{x  —  af  +  2y^  —  x^  —  y*  =  0, 
ou 

B)  a;2  H-  2/2  _  4  oa;  _^  2  a2  =  0  ; 

elle  représente  iin  cylindre  de  révolution  parallèle  à  O2,  dont  le  sommet,  B,  est  à  l'inGni  sur  Oz.  Si  nous  éli- 
minons y^,  par  simple  soustraction,  nous  obtenons  l'équation 

C)  î»  —  2ax  -f-  a^  =  0, 

qui  représente  un  cylindre  parabolique  parallèle  à  Oy,    dont  le  sommet,   C,   est  à  l'infini  sur  Oy. 

Le  tétraèdre  OABC  est  marqué  sur  la  figure  et  a  pour  arêtes  OA,  sur  Ox,  AB,  parallèle  à  Oz,  BC  à 
l'infini  dans  le  plan  des  yz,    OB,  sur  0;:,   et  enfin    OC,    sur  Oy,  et  AC,   parallèle  à   Oy. 
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Ce  tétraèdre  est.  comme  on  voit,  un  tétraèdre  conjugué  commun  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau  formé  avec  les  deux  cc'tnes  de  base  donnés;  chaque  sommet 
a  pour  plan  polaire  le  plan  de  la  face  opposée,  chacime  dei  arêtes  est  la  droite 
polaire  conjuguée  de  l'an-te  opposée.  Les  couples  d'arêtes  opposées  sont  Ox  et  BC, 
Oi/  et  AB.    0:  et   AC. 

Considérons  alors  un  [xjint    Mi    de  la  courbe    F    et  menons  par  ce   point  une 

droite  US    qui  s'appuie  sur  drux  arêtes  opposées  ;  les  deux  points  H  et  S  sont  conju- 

^      gués  harmoniques  par  rapport  au  point  Mi    et  au  second  point  oii  la  droite  coupe 
-.  une  qu.idrique  quelconque  du  l'aisceau  ;  ce  second  point    Ma   est  donc  le  nn^me  pour 

tontes  les  (juadrique*  du  taiscoau,  il  est  sur  la  courbe  F. 

Prenons   Ox    et   HC,    et  appelons    ./•,,  y,,  :.    les  coordonnées  du  point  Mi  ;  les 

équations  delà  droite  HS  sont    x  =  .n    et   —  =  —  ;  portons  ces  valeurs  de   x   et  de 


y  dans  les  équations  des  deux  cônes  ;  nous  aurons 

^1 


-h'^-2'-3*  =  0, 


et  nous  pourrons  vérifier  que  ces  deux  équations  en   ;  ont  les  mômes  racines,  en  tenant  compte  de  ce  fait 
que  le  point  (.-•,,  j/i,  :\)    est  sur  la  courbe    P.    Ceci  ncus  montre  que  les  coordonnées  des  deux  points  du 

)a    \I,       m.    cAnt 


a-).  —  yi,  —  -I, 


couple  Ml,  Ma  sont 

a;.,  î/,,  z, 
comme  il  découle  du  raisonnement  antérieur. 

J'renons  0//    et  AB  ;   les  deux  équations  de  la  droite   RS   sont 

^  »«  -.  _y Vi 

x'i  —  a 


et 


et 


X  Xi  X  —  a  ^,   —  « 

en  portant  les  valeurs  de  x  et  de  ;/  dans  les  équations  des  deux  cônes,  nous  avons  deux  équations  en  x  ayant 
les  mômes  racines,   xi   et  x^  ;    l'une  de  ces  équations  est 


elle  s'écrit  ^..^  , ^ 

la  somme  des  inverses  des  racines  est 


xAi-^ 


œ*  -+-  -7 — 2J — -.  (x  -  a)»  -  2  -4-  a-»  =  0  ; 
(xi  —  aj*   ^  XI 


0-2 


f\ 


?/i 


(.-•,  —  O; 


^(— 20*4-0")  =  0  ; 


i 

Xx 


et  donne 

Nous  avons  alors 

nous  trouverons  de  mémo 

le  point  Ml  a  pour  coordonDées 


{ 

a'j 


1 


1 

X\ 


•i  =  —    Xi 

0C\ 


yi  = 


a 
x,  = 

OJ| 

2ari  —  a 


ax. 


2x,  —  a 


a«i 


2x,  —  a 

—  n.Vi 


flîi 


2*1  —  a 


2xx  —  a 


2t,  —  a 


Prenons  enlin   0;;   et   AC  ;   les  deux  équatiODS  do   HS   sont    JL  =  11. 
l'une  des  étiualions  aux   ./•   des  points  de  rencontre  avec  la  courbe   V   est 

.'•»  H-  -4-»*  -  ,     ~''    ,,  (x  -  a)»  =  0  ; 

X\  (x,  —  rt)«    ' 

ells  nous  montre  que  la  somme  des  inverses  des  racines  est  encore 

Xi  X4  n 

donc    x^=-^ — .   ensuite,    »/»  =  „    •  et    ;*  = 


et 


2x\  —  a 


2a-i  —  a 


(7.7, 


2x1  —  a 

—  031 


;    le  puint  M4  a  pour  coordonnées 


2.11  —  <i  '2.1  \  —  a         2xi  —  a 

Réunissons  dans  un  même  tableau  les  coordonnées  des  quatre  points  associés  ;  nous  avons 

Mj        û-,,     —  !/i.     —  :,, 

axi  —  nj/i  A<, 


M, 
Mi 


2xt  —  a 
axi 


2x,  -  « 


ixi  —  a 
—  a:. 


2a;,  —  a        20:4  —  0         2«i 
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Cela  nous  montre  que  les  deux  droites  Mi  M2  et  M3M4  s'appuient  sur  le  premier  couple  d'arôtes  opposées, 
Ox  et  BG  ;  que  les  deux  droites  Mi  M3  et  M3M4  s'appuient  sur  le  second  couple  d'arêtes  opposées  Oy  et  AR  ;  et, 
enfin,  que  les  deux  droites  Mi  M4  et  M2  M^  jouent  le  même  rôle  aussi  et  s'appuient  sur  le  troisième  couple 
d'arôtes  opposées  O0  et  AG.  Si  donc  on  part  de  n'importe  quel  point  de  ce  quadruple,  on  retrouve  les  trois 
autres.  Le  tétraèdre  MiMsMjMi  est  entièrement  déterminé  par  l'un  de  ses  sommets  et  par  les  opérations 
indiquées. 

20  Gonsidérons  maintenant  les  quadriques  du  faisceau 

x^-i-y'^  —  2-2  —  <2  {[x-af  -^  \f-  -  z'^\  =  0; 
elles  admettent  pour  plans  de  symétrie  les  deux  plans    y  =  0  et  :  =  0.    Le  plan    :r  =  0    les  coupe  suivant 
les  cercles  »-  +  1/  —  t-  [{x—ay  4- 1/^]  =  0  ; 

ces  cercles  forment  un  faisceau  linéaire  qui  admet  comme  points  limites  le  point  0  et  le  point  A.  Les 
coordonnées  du  point  A,  a  et  0,  rendent  le  premier  membre  positif;  si  donc  le  coefficient  de  x'\  le  nombre 
1 —  t^,  est  positif,  le  point  A  est  extérieur  au  cercle  ;  sinon,  il  est  intérieur.  Par  conséquent,  tous  les  cercles 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  t  plus  petites  que  i,  entourent  le  point  0;  les  autres  entourent  le  point  A. 
La  projection  de  la  courbe  F  sur  le  plan  des  xy,  le  cercle  B,  m-  -\-  y^  —  iax  +  2a^  =  0,  est  l'un  d'eux  ;  il 
a  été  obtenu  pour  t^  =  2,  il  entoure  le  point  A. 

Les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  sont  aussi  des  cercles  ;  s'ils  sont  tous-réels,  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Soit  z  =  h  le  plan  sécant  ;  le  cercle  se  projette  sur  le  plan  des  xy 
suivant  le  cercle 

(a;2  -I-  yi){i  —  ti)  +  tat^x  +  W'  (<2  _  2)  =  0, 

ou  x^^-by^  +  -, ^^  +  -7 — 7^  =  0; 


le  carré  du  rayon  est 


f  = 


1  _  t2  1  _  <2 

aH'*  -  h^{{  -  t^)(fi  —  2) 


pour  qu'il  soit  positif,  quel  que  soit  h,  il  faut  que  le  coefficient  de  h^  soit  positif  : 

(<»  -  1)  (i'-  — 2)  >0, 
c'est-à-dire       -  t^<i  on  t^>2. 

Il  y  a  deux  familles  d'hyperboloïdes  à  une  nappe  dans  le  faisceau,  l'une  qui  correspond  aux  valeurs  de  t, 
comprises  entre  0  et  1,  et  l'autre,  qui  correspond  aux  valeurs  de  t  plus  grandes  que  \/2.  Les  cercles  de  gorge 
des  hyperboloïdes  de  la  première  famille  entourent  le  point  0  ;  ceux  de  la  seconde  famille  entourent  le 
point  A  ;  mais  tous  les  cercles  du  faisceau  ne  sont  pas  des  cercles  de  gorge. 

Nous  pourrons  écrire  l'équation  de    IL    ainsi 

X^   —    <2   {x—af   =   1/2  (i!2   _    1)   _  ^2    (^2   _   2), 

si   (  est  plus  grand  que  ]/2,  et 

X^    —   (2   [x—af  =    (2-t2)   32   _  yi  [l—Û) 

si  t  est  plus  petit  que  1.  Dans  chacun  de  ces  cas,  nous  avons  immédiatement  la  forme  PQ  =  RS,  et  nous 
pouvons  écrire  de  suite  les  équations  de  l'un  des  systèmes  de  génératrices  ;  ce  sont 

1        

X  —  t{x  —  a)  =  'k{y\/t^  —  1  —  zs/fi  —  2),  ic  +  t{x  —  a)  =  -y-^^'^^"  —  1-1-  -  y/'"  —  2), 

I        

OU  ai  —  t{x  —  a)  =  l(z^/2  —  t^  —  y\/l—e-),  x  +  t{x  —  a)  =  ^{:^2  — t^ -\-y\/i  —  t^). 

Chacune  de  ces  génératrices  rencontre  la  courbe  r  en  deux  points;  ce  sont  les  deux  points  où  elle  perce  le 
cône  0;  ce  sont  aussi  bien  les  deux  points  où  elle  perce  l'un  des  cylindres  projetant  la  courbe  F,  d'une 
manière  générale,  les  deux  points  de  rencontre  avec  une  quelconque  des  quadriques  qui  passent  par  la  courbe  F. 
En  exprimant  que  ces  deux  points  sont  confondus,  nous  exprimerons  que  la  génératrice  de  IL  est  tangente  à 
la  courbe   F. 

Pour  faire  le  calcul,  choisissons  le  cylindre  qui  projette  la  courbe  sur  le  plan  des  xy  :  nous  aurons  à  écrire 
que  la  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  des  xy  est  tangente  au  cercle 

aj2  _j_  j^2  —  ^ax  -+■  2a-  =^  0  ; 
or,  si  nous  prenons  la  seconde  forme  des  génératrices,  la  projection  sur  le  plan  des  xy  s'obtient  en  multipliant 
la  seconde  équation  par    — X^    et  ajoutant  à  la  première  ;  ceci  nous  donne 

41  —  t  —  X2(l  -I-  t)]  +  at(l-|-X2)  -+-  2ly^\^^'  =  0,  x[i  _  X^  —  «(1  +  X»)]  ■+■  2ly^T^^^  ■+-  a((H-  X^)  =  0. 

D'autre  part,  la  tangente  au  cercle  en  un  point    {xi,  yi)  a  pour  équation 

X  (a;,  —  2a)  -+-  yyi  —  2a  {xt  —  a)  =  0, 
et,  en  identifiant  avec  l'équation  trouvée  plus  haut  : 

37,  —  2a î/i 2a — 2Xi  . 

1  _  À2  _  n^i  ^  X2)  ~  2X^n:r^  ""  ((1  +  X2)  ' 

ajoutons  terme  à  terme  les  deux  rapports  extrêmes,  puis,  une  fois  encore,  de  même,  nous  avons  deux  nou- 
veaux rapports  égaux  aux  précédents  : 

—  Xi — 2a 

1  -  X»  -   2(1  -  X»)  -  t(l  +  X»)  .' 
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et,  de  toutes  ces  ^-galités  nous  déduisons 

_  2an— À»)  ^    _q     _  —  2fl'i  —  )■*  — fM  -t-X«)]  _  —  4fl)./i_/î 

^'  ~    2(1- >.*)  —  /(! -»->.*)'  ^'       '°  ~      2  1  —  À»)  —  <(H- À*)     '  ^'  ~    2(1  —  Àî)  —  t(l -h  X»)  ■ 

Écrivons  maintenant  que  l'équation  du  cercle  est  vérifiée  par  xi,  i/t,   c'est-à-dire  que 

(a:i  —  2a)-  -h  ;/?  —  2a-  =  0  ; 
cela  nous  conduira  à 

4a2  [I  _>.!  —  <  (1  4-  /2)j2-|-  16a«  À^  (j  _  ,î)  _  2a-  [2  (l  —  À»)  —  Ml  -I-  >■*);-  =  0; 
divisons  par   2a'  et  développons  en  gardant    1  —  À*    et    f(l+À*)     groupés  comme  ils  le  sont  ;  nous  aurons 

—  2  (1  —  À2)î  -4-  ''  (1  -H  >*)-  -H  8  /.2  (1  —  /^)  =  0,  »  («»  —  2)  —  GÀ'-  (<»  —  2)  -f-  ^^  —  2  =  0, 

finalement.  »  —  6/2  -f- 1  =  0. 

Cette  équation  est  indépendante  de  (  ;  elle  donne  quatre  valeurs  réelles  pour  ).,  que  nous  pouvons  obtenir  en 
écrivant  l'équation  ainsi  : 

{r-  -  1)2  =  4)«, 

puis,  ).2  —  1  =  db  2À, 

■/.î  _  2),  —  1  =0,  /»  -H  2X  —  1  =  0  ; 

les  quatre  valeurs  de  ).  sont 

X  =  1  ±  v^J,  X2  =  —  1  di  v/  2i 

Ainsi,  pour  tous  les  liyperboloïdes  du  premier  groupe    (/ <  1),    les  quatre  génératrices  tangentes  à  r  sont 
réelles  et  ont  les  quatre  paramétres  (ixes  (jue  nous  venons  d'indiquer. 

En  refaisant  les  mêmes  calculs  pour  le  second  groupe  d'hyprrboloïdes.  nous  arrivons  à  ré(iuation 

X*  -h  6X2  _^  ,  —  0, 
dont  les  quatre  racines  sont  imaginaires.  Il  y  a  encore  quatre  génératrices  de  II,  tangentes  à  la  courbe  P. 
mais  elles  sor)t  imaginaires. 

Il  est  facile  d'expliquer  ce  résultat  :  les  projections  des  génératrices  tangentes  à  la  courbe  r  sont  tangentes 
k  la  fois  au  cercle  (U),  projeelioii  de  F  cl  au  cercle  de  gorge  de  H,  ;  si  donc  ce  cercle  de  gorge  est  de  ceux  qui 
entourent  le  point  0,  les  droites  indi(iuées  sont  toutes  (juatre  réelles;  si  le  cercle  de  gorge  est  de  ceux  (jui 
entourent  le  point  A,  elles  sont  toutes  les  quatre  imaginaires. 

Il  reste  à  montrer  q»ie  les  quatre  points  de  contact  avec  la  courbe  T  sont  des  points  associés;  pour  cela 
il  faut  prouver  qu'ils  forment  un  qiiadiangle  inscrit  dans  le  cercle  M  (en  |)rojeclion  .  dont  les  c(Més  opposés 
passent  aux  points  0,  A  et  C.  Or,  cela  est  évident  d'après  cette  ju'opriété  que  tout  (juadrilatère  circonscrit 
k  ime  conique  admet  le  même  triangle  diagonal  que  le  quadrangle  formé  par  les  points  de  contact;  ici  le 
(|iia(lrilatère  circonscrit  est  formé  de  quatre  tangentes  communes  à  deux  cercles  du  faisceau,  il  admet  donc 
pour  triangle  diagonal  le  triangle  autopolaire  commun  k  tous  les  cercles  du  faisceau,  le  triangle  OAC. 

Pour  vérifier  par  le  calcul  que  les  ([uatre  points  do  contact  sont  des  points  associés,  il  faut  montrer  que 
les  quatre  valeurs  de  xi,  qui  correspondent  aux  valeurs  de  X  que  nous  avons  trouvées  sont  égales  deux  à  deux 

112  — 

et  que,  entre  deux  d'entre  elles,  il  y  a  en  outre  la  relation 1 =  — .       Or.  pour      ^  =  1  -+-  i/2, 

'       *  Xi  xj  a  r  /,  —  » 

X'  —  2X  —  1  =  0,     et  nous  avons 

—  2a(l  —X»)  _  —  4aX  _  2al 

'^'  ~    2(1  —  X2)  —  f(l  H-  X»)   ~    —  4X  -  t[2  ■+■  2X)    "~    2X-hf(l  -h  X)  ' 

ces  valeurs  de  xi  sont 

2a(l  ±*/^) 


2[i  ±  >/ 2) -h  ((2  ±  ^  2) 
Celles  qui  correspondent  an\  valeurs 

A  =  —  1  it  v^7.  r-  +  2X  —  1  =  0, 

sont  données  par 

4flX  2aX  2ai—{±^2) 


/r,  = 


4X  — <(2  — 2X)  2X-t(l— X)  2(— 1  ±v^2)  — ^(2^ /2)  ' 

en  changeant  les  signes  haut  et  bas, 

_  2a(l  ^v/2) 

""'  ~    2(1  ■-fy/2)-^t(2z+.^2)  ' 
Ces  deux  nntiveaux  nombres  sont  bien  égaux  aux  précédents, 
l'osons  maintenant 

n-i  -  ^"^^  "^  ^^^  r    -  2qfI-V^â) 

2(H-v/2)-»-t(2-|-v/2)'  ■''         2(1  -  ^2) -h  t{2  -  ^2)  ' 

Dous  atirons 

1     _    2(i-hs'2)-ht{2-hy/2) 
_     0-,    ~  2a'i-t^2) 

et,  en  multipliant  haut  et  bas  par    v^2  —  1, 

1     _    2  +  ^/2  . 
X,  2a 
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de  même,  -L  =  ^-'^^.  et  ±_  +  _L  =  A. 

^3  2a  xi  Xz  a 

Réciproquement,  si  nous  considérons  quatre  points  associés,  les  tangentes  au  cercle  B  en  ces  points 
forment  un  quadrilatère  symétrique  par  rapport  à  Orc,  ayant  pour  triangle  diagonal  le  triangle  OAC  ;  il  y  a  un 
cercle  inscrit  dans  ce  quadrilatère,  un  cercle  conjugué  par  rapport  au  triangle  OAC,  qui  fait  donc  partie  du 
faisceau  des  cercles  de  gorge  des  hyperboloïdes  ;  ce  cercle  enveloppe  le  point  0,  et  sert  de  cercle  de  gorge  à  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  du  faisceau,  et  il  est  visible  que  pour  cet  hyperboloïde  les  quatre  génératrices 
tangentes  à  la  courbe  T  sont  bien  celles  qui  se  projettent  suivant  les  quatre  tangentes  qui  ont  été  menées. 

La  valeur  de   «^  qui  correspond  à  cet  hyperboloïde  est  donnée  par    xs.  = —  ;  c'est  d'abord 

2  +  t^2 


V2=    -^---^>  ;  puis,  f-  = 


On  trouve  de  même,    t^  = ^— ^ — —  ;  ce  qui  montre  encore  que  Thyperboloïde,    Hr,    qui  correspond  aux 

génératrices  tangentes  aux  deux  points  xi  est  le  même  que  celui  qui  correspond  aux  génératrices  tangentes 
aux  deux  points  X3. 

30  C'est  une  propriété  classique  que  par  tout  point  de  l'espace  il  passe  deux  cordes  ou  sécantes  doubles 
d'une  biquadratique  donnée.  Cela  peut  se  voir  de  plusieurs  façons,  en  particulier,  en  considérant  l'unique 
quadrique  du  faisceau  f-h'kg  =  0  qui  passe  au  point  choisi  ;  les  deux  sécantes  doubles  qui  passent  en  ce 
point  sont  les  deux  génératrices  réelles  ou  imaginaires  delà  quadrique,  qui  passent  en  ce  point. 

Ces  droites  sont  réelles  quand  la  quadrique  qui  passe  au  point  choisi  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
c'est-à-dire  quand  le  paramètre  t^  varie  de  0  à  1  ou  de  2  à  -1-  00 .  En  exprimant  cela,  on  trouve  comme 
surfaces  sépacatives  les  deux  cônes  et  les  deux  cylindres  du  second  degré  qui  contiennent  la  biquadratique. 
Étant  donnée  l'une  des  régions  déterminées  par  ces  quatre  surfaces,  il  est  facile  de  dire  si  elle  convient  ou  non. 

Soit  PQ  une  corde  de  T  ;  elle  perce  le  plan  des  xy  en  un  point  H  ;  il  y  a  une  quadrique  du  faisceau  qui 
passe  en  H;  elle  renferme  les  trois  points  H,  P,  Q,  donc  elle  contient  la  droite  HPQ;  par  suite,  c'est  un  des 
hyperboloïdes  H(  rencontrés  plus  haut.  Cette  droite  est  rencontrée  par  toutes  les  génératrices  de  l'autre  système 
en  particulier,  par  les  quatre  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  F;  si  donc  elle  est  sur  un  hyperboloïde  de 
première  espèce,  pour  lequel  ces  quatre  droites  sont  réelles,  les  quatre  plans  tangents  sont  réels  ;  sinon,  ils 
sont  imaginaires.  Or  cela  dépend  de  la  position  du  point  H  par  rapport  au  cercle  B.  Les  plans  tangents  sont 
imaginaires  quand  le  point   H    tombe  à  l'intérieur  du  cercle  B. 

Si  on  considère  un  plan  D  parallèle  à  Os,  ce  plan  coupe  la  courbe  T  en  quatre  points,  par  lesquels 
passent  six  cordes  de  T ,  deux  d'entre  elles  sont  parallèles  à  Oz  et  situées  sur  le  cylindre  B;  deux  autres 
forment  les  diagonales  du  trapèze  et  se  coupent  en  un  point  du  plan  des  xy,  intérieur  au  cercle  B  ;  pour  elles, 
les  plans  tangents  sont  imaginaires.  Enfin,  les  deux  autres,  qui  forment  les  côtés  non  parallèles  du  trapèze', 
coupent  le  plan  des  xy  en  un  même  point  H,  extérieur  au  cercle  B;  les  plans  tangents  passant  par  elles  sont 
réels. 

Considérons  maintenant  les  droites  RS  qui  s'appuient  sur  A15  et  sur  Oy;  par  ces  droites  passent  des  plans 
tangents  réels;  ce  sont  celles  qu'il  faut  envisager.  Appelons  a  la  valeur  algébrique 
de  OR  et  ^  celle  de  AS. 
Les  équations  de  RS  sont 

I  =  'kx,  y  =  ix{x  —  a)  ; 

en  écrivant  qu'elle  passe  au  point  (0,  a,  0),  nous  avons    a  =  —  |jia,     |jl  =    ~  ^  ;    en 

écrivant  qu'elle  passe  au  point  (a,  0,  P),   nous  avons    p  =  \a,    X  =  •^.    Les  équa- 

lions  de  RS  sont  donc 

-     -  =  - — >  y  =  (x  —  a) . 

Cherchons  les  points  de  rencontre  avec  les  deux  cylindres  C  et  B  ;  nous  aurons  deux  équations  en  x  : 


—  2ax  +  a2  =  0,  -^  (x  —  af  +  a-2  —  4a.x-  -f-  2a2  =  0 


la  seconde  s'écrit 


les  deux  équations  sont  donc  identiques  si  on  a  la  relation 


=  0 


a- 


a2  -+.  a2  a»  -f-  2a^ 

OU  a?<^i  4-  2a2,S2  —  a^a'  —  a'>  =  0. 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  points   R  et  S. 

Le  lieu   s'obtient  immédiatement   en  remplatjant  a  par ^—     et    ^  [)ar     — ^     dans  la    relation 


406  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉKILLUL  El  BOURSES  DE  LICENCE  (lyiO) 

obtenue.  Le  calcul  est  immédiat  et  conduit  à  une  surface  du  <iuatrième  degré  : 

^*  -4_  2y»  (a;-«)ï  —  x«j/*  —  x*  (as— a)-  =  0. 
Pour  montrer  que  la  droite    PU    ou    RS   admet  une  conjuguée    FU'  de  même  famille  qu'elle  par  rapport 
à  deux  surfaces  H,,  nous  prendrons  les  plans  polaires  des  deux  points  H  et  S   par  rapport  k  H,  et  nous  mon- 
trerons que  la  droite  qu'ils  déterminent  satisfait  à  la  relation  précédente  pour  deux  valeurs  de  t*. 
Nous  avons  ainsi 

ay{i  —  l^j  -H  al^{j:  —  a)  =  0,  a  x  —  l^{x  —  a]]  —  iiz  ■+■  iit*  -+-  ai'^{x  —  u)  =  0  ; 

cette  dernière  équation  se  simplifie  et  d'écrit 

ax--pz{2  —  t*)  =  0. 

a'  i 

Ces  deux  équations  s'écrivent  '/  = (x  —  a),  :  =  -^—x. 

a  a 

a'  —  at'^  t'    a 

nous  tirons  de  là  a  et  i  en  fonction  de  a'  et  de  p',  nous  portons  dans  la  relation  trouvée  et  nous  devons  obtenir 
entre  a'   et  f   la  môme  relation.  Nous  avons  successivement 

"  ~  ~    a'(l  —  «»>  '  ''  ~    ^'(2  -  «»)  '  a'"^'m  -  t^)\2  —  t*)*    "*"    ^'-(2  -  f^)»  a*(l  —  M)»        «    -  ". 

a'ip(i  —  /ï)2(2  —  f*)«  -»-  aHH2  —  <*)-^'»  —  2a»(1  —  (î)îa'ï  —  a*/*  =  0. 
Pour  que  celtr  relation  soit  identique  k  celle  qui  relie  a   et   ^,    il  faut  que  l'on  ait  les  trois  équations 
aH^  ,,  ,  -2a^  ,  —  aH<'  . 


(1  —  /■■')«  '  (2  —  t')*  '  (i  —  ti)*{2  —  t*f 

qui  drvieiintMit 

/*-W^ -1-2  =  0,  <*— 4/24-2=0  i-t  [(1  —  <■•«)  (2  -  <2) -»- <»]  [(1  — <*)  (2  — <*j  — /*j  =  0. 

Nous  voyons  que  les  trois  équations  sont  vcrifiéfs  par  les  racines  de  l'équalion  du  second  degré  en  t* 
i*  —  4<*  -H  2  =  0  ;  ceci  prouve  la  propriété  annoncée. 

4°  Par  tout  point  .M  d'un  livperboloïde  IL  passant  par  la  courbe  V,  il  passe  deux  génératrices  de  H,  qui 
rencontrent  cette  courbe  en  quatre  points  P|,  P...  I';,,  P;.  Quand  le  point  .M  vient  en  .Mi,  point  de  contact  d'une 
génératrice  de  IL  avec  la  courbe  F,  trois  points  I'  sont  confondus  avec  Mi  ;  le  plan  langent  en  .Mi  à  l'hyper- 
boloide  est  donc  le  plan  oscillateur  de  la  courbe  l  au  point  Mi. 

Pour  avoir  l'équation  de  l'hyperboloide  qui  passe  par  la  tangente  en  Mt,   jl  suffit  de  se  reporter  k  ce  qui 

2  (xi  a)' 

précède  et  de  remplacer  <*  par  la  valeur  trouvée  antérieurement  :     /- =  — ^ —,     oii  xi  désigne  l'abscisse 

du  point   M|,   qui  a  été  appelé    .M    dans  le  paragraidic  actuel. 

Comme  la  caractéristique  du   plan  osculaleiir  en  un  porftt  d'une  courbe  est  la  tangente  en  ce  point,  la 
courbe  E  est  le  lieu  des  traces  sur  le  plan    «0//    des  tangentes  à  la  courbe   F. 
La  tangente  au  point  {xi,  yi,  s\)  à  celte  courbe  a  pour  éfjuation 

xxi  4-  yy\    -  izzi  =  0,  {x  —  a)  [xx  —  a) -\-  i/i/i  —  3Z\  =  0; 

elle  rencontre  le  plan  des   xy    au  point  (a;,  y)  détini  par 

xxi  4-  yy\  =  0,  (a-  —  a)  (xi  —  a) -\-  yiji  =  0, 

ou 

(*)  •'■^'i  -+- yyi  =  0,  .1-  -»-  Jl  —  a  =  0. 

Nous  aurons  Ir  lieu  de  ce  point  m  éliminant   x\,  71  entre  les  équations  (1)  et  la  suivante  : 
(•-)  xr  -h  i/î  —  4  axi  4-  2fl2  =  0, 

qui  exprime  que  le  point  {xt,  yi)   est  sur  la  projection  de   F   sur  le  plan    xOy. 

Cette  élimination  fort  simple  nous  conduit  i\  Icquation 
(3)  i/î  (x*  +  2(«x  -  o»)  4-  a;»  (œ  —  a)«  =  0, 

ou 
(*)      ^  œ»  {x*  4-  y»)  —  2ox  (x-  —  y»)  4-  a»  (x«  —  v V  =  0 . 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à   Ox. 

Pour  la  construire,  nous  résolvons  l'éciuation  par  rapport  k   »/.    A  cbaque  valeur  de  .'•  correspondent  deux 

valeur»  de  y,   opposées,  nous  considérons  seulement  l'une  d'elles,  par  exemple   v  =     ,    — 5  ^  ~^  ^, 

'  y/  —  .r«  —  2ax  4-  a*    '   '^' 

nous  étudions  les  variations  de  cette  fonction.  Celle-ci  n'existe  que  pour  les  valeurs  de    x   comprises  entre  les 
racines  du  trinôme  placé  sous  le  radical,  qui  sont    —  a  (I  4- ^2)    et    0(^/2^— 1). 
Qn  ^^  Jy_  _    —  x»  —  3aa;»  4-  3a'j  —  g' 

da    ~  jI       ■ 

(—  x>  —  2a«  +  g^)  » 

Le  numérateur  peut  s'écrire    —  2x^  4-  (a?  —  a)\    il  a  une  seule  racine  réelle    x  =   ,  ~  "     ,    <iui  est  plus 

y  2—  i        '  *^ 

petite  que    —  g(i4-^2).     Donc,   quand    x    croît   de      -a(l4-/^)      à      a(^'2  -  i\     -^    est  constanmienl 

négatif,  y  décroît  de     -h  «     à    —00  ,    et  s'annule  pour    x  =  0. 
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Nous  obtenons  ainsi  la  branche  de  courbe  AOB  ;  la  courbe  E  se  compose  de  la  branche  AOB  et  de  la 
symétrique  A'OB'  de  AOB  par  rapport  a  Oa?.  On  voit  ainsi  que  l'origme  est  un 
point  double,  et  l'équation  (4)  montre  que  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bis- 
sectrices des  axes.  De  plus,  comme  x'^  —  y^  divise  les  termes  du  troisième  degré, 
les  tangentes  au  point  double  sont  des  tangentes  d'inflexion. 

La  courbe  admet  aussi  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  Oy,  les  tan- 
gentes étant  les  deux  asymptotes    X  =  —  a  (1 -f- ^2),   X  =  a  {^z  —  \). 

Enfin,  sous  la  forme  (3),  on  reconnaît  que  le  point  x  =  a,  y  =  0  est  aussi 
un  point  double,  mai§  un  point  double  isolé. 

La  courbe  E,  étant  du  quatrième  degré  et  admettant  trois  points  doubles,  est 
unicursale.  Chacun  de  ces  points  doubles  fait  diminuer  la  classe  de  deux  unités  ; 
on  en  conclut  que  la  courbe  est  de  la  sixième  classe. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  autrement  delà  façon  suivante.  Si  nous  écrivons 
l'équation  (2)  sous  la  forme 

{Xi  —  2a)2  +  2/2  =  2a2, 
nous  pouvons  exprimer  xi,  y\  en  fonction  du  paramètre^©  par  les  relations 
Xi  =  rt(2  -f-  /^  cos  o),  yx  =  asi  t  sin  o. 

Résolvons  maintenant  les  équations  (1)  par  rapport  à  x,  y,   et  remplaçons    xi,  yi   par  leurs  valeurs  en 
fonction  de   œ,   nous  obtenons  les  équations  paramétriques  de  la^ourbe  E^ 

_    a(l  H- v/2  cos  (p)(v/2-(-cos  ?) 


2 

\A      y 

b' 

^3 

\ 

\\  ^^ 

1 

/ 

1 

^   \p 

75 

/ 

3 

// 

\ 

oc 

\ 

/ 

/a 

B 

.r  =  —  a(l  -t-  /2  cos  cp), 


Nous  en  tirons 


dx 
dcp 


et,  par  suite,  l'équation  de  la  tangente  au  point 

.a;-4-a(l -t- v/"2  cos  <p)    _ 
a\j  t  sin  ç 


dy  

<p)  est 
a(l 

y 


cos'  co 


Sin  cp 


3  cos  cp  —  — T= 


%\w'  cp 

{t  COS  cp)(v/'2 


cos  cp) 


Sin  cp 


COS'^  cp 


3  COS  cp —=. 


^/"2- 
tg  -2-  =  (,    nous  obtenons  une  équation  du  sixième 


ou,  en  simplifiant, 

(5)  —  ir(  cos^  cp—  3  COS  cp —  )  -f-y  sin^o  +  -^  (1  + /Fcos  cp)'  =  0. 

Si  nous  y  remplaçons  cos  cp  et  sin  cp  en  fonction  de     .j,  ^ 

degré  en   t,   ce  qui  montre  bien  que  par  tout  point  du  plan  passent  six  tangentes  à  la  courbe. 

On  pourrait  construire  la  courbe  en  utilisant  les  équations  paramétriques.  Si  l'on  fait  varier  o  de  0  à  tt, 
on  obtiendra  la  branche   AOB,   et  en  faisant  varier  cp  de  tt  à  2-,   on  aura  la  branche  symétrique  B'  OA'. 

Gomme  vérification,  on  peut  retrouver  l'équation  (5)  de  la  tangente  en  cherchant  la  trace  sur  le  plan  des 
xy  du  plan  osculateur  à  F  au  point  (a;,,  t/i,  z^).  Nous  avons  vu  que  ce  plan  est  le  plan  tangent  au  même  point 
a  l'hyperboloïde 


x^  -\-y^  —  22^  — 
ce  plan  tangent  a  pour  équation 

xxi  -\-  yyi  —  2:z 


2(a;i  —  a)2 


2{xi  —  af 


^[x-af  +  y-^--^^  = 
{x  —  a)[xy  —  a)-\-  yyy  —  zzA  =  0. 


3  cos  o 


Faisons    z  —  O,    remplaçons   xi,  yi   par  leurs  valeurs  en  fonction  de   cp;  nous    retrouvons  l'équation  (5). 
Nous  allons  maintenant  discuter  la  réalité  des  tangentes  issues  d'un   point  quelconciue   P  (a;,,  j/o)  à  la 
courbe  (E).  Écrivons  que  la  tangente  (5)  passe  par  le  point  P,  nous  obtenons  l'équation 

-^_Wi/osin='cp  +  -^  .  (H-v/Tcoscp)3  =  0. 

Tout  revient  à  discuter  le  nombre  des  racines  de  cette  équation  comprises  entre  0  et  2-7:.  Pour  cela  nous 
écrirons  l'équation  sous  la  forme 

3 

v/T  a(i  -t-  s/Tcos  cp)^ 


xo(  ces'  cp  —  :; 


COS''  co  —  3  cos  o  — 


F(?)   =2/0  —  3^0 


=  0, 


sin-^  cp  ^2  sin*  cp 

et  nous  lui  appliquerons  le  théorème  de  RoUe  dans  les  intervalles   (0,  u  —  e)  et    (r  +  s,  2r). 

Calculons  d'abord  les  signes  de  F  (f)  pour  les  valeurs  limites  des  intervalles.  Pour  cp  infiniment  petit 
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positif,  F  (o)  a  le  signe  de 


^/î)' 


-a;o(l— 3 ^\ -|_-^ii±X=-!—  ou  de  a;o(3 -»- 2^/^  ) -f- af' 

ou  (.Ticore  de 

.-'0  H 7=— >  ou  <.'nhn  de  xo  -{-  aH  +  J  2  ). 

3-f-2v/2  \        V      / 

On  voit  de  môme  que    F{t.  —  i)    a  le  signe  de     'o-f-afl  —  v''2  ),    F(t-|-£)    celui  de 


5v/2), 


[To-|-a(l-v/"2)], 


el  enfin     F(2Tr  — s)    celui  de    —[xo  +  a(i-\-^2)\ 

Nous  trouvons  ainsi  en  évidence  les  abscisses    —  a  (1  -h  v^2)  et  a  (y/2  —  1)  des  asymptotes  m  el  Aj.  Nous 

poserons  _ 

—  al -h  v/2~)  =  r,,  a(^'2—^)  =  Xi. 

Si  nous  calculons  mainleiianl  la  dt-rivée  F"('f),  nous   trouvons  que  cette  dt-rivée   s'annule    pour  les  deux 
valeurs  de  cos   o, 

1  xo  •+■  a 

cos  o  = r=rz ,  cos  9  = -=^ . 

/2  a/ 2 

Pour  (juc  la  deuxième  équation  ait  des  solutions  eu    o.    il  faut  que ^"   _ ^     soit  compris  entre    —  1 

et    -1-1,    et  ceci  donne  les  conditions    *i  <  «o  <  x-^. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  faire  deux  hypothèses  : 

Premier  Cas.  —  Supposons  x,  extérieur  à  l'intervalle  (Xi,x.j),  c'est-à-dire  le  point  P  non  compris  entre  ii  et  Aj. 

3- 

l.a  dérivée   F'(o)    ne  s'annule  que  pour    o  =  -r-^ 

♦ 

nous  avons 


? 

F(9) 

(1) 

(2) 

(3) 

^'0 

0 

xq  —  ai 

— 

— 

-»- 

-+■ 

371 

4 

î/o  4-  xu 

— 

-+- 

-»- 

-h 

■K  —  £ 

Xo  Xi 

— 

— 

-h 

-f- 

TT-h  £ 

[Xo  Xi) 

-1- 

-1- 

~ 

— 

4 

lli,  -  -  ^0 

-4- 

-1- 

— 

■+- 

27: 

-    {X3  —  X>) 

-f- 

-h 

— 

— 

cl     ,  =  -^ 


tf)= 


yo  ■+■  Xo, 


m= 


yo 


Xo. 


Les  signes  de  F((p)  pour  les  nombres  de  la  suite 
de  itolle  dépendent  de  la  position  du  point  P  par  rap- 
port aux  asymptotes  el  aux  tangentes  au  point  double. 
Comme  la  courbe  est  symctritjue  par  rapport  à 
()j;,  on  peut  se  borner  au  cas  où  y,  >  0,  ce  qui 
revient  à  supposer  que  le  point  P  est  au-des.<sus 
de   (t.'-. 

Dans  le  tableau  ci-dessus,  la  première  colonne  contient  les  nombres  de  la  suite  de  Holle,  la  deuxième  les 
valeurs  de  F('f)  correspondantes.et les  suivantes  dunuent  les  signes  de  F(u)  suivant  que  le  point  P  est  situé 
dans  les  régions  1,  2,  .\,  4  indiciuécs  sur  la  ligure  précédente. 

(>n  en  conclut  que,  si  le  point  P  est  dans  l'une  des  régions  (\)  ou  (.1).  on  ne  peut  mentr  par  ce  point 
aucune  tangente  réelle  k  la  courbe  ;  si  le  point  P  est  dans  l'une  des  régions  ('<?)  ou  (4),  on  peut  mener  deux 
tangentes  réelles. 

Deuxième  cas.—  Supposons  xq   compris  entre   ar,   r.t   x».  c'est-à-dir<!  le  point  P  compris  entre  les  asymptotes 

A,  et  y^. 

Xo  +  a 


«P 

F(v) 

(S) 

(6) 

('J 

0 

Xo  Xi 

-1- 

-h 

-h 

37: 

4 

î/o  +  Xo 

-»- 

-1- 

-H 

a 

Ho  —  i{xo) 

-1- 

-1- 

-h 

•K î 

Xo  —  Xi 

— 

— 

— 

7:  +  e 

—  (j-0  —  Xi] 

-1- 

-1- 

4- 

27:  —  a 

yo  -f-  /"(.rn) 

— 

-»- 

57: 

4 

I/o  —  .'"u 

-- 

->t- 

-H 

27: 

—  [Xo  — J-1  ) 

— 

— 

— 

L'équation    cos  ç  =  — 


a^2 


admet   une  racine   a 


comprise  entre   0   et   t:,   et  une  racine    27:  — o,    comprise 

37: 
entre  t:  et  27r.  Comparons  t  à    — -— .    Nous  avons 


cos 


37: 


—  cos  a  = 


1 


-f- 


Xo 


4  """  y]  2     '       a^2  a^2 

le  signe  dépend  de  xo. 

Supposons  d'abord    xo  >  0.     Nous  avons 

3r  ,  57t 

,>_,  27:-a<_. 

On  calcule  aisément 

F(a)  =  î/o  -  A-^o).  F(27:  _  «)  =  y,  -|-  f[xo). 

x(x  —  a) 
en  posant  /"(«)  ^     ,       à      ,-,  • 

^  —  x*  —  2ax  -h  a* 

On  remai(|uera  que    y  ~  f\x)  =  0    est  l'équation  de  la  branche   AOH,   el    y  +  f{x)  =  0    celle  de    A'OIV. 
Nous  8i,()poserons  le  point    P   successivement  dans  les  régions  (5),  1^6)  et  (7),  el  nous  avons  le  tableau 
ci-dessus. 
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Si  le  point  P  est  dans  la  région  (6),  on  peut  mener  par  ce  point  quatre  tangentes  réelles  ;  si  le  point  P   est 
dans  l'une  des  régions  f5)  ou  (7),  on  a  seulement  deux  tangentes. 

Si   l'on    suppose   maintenant     xo  <  0,      on    a   le    tableau   ci-contre    : 

Si  le  point   P    est  dans  la  région  (9),  quatre  tangentes; 
dans  les  régions  (8)  on  (10),  deux  tangentes. 

Pour  calculer  les  aires  demandées,  nous  utiliserons  les 
équations  paramétriques  de  la  courbe   E, 

X  =z  —  a(l  -f-  y  2  COS  ç.), 
_  ail  -4-  v/2  COS  o)(s/2-f-cos?)  _  a(v/2;cos2<p-l-3  cos  cp -|-  ^2) 
sin  9  sin  o 


9 

F(cp) 

(8) 

(9) 

(10) 

0 

Xo  —  Xi 

4- 

4- 

4- 

a 

1/0  —  f(xo] 

— 

— 

-h 

371 

4 

2/0-1-370 

— 

4- 

-+■ 

•71  £ 

.Xo  —  X2 

— 

— 

— 

5ti 
~4~ 

2tc  — a 

2tt 


—  {Xo  —  032) 

</o  —  a-o 

î/0  4-  f(xo) 

—  (a;o  —  aîi) 


Nous  avons 

ydx  =  «2(2  cos"2  cp  4-  3v'2  COS  o  4-  2)dçp 


et 


I  ydx  =  a^l 


=  a2[cos  2f  4-  3\/2  cos  cp  4-  3Jd«p 

,/  sin  2ip       „  /r-   .  „   \ 

—  -2/  ^    ^3v/2slncp4-  3cpJ- 


L'aire  comprise  entre  l'asymptote   Ai    et  les   branches   de  courbe   OA,    OA'    est 

35 

2J        tjdx=:a^(^-^  +  ^y, 
l'aire  comprise  entre  l'asymptote   A2   et  les  branches  de  courbe   UB,  OB'   est 

-2  rydx  =  a^(^^-^y 
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2352.  —  Le  réseau  des    isothermes  d'une  masse  donnée   d'un  fluide  est  représenté  par  l'équation 
de  Van  der  Waals 


(i) 


(?'-^^  )("-*)  =  f^T- 


1°  Les  constantes  critiques  T^,  pc,  Vc  étant  données,  calculer    les  coefficients  a,  b,  R  de  l' équation (l). 

Pour  1^  d'un  certain  fluide  satisfaisant  à  l'équation  de  Van  der  Waals,  les  constantes  critiques  sont  : 
température  absolue.  Te  =  400°  ;  volume  spécifique,     Uc  =  4crn^  ; 

pression^  Pc  =  60  atmosphères  (1  atm.  =  1033  gr.  —  poids  par  cni^). 

Calculer  les  valeurs  correspondantes  de  a,  b,  R. 

2°  Pour  la  masse  donnée  du  fluide,  quand  v  croîtindéfiniment,  mont''er  que  l'équation  de  Van  der  Waals 
se  réduit  à  celle  des  «  gaz  parfaits  ».  On  suppose  que  tous  les  corps  soient  amenés  à  cet  état  limite  et  qu'ils 
obéissent  en  outre  à  la  loi  d'Avogadro  ;  montrer  que  dans  les  équations  pv  =  RT  relatives  aux  masses 
moléculaires  des  divers  gaz  parfaits,  la  constante  R  est  la  même  pour  tous  les  gaz.  Calculer  cette  constante 
au  moyen  des  données  suivantes  relatives  à  l'oxygène  :  masse  moléculaire  de  l'oxygène,  0"  =  32e  ■  densité 
de  l'oxygène  relative  à  l'air,  1,1052  ;  masse  du  cm^  d'air  normal,  0*^,001293. 

Des  résultats  obtenus,  déduire  la  masse  moléculaire  du  fluide  ci-dessus  défini  par  ses  constantes  critiques. 

3°  Etant  donnés, pour  une  suite  d'isothermes,  lescouples  des  valeurs  correspondantes  des  masses  spécifiques 
d  et  d'  du  liquide  et  de  sa  vapeur  saturée,  à  la  pression  F  de  cette  vapeur  saturée,  montrer  comment  on  peut 
calculer,  au  moyen  de  l'équation  (1),  les  valeurs  de  ¥  et  T  correspondant  aux  couples  de  valeurs  de  d  et  d'. 

En  particulier,  calculer  les  valeurs  de  Y  et 'ï  correspondant  aux  densités  rf  =  0,56,  rf' =  0,04  rela- 
tives au  fluide  ci-dessus  défini  par  ses  constantes  critiques. 

A°  Dans  ce  dernier  cas,  évaluer  en  kilogrammètres  le  travail  nécessaire  à  la  liquéfaction  de  40g  rfe  vapeur 

saturée. 

(École polyteclinique,  concours  de  1918.) 
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1"  On  sait  que  l'isotherme  correspondant  à  la  température  critique  présente,  pour  la  pression 
critique,  un  point  d'inflexion  avec  tangente  parallMe  à  l'axe  des  volumes.  Les  constantes  critiques  satis- 
font donc,  en  m(^rae  temps  qu'à  l'équation  de  Van  der  Waals,  aux  conditions 


dp         ^  fPp 

-X-  =  0          et          -rr  =  ^' 


ce  qui  donne,  pour  les  déterminer,  les  trois  équations 

a  RT,  2a_  _         RT,  _  _    ^  _^       '^"^^      _  o 

Vc^-         [Vr  —  bf  ~    '  ~   "y?"  "^  (Vc  —  b}^  ~ 

ou  bien  a  =  :ip,v,\  b  =  — y„  '^  =  "tt   ''''' 


'^'  -          v^^    ^ 

Vc  —  A  ' 

ïn  déduit 

Vc  =  36, 

A     '  3      T, 

Pour  \\i  du  fluide  considéré,  l'application  numérique  donne,  en  centimètres  cubes  et  atmosphères, 

a  =  2880,     b  =  —,     R  =  1 ,6  ; 

'l 

en  unités  C.  (i.  S..  a  =  2,92  X  10»,     />  =  — .     R  =  1.62  X  10». 

2"  Lorsque  o  croît  indéfiniment,  —  tend  vers  zéro,  b  devient  néglifreable  vis-à-vis  de  v  et  l'éqna 

tion  (1)  se  réduit  Ji  pv  =  RT,  équation  des  gaz  parfaits. 

Si  on  écrit  celte  équation  pour  une  masse  moléculaire  M,  v  et  R  sont  M  fois  plus  grands  que  pour 
un  gramme. 

D'après  la  loi  d'Avogadro,  à  une  mémo  pression /)  et  à  une  même  température  T.  v  est  le  même 
pour  tous  les  gaz,  donc  Rm  aussi. 

Ceci  nous  permet  de  calculer  cette  constante  des  fjaz  Rm  on  choisissant  un  tluide  particulier.  Toxy* 
gène  par  exemple,  qui  soit  un  gaz  à  peu  près  parfait  dans  les  conditions  noruiales. 

Dans  ces  conditions,  T  =  273  ;  p  vaut  1  atmosphère  ou  1033x981  =  1,013  x  10*  baryes;  t>,  volume 
de  32»»  d'oxygène,  est  donné  en  centimètres  cub''s  par  le  quotient 

32 


l,lu52x  0,001^93 
On  déduit  do  là  : 


=  22380 


en  centimètres  cubes  et  atmosphères,     R^  =  Hi, 

en  unités  C.  G.  S.,  Rm  =  8,31  x  10\ 

Or  nous  avons  trouvé  plus  haut  la  valeur  do  I{  pour  un  gramm'^  du  lluide  considéré  ;  le  rapport  des 

deux  valeurs  nous  donnera  la  masse  moléculaire 

82 
M  = =  51,2. 

3"  Si  d  et  d'  sont  les  masses  spécifiquos  du  li<inido  et  do  sa  vapeur  saturéo.  les  volumos  correspon- 
dants, pour  un  ;;ramme  de  matière,  sont  respectiviunont  —  et  — .  Écrivons  que  ces  volumes  satisfont 

d  d' 

l'équation  (I)  pour  la  même  pression  F  ot  la  mémo  température  T,  il  vient 

(  V  -f  ndA  ^-i-  -  1^  =  RT  H  Iv  -^  nd'^\  (-L  -  a)  =  RT . 

On  en  tire     F  =  ndd'    I   -  b  (d -h  d')]     ot  T  peut  rire  ensuite  calculé  avec  l'une  des  équations.  Avec 
d  =  0,3fi     et    d'  =  0,0't,  on  trouve 

F  =  l^'"".'.)  (-t  T  =r  259.  soit  —  I  i»  centigrades. 

\"  La  condensation  se  fait  sous  la  pression  constante  F  et,  pour  un  gramme,  avec  une  variation  de 
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1  l 

volume  —r. — .   Le  travail  nécessaire  pour  condenser  40  grammes  est  donc 

ad 

Mais,  en  réalité,  on  n'a  à  surmonter  que  l'excès  de  la  pression  F  sur  la  pression  atmosphérique  ; 
pour  calculer  le  travail  etïectif,  il  faut  donc  diminuer  F  d'une  atmosphère;  évaluons-le  d'abord  en  ergs 
puis,  pour  l'avoir  en  kilogrammètres,  nous  diviseions  par  9,81  x  10'' .  On  trouve  ainsi 

G.  LACH,  à  Douai. 
Bonnes  solutions  de  MM.  C.  Delvoye,  à  Gaen,  et  A.-O.  Guibert,  à  Nantes. 


2353.  —  Etant  donné  un  poids  de  phosphore  égal  à  3^,1,  on  le  fait  réagir  sur  le  gaz  provenant  de 
l'action  d'un  excès  d'acide  chlorhydrique  sur  un.  poids  de  17^,4  de  bioxyde  de  manganèse  pur.  On  suppose 
ce  gaz  totalement  absorbé  par  h  phosphore.  Dire  quelle  sera  la  composition  qualitative  et  quantitative  du 
produit  ainsi  obtenu. 

Une  certaine  quantité  de  ce  produit  étant  mise  en  présence  d'un  grand  excès  d'eau,  indiquer  les  réactions 
qui  se  produiront. 

D'autre  part,  on  effectue  cette  même  décomposition  par  l'eau  sur  —  du  produit  de  l'action   du  chlore 

K) 

sur  le  phosphore  et  l'on  dirige  dans  la  solution  aqueuse  un  courant  de  chlore  jusqu'à  ce  que  ce  gaz  cesse  d'être 

absorbé.  On  suppose  que  le  liquide  ne  retienne  pas  de  chlore  libre,  on  le  neutralise  exactement  par  une  solution 

alcaline  et  on  l'additionne  d'un  excès  d'une  solution  d'azotate  d'argent.  Il  se  formé  un  précipité  dont  on 

demande  la  nature  et  le  poids. 

Indiquer  en fi7i  les  réactifs  courants  qui  permettraient  la  vérification  de  la  nature  simple  ou  complexe 
du  précipité  argentique. 

Poids  atomiques  :     0  =  16  ;  P  =  31  ;  Cl  =  35,5  ;  Mn  =  55,  kg  =  180. 

(École  poly technique,  concours  de  1918.) 

Le  poids  de  3g,  1  représente  100  milliatomes  de  phosphore  et  17g,4  un  nombre  de  millimolécules  de 

"  17  400 
bioxyde  de  manganèse  égal  à    — — - —  =  200.     L'action  de  l'acide  chlorhydrique  sur  ce  dernier  corps 

87 

est  donc  représentée  par  l'équation 

200 {MnO^  -H  4  HCl  =  MnCl'^  +  GP  +  2H^0) 
et  a  fourni  400  milliatomes  de  chlore. 

Le  phosphore  absorbe  le  chlore  en  donnant  d'abord  du  trichlorure  PCP,  ce  qui  fixe  déjà  300  millia- 
tomes de  chlore  et  il  en  reste  encore  100  milliatomes  qui  transformeront  une  partie  du  trichlorure  en 

pentachlorure  : 

PCF-hCP  =  PCP. 

Il  se  produira  ainsi  50  millimolécules  de  pentachlorure  et  il  restera  50  millimolécules  de  trichlo- 
rure :  telle  sera  la  composition  du  produit  obtenu. 

1 

L'action  d'un  excès  d'eau  sur  — —  de  ce  produit  transformera  5  millimolécules  de  chaque  chlorure 

10 

selon  les  équations 

5(PC1'  +  3H'^0  =  P0'H^  +  3HG1)  et  5  (PCP -t- 4  H'^0  =  PO^H^ -+-o  HCl). 

Le  courant  de  chlore  transformera  l'acide  phosphoreux  en  acide  phosphorique  d'après  l'équation 

5  (PO^H»  -f-  H^O  -h  GF  =  PO^H'  -h  2  HCl). 
Nous  obtiendrons  donc  en  tout     10PO*H^     et    50  HCl     qui;  après  neutralisation  par  la  solution 
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alcaline,  donneront  par  l'azotate  d'argent  en  excès  un  précipité  représenté  par 

1UPO^\g'-l-30AgCl. 

Les  poids  moléculaires  respectifs  du  phospiiale  et  du  chlorure  d'argent  étant  419  et  t43,5,  on  trouve 

pour  le  poids  de  ce  précipité 

'  4M90-I-7«,1T5  =  I1S365 

En  traitant  par  l'acide  azotique,  on  dissout  le  phosphate   Iriargentique  et  il  reste  du   chlorure 

d'argent  dont  on  peut  vérifier  les  divers  caractères.  D'autre  part  la  solution  azotique  peut  être  précipitée 

par  le  niolyhdate  d'ammonium  ou  bien  sa  neutralisation  fera  reparaître  le  phosphate  d'argent  qu'on 

pourra  examiner  de  son  côté. 

^  .  A.  0.  GUIBERT,  à  Nantes. 

Bonne  solution  de  M   Gaston  Hoy,  k  Paris.  Solution  partielle  de  M>"  Marcelle  et  M.  Georges  H*le,  à  Nogent-le-Rotrou. 
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107:U.  —  On  consiilére  la  surface  xyz  =  a',  le  plan  .rO//  étant  horizontal.  Déterminer  les  lignes  de  niveau  et 
les  lignes  de  plus  grande  pente. 

—  732.  —  Ktulier  la  surface    //'  4-2x2*  -  s»  =  0.     Lignes  de  niveau  et  lignes  de  plus  grande  pente. 

—  733.  —On  considère  la   rourbe     x  =  a  (sin  5<  —  sin  :«),     y  =  a  (co8  3t  —  ces  5<).      s  =  2ncos<.      Quel   est   le 
degré  de  cette  courhe  ?  Construire  sa  projection   sur  le  plan  des  xij.    Déterminer  sa    perspective  sur  le  plan     z  =  k,    I 
point  de  vue  étant  l'orijine. 

_  7;{4  _  On  donne  la  sphère  i* -h  if ->-  »'  —  I!'  =  0  et  un  point  M  (x^,  j/o.  -o)  de  cette  sphère,  l'n  rayon 
incident  de  param.-tres  directeurs    a,  p.  Y    tombe  sur  cette  sphère  au  point  M.    Trouver  le  rayon  réfléchi 

—  735.  —  Etudier  la  surface  :  (z'  ■+-  y')  —  2axy  =  0.  Calculer  le  volume  limité  par  cette  surface  et  les  plans  x  =  0 
X  -+-  y  —  a  =  0. 

—  73»).  —  Construire  la  courbe  arc  sin  x  =  arc  cos  ?/  =  arc  ttjz.  Montrer  qu'on  peut  la  définir  comme  l'intersection 
d'un  cylm.lrc  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique.  Calculer  le  volume  compris  entre  le  cylindre,  le  paraboloide,  les  plans 
2  =  0,    z=h    et  situé  dans  le  trièdre    Oxyz.    Limite  de  ce  volume  quand /t  augmente  indéllniment. 

—  737.  —  On  donne  la  parabole     w  =  0,    x'  =  2pz,    et  la  droite  D,      =  -: — — ^  = Lne  droite 

a  p  Y 

▼ariable   A  se  déplace  en  rencontrant  la  parabole  et  la  droite    D.   et  en  étant  constamment  perperdiculaire  h  la  droite    D. 
Trouver  la  surface  engendrée  par  A. 

—  738.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  ellipse  et  qui  sont  coupés  par  un  plan  .ionné  suivant  un 
cercle.     C^tctloux, 

—  73a.  -»  Soient  les  deux  pai aboies  y'  —  ipx  =0,  :  =  0  et  x*  —  ipu  =0,  :  =  ;).  Déterminer  la  surface 
engendrée  par  une  droite  rencontrant  ces  deux  courbes  de  manière  que  les  plans  tangents  aux  points  de  rencontre  soient 
les  mêmes. 

—  740.  —  Conditions  pour  (|ue  le  plan  mx -+- r//  +  nz  =  0  coupe  le  cùne  ax* -^  by' -h  cz*  =  0  suivant  deux 
génératrices  perpendiculaires. 

—  741.  —  On  projette  orihogonalement  les  génératrices  de  la  surface    n'x'  -t-  b*y*  —  c'z*  =  1     sur  le  plan 
MX  H-  cy  ■+-  u?3  »i  0.    Trouver  l'enveloppe  de  ces  projections. 

—  742.  —  Chercher  par  le  calcul  et  la  géométrie  les  cAnes  du  deuxième  degré  qui  passent  par  deux  cercles  d'une 
même  sphère.  Déterminer  leurs  sommets  et  leurs  plans  principaux.  Épure. 

—  743  —  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  G:,  on  prend  un  point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  Oy, 
un  point   G  sur   0:.  K(|uation  générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  OA,    OR,   CA,   CB.   Lieu  des  centres 

—  744.  —  K(|uation  générale  des  quadriques  passant  par  les  axes  Ox,  Oy  et  par  la  droite  x  :=  a,  y  =  0.  Lieu  des 
centres. 

—  74.'».    -  Lieu  île*  points  d'une  qiiairique  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

—  740.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  centre  0  et  une  droite  D,  quelconque,  fixe  dans  l'espace.  On  prend  un  point 
M  sur  l'ellipsoïde  et  on  demande  quel  lieu  doit  décrire  le  vecteur  OM  pour  (|ue  son  moment  par  rapport  a  la  droite  l>  ait 
une  valeur  donnée. 

—  747.  —  On  coupe  un  cône  de  révolution,  dont  le  demi>angle  au  sommet  est  a,  par  un  plan  qui  fait  avec  l'axe  un 
angle    ().    Calculer  l'excentricité  de  la  conique  section. 

(A  suivre.) 
»f  — — 
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QUESTIONS   PROPOSÉES 

5268.  —  Un  point  M  de  masse  m  est  attiré  par  un  point  0  avec  une  force  proportionnelle  à  la  distance, 
le  coefficient  de  proportionnalité  étant  mk^. 

Ce  point  est  en  outre  soumis  à  ime  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la  vitesse  (coefficient  m/i^). 
On  rapporte  le  mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  fixes  passant  par  0  et  on  demande  : 

10  Écrire  les  équations  différentielles  du  mouvement; 

2"  Trouver  l'intégrale  générale  de  ces  équations  dans  le  cas  particulier  ou  le  coefficient  h^  est  petit  par 
rapport  à  k"^. 

3»  On  supposera  dans  tout  ce  qui  suit  que  le  point  M  est  situé  sur  Ox  à  l'instant  initial  (abscisse  xo 
positive)  et  la  vitesse  initiale  vq  dirigée  parallèlement  à  0;/  et  dans  le  sens  positif.  Calculer  dans  ces  conditions 
les  valeurs  des  constantes  d'intégration  en  fonction  des  données  initiales.  Quelle  est  alors  la  forme  de  la  tra- 
jectoire ?  Étudier  sommairement  le  mouvement. 

4»  La  trajectoire  précédente  coupe  une  infinité  de  fois,  l'axe  Ox  :  soit  An  le  n*  de  ces  points  d'intersection 
dans  l'ordre  où  les  rencontre  le  mobile  (Ai  étant  la  position  initiale)  :  calculer  la  valeur  absolue  de  l'aire 
limitée  par  l'axe  Oa;  et  la  portion  de  la  trajectoire  décrite  entre  deux  points  consécutifs  A„  et  An+i. 

5°  En  appelant   Si,  S2,.--  S„,...   les  aires  dont  il  vient  d'être  question,  montrer  que  la  série 

Si+ S2+ ...+ S„  +  ... 

est  convergente.  Quelle  est  la  somme  de  cette  série? 

(Certifical  de  Mathématiques  générales,  Grenoble,   i912.) 

5269.  —  Dans  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues,  on  calcule  d'abord  p  inconnues  en  fonction 
des  n  —  p  autres  à  l'aide  de  p  équations;  on  porte  leur  valeur  dans  les  autres  équations,  et  on  rend  celles-ci 
entières  en  les  multiplant  par  0,  déterminant  des  coefficients  des  p  inconnues  dans  les  p  premières  équations. 
Montrer  que  le  déterminant  des  n  —  p  dernières  équations  ainsi  transformées  est  égal  au  déterminant  total 
multiplié  par    S'»-'-i,    A' =  a.  S-^p-i. 

Déduire  de  là  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair  est  un  carré  parfait. 

E.  H. 
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Concours  de  1920. 


2493.  Calculer  l'intégrale  f — \/— —  dx. 

_____     ^  Jla-x^'îa  —  x 


Posons 


v/ 


8a  — 3a; 


^la 


=  u,     nous  en  tirons  successivement 


X  =  2a 


W 


u2  — 3 


dx  =  ka 


udu 


(«2  _  'if 


et  l'intégrale  devient 


L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 


I(_i-— -L=)Lu, 

l    \  u  —  \l  \j,        u-[-\!  '6'  A 


I  =  2a    M-h 


v/3 


-v/3 


v/3 


/8a  —  3x       V  3   . 

V  2a  — x  "^T 


sj' 


Ha  —  3a: 

ta  —  X 


V 


'8a  —  3a; 


v/ll 


v/3 


la  —  X 
R.  DÊAUX,  professeur  à  Virelles-les-Chimay,  Belgique. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Baras,  école  d'arts  et  métiers  de  Paris;  L.  Bégné,  à  Guebwiller  ;  Blondelet,  école  nationale 
d'arts  et  métiers  de  Lille;  Raymond  Chirol,  à  Saint-Ktienne  ;  Gaugain,  à  Dijon  ;  Bobert  Giurat,  lycée  de  Rennes  ;  A.  Hutinei, 
à  Cannes;  F.  Maisonnet,  à  Chambeut  (Corrèze)  ;  A.  Mouilley,  à  Bragelogne  (Aube)  ;  Pétrus  Pbachay,  à  bord  du  cuirassé 
Condorcet  ;  Marcel  Winants.  université  de  Liège. 
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2494.  —   Déterminer  en  grandeur,  position  et  xens,  l'accélération  d'un  point  qui  décrit  une  parabole 
de  paramètre  p  avec  une  vitesse  constante  v^,. 

En  déduire  une  expression  du  rayon  de  courbure  de  la  parabole. 

dv        u' 
Avec  les  notations  habituelles,  les  composantes  intrinsèques  de  l'accélération  sont    — -.    —^     Ici 

V   est  constant,     v  =  v^  ;     la  composante  tangentielle    de    laccélération    est   nulle  ;   la    composante 
normale  est    — ^• 

Ci 

D'autre  part,  nous  avons 

dx  dxj 

en  dérivant  la  première  par  rapport  au  temps,  nous  obtenons  de  suite    -j-   et     —r-  : 

dx         dy 

HT        dl  V. 


y         p       ^^y*-^^' 


d*x  d*xj  ^ 

Il  reste  à  calculer    -77-   et  — r^--    Ceci  se  fait,  soit  en  dérivant  les  équations  qui  donnent   —r-    et 
ar  dt'  <*' 

-f-.    soit  en  dérivant  encore  une  fois  les  équations  initiales  :  nous  avons  ainsi 
dt 

d^u        /dyY  d*x  ^  dx    d'x         dy    d'-y 


dt'  "^  \  dtj   ~  ^  dt'  dt    dt*        dt    dt* 

(Px  dhj  /  dy 


puis 


ou,  mieux, 


dt'  dt' 


m 


dy                dx  dy  dx 

IT  ~~di  ^~dt~^^~dt 

d*x           £y_  /  dy  y 

IF          HF  \  dt  ) 


Nous  en  déduisons  v»  =  — ; -.  r  =  -r-r. , 


m' 

-y 

p'-\-y*' 
P'H 

p'-^y* 


1  ,^ 


3 


Fmalement,  Y  =  —  — ~'  f  ~  ^ï 

F.  MAISONNET. 
Bonne!  solutions  ;  MM.  II.  Ganoais  ;  K.  Chiiiol  ;  M.  Winants  ;  A.  Hotinkl  ;  L.  Mavi;  Dbookt,  à  Jauié  ;  Haras  ;  A.  Mouillet 
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Concours  de  1919. 


2400.  -  Cn  tube  cylindrique  de  section  s  =  ^''^\  fermé  à  son  extrémité  et  gradué  en  volumes  à 
partir  de  cette  extrémité^  est  renversé  sur  une  cuve  à  mercure  contenant  une  quantité  indéfinie  de  liquide. 

On  y  introduit  de  l'azote  sec.  La  température  étant  t  =  :28-\4  et  la  pression  atmosphérique  W,,  =  760— 
le  niveau  du  mercure  se  tient  à  une  hauteur  /i  =  1 1'"  au-dessus  du  niveau  extérieur,  et  le  volume  d'azote 
mesuré  est    V,  =  144"»». 
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On  introduit  dans  le  tube  un  volume     k  =  68''°'^     d'eau  pure  à  même  température  débarrassée  de  gaz 
par  ébullition.  La  pression  atmosphérique  étant  devenue     Hi  =  7  70'"'",     on  déplace  le  tube  de  telle  façon 
que  le  volume  occupé  par  la  masse  gazeuse  soit     Vi  =  120<^°". 
On  demande  de  déterminer  dans  ces  conditions  : 
1°  la  pression  de  la  masse  gazeuse  ; 

2"  la  position  de  la  surface  de  séparation  de  l'eau  et  du  gaz  et  de  celle  de  l'eau  et  du  mercure  par 
rapport  à  la  surface  libre  de  la  cuve  ; 

3°  sachant  que  les  erreurs  absolues  maxima  sur  les  différentes  grandeurs  mesurées  sont  : 

pour  les  pressions  Hq,  Hj  et  pour  la  hauteur  h ±0™™,!, 

pour  les    volumes  Y^,  V, ±  100'°'"% 

pour  le  volume  k rt  10'"'"% 

pour  la  surface  s ±  Immj^ 

calculer  quelle   est,    de  ce  fait,  Verreur  absolue    maximum    sur    la  distance  verticale  calculée  entre  la 
surface  libre  dans  la  cuve  et  la  surface  de  séparation  de  Veau  et  du  mercure. 

On  négligera  l'absorption  de  l'azote  par  ieaa  et  la  variation  du  volume  liquide  de  l'eau  résultant  de  la 
vaporisation  partielle. 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à     28°, 4  ;  30"™     de  mercure.  Densité  du  mercure  :  13,6. 
Dans  le  calcul  de  l'erreur  on  négligera  l'erreur  sur  la  tension  maximum,  et  on  prendra,  comme  erreur 
sur  la  densité  du  mercure,     zh  0,05. 

1'  Soit  p  la  pression  de  la  masse  gazeuse  et  F  la  tension  de  la  vapeur  d"eau,  que  nous  évaluerons 
toutes  deux  en  centimètres  de  mercure.  En  appliquant  la  loi  de  Mariotte  à  l'azote,  on  a 

(1)  p-F  =  ^{ii,-h). 

Or,     F  =  3,     Vo  =  144,     V,  =  120,     Ho  =  76,     h=  11.     On  en  déduit 

p  — F  =  78  et  p  =  8l. 

-  2°  Soit  X  la  distance  de  la  surface  de  séparation  de  l'eau  et  du  gaz  au-dessus  de  la  surface  libre  de 
la  cuve,  y  celle  de  la  surface  de  séparation  de  l'eau  et  du  mercure,  fji  la  densité  du  mercure  et  e  la 
hauteur  de  mercure  équivalente  à  la  colonne  d'eau. 

On  a  d'abord  x  -\-y  =  —  =  -r—  =  18,6, 

s  5 

k 
puis  (2)  e  =  —  =1, 

sii 

et  enfin,         (3)    p  =  Hi— y  — e,        d'où        î/  =  Hi  — p  — £  =  — 5        et        a;  =  8,6. 

La  première  surface  est  donc  à  8'"'", 6  au-dessus  et  la  seconde  à  5""  au-dessous  de  la  surface  libre  de 
la  cuve. 

3°  D'après  l'équation  (3),  l'erreur  absolue  maximum  sur  y  est  représentée  par  l'expression 

Ay  =  AHi  -h  Ap  +  Ab, 
dans  laquelle  chaque  terme  représente  l'erreur  absolue  maximum  correspondante. 

Calculons  d'abord  Ap.  En  considérant  les  erreurs  relatives  et  remarquant  que  F  est  supposé  connu 
exactement,  on  déduit  de  l'équation  (1) 

'  Ap      ^    AV„         AV.      '    A{U,-hy 

P-i''        v„  "^  V.  ^    n,-h   ' 

d'où,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 

Ap    _    0^_        04  0,02 

78    ~  "W  ~*~T2(r^"65~' 
Ap  =  0,1435. 


116  ËCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE  (1919)' 


Calculons  de  même   Ae   à  l'aide  de  l'équation  (2)  : 

Ai    _    Al:  As  Ax 

t  k  s  [x 

At         0,01         0,01  0,05 


d'où 


1  68  5  i:i,G 

At  =  0,0058. 
Enfin,  ziH,  =0,01. 

On  a  donc  ûnalement,  pour  l'erreur  cherchée, 

A](/  =  0,!435-+-0,00o8h-0,01  =  0'"',16. 


2401.  —  A)  On  fait  agir  sur  l'ammoniac  (A/JF)  un  excf's  de  gaz  produit  par  l'action  de  l'acide  chlor- 
hydrique  sur  le  chlorure  de  chaux.  Le  mélange  gazeux  résultant  est  mis  en  contact  avec  une  dissolution  ren- 
fermant S^''  d'anhydride  arsénieux.  Après  réaction,  il  reste  0'-',02  d'anhydride  arsénieux. 

B)  //autre  part,  on  traite  du  chlorure  de  chaux,  délayé  dans  Veau,  par  un  peu  de  chlorure  de  cobalt. 
On  chauffe.  L'oxygène  qui  se  dégage  est  mélangé  avec  le  gaz  qui  provient  de  la  séné  des  opérations  A.  On 
ajoute  à  re  mélange,  dépouillé  de  toute  impureté,  la  moitié  de  son  volume  d'air  sec  et  privé  de  CO*.  Le  tout 
est  soumis  à  l'action  prolongée  de  l'étincelle  électrique  en  présence  de  l'eau.  On  rappelle  que  dans  ces  condi- 
tiotïs  il  ne  se  produit  qu'un  seul  acide. 

Au  bout  d'un  certain  temps,  le  volume  de  gaz  ne  varie  plus.  On  trouve  qu'il  est  égal  à  SO*^"' 

On  fait  alors  agir  l'acide  pyrogalliqueel  la  jtulasse  et  l'on  arrive  ainsi  à  un  résidu  gazeux  de  10"°'. 

Indiquer  :  1«  la  séiie  des  réactions  ; 

2'    les  quantités  de  chlorure  de  chaux  {évalué  en  hypochlorile),  d'ammoniac  et  d*air  utilisées. 

Tous  les  gaz  sont  supposés  mesurés  à  0"  et  TtiO"'"'. 

Composition  de  l'air  en  volum<'S  :  oxygène,  Sl^/o,-  azote,  /Ho/o,'  argon,  I^/q. 

Poids  atomiques  :  0  =  16,  II  =  1,  Cl  =  35,5,  Az  =  14,  As  =  75,  Ca  =  40.  Vûtume 
atomique  :   11 ',2. 

N.B.  —  //  ne  devra  en  aucun  cas  être  fait  appel  à  la  composition  de  l'air  en  poids. 

A.  —  L'action  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le  rhloriiro  de  chaux  est  représentée  par  réqualioa 
suivante,  où  nous  désignerons  par  x  le  nombre  de  millimolécules  d'hypochlurite  employées, 

(1)  x|(C10)»Ca  -h  4HC1  r=  CaCP  h-  2H»0  ■+-  2CI«J. 

Un  excè.s  de  chlore  détruit  l'ammoniac.  Si  nous  faisons  abstraction  d'une  production  possible  de 
chlorure  d'azote  et  représentons  par  y  le  nombre  de  inilliuioléculcs  d'ammoniac  employées,  nous 
aurons 

(2)  M.  (8AzH»  -+-  3C1'  =  6AzH*Cl  ■+-  Az«) . 

a 

Le  chlore  en  excès  réagit  ensuite  sur  l'anhydride  arsénieux  suivant  la  formule 

(3)  As»0'-h2CI«-h2IP0  =  As«0»-h4HCI. 

D'après  les  données,  le  poids  danhydride  arsénieux  qui  est  intervenu  est  éfial  à  li',9S  et  représente 
exaclcmenl  10  millimolécules,  le  poids  moléculaire  étant  198.  Donc  l'excès  de  chlore  représentait 
20  millimolécules. 

ïxrivons  (jue  le  chlore  fourni  par  la  réaction  (1)  a  servi  aux  réactions  (2)  et  (3j  ;  il  vient 

(4)  2x  = -1- j/ -4- 20  ou  Ifij -3»/ =  16  0, 

o 

Hiianl  à  l'azote,  il  subsiste  et  constitue  le  gaz  provenant  des  opérations  A  . 

B.  —  Le  chlorure  de  cobalt  détermine  la  décomposition  de  l'hypochlorite  de  chaux  et  si  nous 
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désignons  par  z  le  nombre  de  miHiinolécules  décomposées,  nous  aurons 

z[(C10)«Ca  =  CaC12  +  U='], 

de  sorte  que  le  mélange  gazeux  se  compose  de    -  -   millimolécules  d'azote  et  de   z    d'oxygène,  soit  en 

o 

y 
tout   -^  +  z    millimolécules  de  gaz. 
8 

On  y  ajoute  de  l'air  et,  quand  les  étincelles  électriques  ont  transformé  tout  l'azote  en  acide 

azotique,  il  reste,  d'après  les  données,  un  excès  de  TO^m^  d'oxygène  et  un  résidu  de  IQcm^  d'argon. 

Celui-ci  représentant  le  centième  du  volume  de  l'air,  on  avait,  par  conséquent,  ajouté  1  000cm'  d'air.  Le 

volume  du  mélange  primitif  était  double,  donc,  le  volume  millimoléculaire  étant,  en  centimètres  cubes, 

22.4, 

(5)  22,4  (-1 +3")  =  2  000. 

Le  volume  d'azote  transformé  en  acide  azotique,  somme  de  l'azote  du  mélange  et  de  l'azote  de  l'air, 
était  22,4-^ -h  780.  Le  volume  de  l'oxygène  qui  s'y  est  combiné  en  est  les  —  •  Or  cet  oxygène  se 
compose  de  l'oxygène  du  mélange  et  de  l'oxygène  de  l'air,  moins  le  résidu  de  70^'"^,  donc 

^/22,4^  -hl80\  =  22,4 z  + 210  -70, 

(6)  22,4(5(/  —  16z)  -=  —  28  960. 
Les  équations  (4),  (5)  et  (6)  résolvent  le  problème. 

On  déduit  d'abord,  de  (5)  et  (6), 

2-2,42/ =  4;U,3; 
c'est  le  volume,  en  centimètres  cubes,  du  gaz  ammoniac  employé. 

Puis  on  trouve  successivement    y  =  19,4      z  =  86,9,     x  =  13,6. 

La  quantité  d'hypochlorite  utilisée  est,  en  millimolécules,  a; -h- z  =  100,5 ,  ce  qui  fait,  en 
grammes,  le  poids  moléculaire  de  l'hypochlorite  étant  143,     100,5x0,143  =  14,4. 
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2482.  On  considère  un  cercle  fixe  0,  et  un  diamètre  fixe  de  ce  cercle,  AB.  Par  le 
centre  0,  on  mène  une  droite  variable,  z'z,  et  de  l'extrémité  A  du  diamètre  fixe  AB,  on 
abaisse  une  perpendiculaire,  AG,  sur  z'z,  qui  rencontre  le  cercle  0  en  G 

Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  droite  z'z  avec  le  cercle  variable  ayant 
f^       ^  pour  centre  le  point  B  et  pour  rayon  BG. 

Prenons  pour  axe  des  x  OB  et,  pour  axe  des  y,  le  diamètre  perpendiculaire  ;  appelons  R  le 
rayon  du  cercle.  Les  coordonnées  du  point  B  sont  R  et  0,  celles  du  point  A,  — R  et  0  ;  l'équation 
de  Oz  est  y  =  Ix,  en  appelant  t  la  tangente  de  l'angle  0  que  fait  Oz  avec  Ox.  Soient  a  et  p  les 
coordonnées  du  point   G;    ce  point  est  le  symétrique  de   A   par  rapport  à  Oz;   le  coefficient  angu- 


laire 


8                                              1  / a  — R        P  \ 

de  AC,     — '— J-»      est  donc  égal  à ■;    d'autre  part,  le  milieu  de  AC,     { — - — >     -— 1»      est 


situé  sur  Oz  et  nous  avons     p  =  /(a  —  R)  ;     d'où  les  deux  équations 

p  —  <a  -V-  m  =  0,  p^  -+-  a  H-  R  =  0  ; 

ces  équations  donnent 

—  —  a  =  U    „    .       »  ?  —  


2R<  ((2  — 1)R  1-ht»  ^^-+-1  t^-^-i 


ns 
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Le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  B  et  qui  passe  au  point  G  a  pour  équation 


=  R» 


/*-hl 


En  remplaçant  dans  cette  équation  t  par    — »    nous  avons  le  lieu  demandé  : 

.         _,/      ,         4R»x' 

[x  —  R)-  -H  V    =  — i r- 

Ce  lieu  est  une  quartique,  symétrique  par  rapport  à  Ox,  qui  a  un  point  double  à  l'origine  ;  les  tan- 

geiitt^s  en  ce  point  ont  pour  écjualion 

y»  — 3x^  =  0,  y  =  ±zv^3; 

la  courbe  coupe  Ox  aux  points 

(x  -  U)*  =  4R»,  X  =  —  R     et    x  =  3R  ; 

elle  ne  rencontre  pas  l'axe  des  y. 
L'équation  peut  s'écrire 
(x»  -h  y-){x*  H-  y»  —  2Rx)  -h  f^\y''  —  3x')  =  0  ; 
le  plan  est  décomposé  en  régions  par  le  cercle 

X»  -i-y»  — 2Rx  =  0, 
et  par  les  deux  droites     t/  — xv'3=0,     y -+- xv^îl  =  0. 

Le  cercle  a  pour  centre  le  point    B,    pour  rayon    BO  ; 
les  deux  droites  sont  OD  et  OE. 
Dans  la  région  comprise  entre  les  deux  droites  et  intérieure  au  cercle,  il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe  ;  cette  remarque  suflil  pour  voir  dans  «juclles  régions  la  courbe  est  située.  L'étude  de  celte 
courbe  est  complétée  par  l'équalion  en  coordonnées  polaires 

P*  —  2Rp  cos  w  -4-  R'(8in'  w  —  3  cos'  w)  =  0  ; 
La  condition  de  réalité  est 

cos"  0.  -  sin'  w  -H  3  cos»  w  >  0,  tg»  w  -  4  <  0  ; 

elle  nous  montre  que  la  courbe  est  tout  entière  comprise  entre  les  deux  droites  émises  du  point  0  et 
ayant  pour  coefflcienls  angulaires  -  ii  et  -h  ^  ;  ce  sont  les  tangentes  émises  du  point  0,  autres 
que  celles  qui  passent  à  l'origine. 

Nous  proposons  au  lecteur  une  autre  question  intéressante  :  c'est  de  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  la  droite  0;  avec  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  B  et  qui  passe  au  milieu  de  AC. 

Bonnes   solutions  :  MM.  U.  I.b*ox.  à  Chimay  ;  P.  P.>a.  mat  :  H.  Hachib  ;  Marcel  Winam.;  A.  Hoti«e..  ;  U.  Dinot,  à  Laon; 
Barâs;  l'aul  ittiiNiRi),  à  Fougères. 


2497.  -  On  comid>)re  une  parabole  P,  deux  tangentes  fixes  issues  d'un  point  A  et  une  tangente  varia- 
ble qui  rencontre  les  deux  autres  en  H  etC.  Montrer  tjue,  dans  le  triangle  ABC  : 
1"  le  milieu  de  BC  décrit  une  ligne  droite; 

20  le  centre  de  gravité,  les  centres  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points  décrivent  des  droites; 
3»   la  perpendiculaire  à  BC  en  son  milieu  enveloppe  une  parabole  ; 
4»  le  cercle  des  neuf  points  enveloppe  une  conique  ; 
5°  et  enfin  la  droite  d' ICuler  enveloppe  une  conique. 

Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  tangentes  fixes  Ax,  Ay  ; 
puisque  la  droite  BC  enveloppe  une  parabole  tangente  à  ces  axes,  les  points  B  et  G  tracent  sur  Ax  et 
Ay  des  divisons  li.)in..grapl.iques  semblables,  c'est-à-dire  des  divisions  liomograpliiqucs  où  les  points  à 
l'inlini  se  correspondent.  Dans  ces  conditions,  l'abscisse   6  .  de    B   et  lordonnée    c   de   G   vérilient  une 
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relation  linéaire  de  la  forme 

(1)  c  =  mb  -h  n, 
oh  m  el  n  sont  des  constantes. 

b  c 

1.  Le  milieu  de  BG  a  pour  coordonnées    x  —  — -»     y  =  --.  ;    il  décrit  la  droite    2y  =  2mx  -i-n. 

b  c 

2.  Le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,    a:=— ->    y  =  -— ,    se  déplace  sur  la  droite    3y=z^mx-hn. 

Le  cercle  circonscrit  a  pour  équation 

a;?  -+-  Ixy  cos  Ô  -h  y*  —  bx  —  cy  =  0  ; 

son  centre  est  déflni  par  les  équations 

6  c        - 

X  -i-y  cos  0 —  =  0,  X  cos  0  -+-  y  — —  =  0  ; 

par  suite,  ce  point  décrit  la  droite 

2(a?  cos  6  4-1/)=  'im{x  -+-  j/  cos  0)  +  n. 
On  forme  aisément  l'équation  du  cercle  des  neuf  points  en  écrivant  que  ce  cercle  passe  par  les 
milieux  des  côtés;  on  obtient  ainsi  l'équation 

,      „  „        ,       i  +  2c  cos  0  c  +  26  cos  8  bc  cos  0 

(2)  a?»  +  2ary  cos  0  +  t/2 3 x ?/ h =  0. 

Le  centre  est  donné  par  les  équations 

é  -h  2c  cos  6        ^^                         _               c-\-V)  cos  0 
oj  -h  V  cos  6 ; =0,  a;  cos  0  +  v ; =  0 . 

En  éliminant  è  et  c  entre  ces  équations  et  la  relation  (I)  on  obtient  une  équation  linéaire  en  x  et  y. 

3.  La  perpendiculaire  à  BC  en  son  milieu  a  pour  équation 

c 

^        2  6  —  c  cos  0 


b  c  —  b  cos  0 

^       2" 
Remplaçons-y    c   par    mè  +  n    et  ordonnons  par  rapport  à   6,    nous  obtenons  une  équation  de  la 
forme 

(3)  A6»  +  2B6  +  C  =  0. 

où  A  est  une  constante,  et  B  et  C  des  fonctions  linéaires  de  x  et  y. 
L'enveloppe  de  cette  droite,    B*  —  AG  =:  0,    est  une  parabole. 

4.  Dans  l'équation  (2)  du  cercle  des  neuf  points  remplaçons  c  par  mb-^n^  et  ordonnons  par 
rapport  à  b  ;  nous  trouvons  une  équation  telle  que  (3),  mais  dans  laquelle  A  est  une  constante,  B  une 
fonction  linéaire  de  x  et  y  et  G  une  fonction  du  deuxième  degré.  L'enveloppe  du  cercle  est  alors  une 
conique,  et  non  une  cubique  comme  le  disait  l'énoncé. 

5.  La  droite  d'Euler  passe  par  le  centre  de  gravité     ( — >     —  )     et  par  le  point  de  concours  des 

deux  hauteurs 

y  H-  (x  •—  6)  cos  G  =  0,  X  H-  (y  —  c)  cos  0  =  0  ; 

par  suite,  l'équation  de  cette  droite  est 

y4-(x  — 6)cos0   _   x-+-(y  —  c)  cos  e 
c  —  2é  cos  6  b  —  2c  cos  « 

On  démontrera  comme  au  n°  3  que  cette  droite  enveloppe  une  parabole. 

Solution  géométrique.  —  On  dit  que  quatre  tangentes  à  une  conique  sont  harmoniques 
lorsqu'elles  déterminent,  sur  une  tangente  quelconque,  quatre  points  harmoniques;  leurs  points  de 
contact  sont,  en  vertu  d'un  théorème  de  Chasles,  projetés  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  suivant 
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un  faisceau  harmonique.  Le  lieu  du  point  N,  milieu  de  BC,  est  donc  la  tangente  à  la  parabole  P 
conjuguée  hartnonique  de  la  droite  de  l'intini  sur  les  tangentes  fixes  \B,  AC  :  elle  est  parallèle  à  la 
corde  des  contacts  de   AB    et   AC. 

Le  centre  de  gravité  G  du  triangle  ABC,  se  trouvant  aux  deux  tiers  de  AN  à  partir  de  A,  décrit 
une  parallèle  à  la  tangente  t,  lieu  du  point  N. 

On  sait  que  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  ABC,  lui-même  étant  circonscrit  à  une 
parabole,  passe  par  le  foyer  F  de  la  courbe.  Donc  le  lieu  du  centre  0  de  cette  circonférence  est  la 
perpendiculaire  p  au  milieu  de  AF. 

L'orlhocentre  H  du  trian^^le  ABC  est,  suivant  un  théorème  connu,  sur  la  directrice  de  la  parabole. 
Le»  ponctuelles  décrites  respoclivement  par  les  points  N,  G,  0,  H  sont  projectives  au  faisceau  des  tan_ 
gentes  à  la  parabule  et  semblables  deux  à  deux.  En  etlet,  la  ponctuelle  (N)  est  la  seclioa  de  ce  faisceau 
par  la  tangente  l  ;  la  ponctuelle  (G)  est  la  section  du  faisceau  A(N)  par  une  parallèle  à  t  ;  la  ponc- 
tuelle (0)  est  projective  ;iu  faisceau  de  cercles  {()),  lequel  est  projeclif  à  la  ponctuelle  (B)  section  par 
AB  du  faisceau  décrit  par  BC  ;  la  ponctuelle  (H)  est  la  section,  par  la  directrice,  du  faisceau  projetant 
la  ponctuelle  (B)  du  point  à  l'infini  dans  la  direction  normale  à  AC. 

Donc,  la  droite  NO,  perpendiculaire  à  BC  en  son  milieu,  enveloppe  une  parabole  tangente  aux 
droites  t  et  p. 

La  droite  d'Euler  HGO  enveloppe  une  parabole  tangente  à  p,  à  la  droile  lieu  de  G,  et  à  la  direc- 
trice de  la  parabole  donnée. 

En  vertu  du  premier  point  de  cette  solution,  le  centre  Oj,  du  cercle  des  neuf  points,  qui  est  le  milieu 
de  HO,  décrit  une  droile  tangente  à  la  parabole  enveloppe  de  HO. 

II.  DEAUX,  professeur  à  Chimay,  Belgique. 

Solutions  analytiques  par  .M.M.  A.  lli  tinkl,  à  C-anncs  el  Marcel  Winants,  n'-péliteur  à  l'iniversité  de  Liège. 
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xlLx)-     - 

6270.  —  Etudier  la  variation  de  la  lonclion     i/  =  t— ^ -. 

i>  a;  4-  1 

Dire  où  sont  les  racines  de  l'équation    a;(L  x)*  —  h(Lx  -h  1)  =  0,    suivant  les  diverses  valeurs  de  A. 

E.  H. 

5271 .  —  l"  Étudier  la  fonction    //  =  /(x)  =  e"^  (x-  ■+-  3x  -f-  4). 

Construire  la  courbe  roprésenlativ»-. 

2*>  Trouver  l'aire  totale  comprise  entre  cettt-  courbe.    0.'-  et  Oi/. 

30  l/cquation    f[ij)  =  x    définit  dans  l'inlervalle    (0,4)    une  fonction  décroissante,  positive  el  continue. 

qui  varie  de    -|-  00  à  0,    »/  =  ç  {x). 

Calculer      |  <f  (x)  Ux    el      /     ?  [x)  dx.  E.  H. 


5272.  —  l"  Trouver  l'équation  d'un  cercle  ((;)  l.iii;,'iMii  a    ov   ri  rencontrant  l'axe  des  x  en  deux  points 
A  el  I!.  tels  que  AU   ail  une  longueur  constante.  Lieu  du  centre  du  cercle   (C). 

2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  du  cercle    (G)    avec  les  langenles  parallèles  à   Ox.    Construire 
ce  lieu. 

3»  .Soient  (C)  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  U  el  qui  est  orthogonal  au  cercle  (C),  (C")   le  cercle 
décrit  sur  AU  comme  diamèlrc.  Prouver  le  lieu  décrit  par  l'un  des  points  de  rencontre,   .M,   des  deux  cercles. 

4»  On  suppose  que  le  point  do  contact  avec   Oy  décrive  cet  axe  avec  une  vitesse  constante  et  égale  à  a. 
Trouver  les  coordonnées  polaires  du  point  .Ni  en  fonction  du  temps.  Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

E.   H. 

KnnATiM.  —  Page  '.t6,  question  2667,  6«  ligne.  —  Au  lieu  :  "  au  cercle  C   ou  M  et  .N  »,  lire  :  •  au  cercle  C  en  M  et  N  ». 

lu.pnuiTi.  Co.i>i«.j.cquei.  -  UarieDuc.  ^«  Hédactcur'Gcranl  :  H.  YUIBEUT. 
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NOTE  SUR  LA  BALANCE 

par  M.    Colin,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand. 

Les  ouvrages  classiques  qui  traitent  le  problème  de  la  stabilité  de  la  balance  et  de  sa  sensibilité 
supposent  généralement  la  balance  juste  et  symétrique,  ou  bien,  s'ils  abordent  le  cas  général  d'une 

balance  quelconque,  ils  ne  vont  pas  jusqu'au  bout  du  calcul. 

Le  but  de  cette  note  est  de  montrer  que  l'on  peut  traiter  simple- 
ment le  problème  général. 

Stabilité.  —  1°  Balance  à  vide.  —  Soit  {fig.  \)  AOB  la  ligne 
du  fléau,  Gj  son  centre  de  gravité,  q  son  poids  ;  soient  p  et  p'  les 
poids  des  plateaux  vides,  appliqués  en  A   et  B, 

Les  deux  forces  p  et  p'  ont  une  résultante  p-\-p',  appli- 
quée en  un  point  Mi  bien  déterminé  sur  AB. 

Les  forces   9   et    p  -\-p'     peuvent    être  aussi  remplacées  par 
leur  résultante      tz  =  q -\- p -+-p',     appliquée  en  un  point  g   bien 
défini  sur  Gj  M,.  ■ 

La  balance  à  vide  peut  donc  être  considérée  comme  soumise  à  la  force  t.  appliquée  en  g. 
Ce  point  g  est  le  centre  de  gravité  de  la  partie  mobile  de  la  balance. 
L'équilibre  à  vide  est  réalisé  quand   g  est  sur  la  verticale   0:  du  point  0. 
Nous  appellerons  cette  position  d'équilibre,  position  d'équilibre  normal  de  la  balance. 
Si  g    est  au-dessous  de  0,  équilibre  stable  ; 

g    est  en  0,  —        indilïérent; 

g   est  au-dessus  de  0,  —       instable; 

la  balance  serait  folle  à  vide. 

iL"  Balance  en  charge.  —  Supposons  l'éqmlibre  normal  réalisé  {fig.  2).  Plaçons  dans  le  plateau 

de  gauche  un  poids  P,  dans  le  plateau  de  droite  un  poids  F',  tels 
que  l'équilibre  normal  soit  maintenu.  Ceci  exige  que  la  résultante 
P  H-  P'  des  deux  poids  ait  son  point  d'application.  M,  sur  la  ver- 
ticale, Ogz. 

Les  deux  forces  V,  appliquée  en  g,  P  -+-  P',  appliquée  en  M, 
peuvent  alors  être  remplacées  par  leur  résultante  P -f- P' -h -ir, 
appliquée  en  un  point  G  bien  défini  entre  g  et  M.  Ecrivons  que 
le  moment  de  P  h-  P'  -1-  -  par  rapport  au  plan  horizontal  xO«/ 
est  égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  P-h  P'etTr, 
nous  aurons 
(PH_  P'  _^  z)OG  =  (P  -H  P')Oi\i  -4-  T..{^g, 
;P-4-P')OMH-r.O^ 


et,  par  suite, 


OG  = 


?' 
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Comptons  les  distances,  à  partir  de   0,   positivement  suivant   0:,  négativement  suivant    0:'. 

La  balance  sera  en  équilibre  stable  eu  charge  si     OG  est  >  0  ; 

si    OG  =  0,      équilibre  indiiïérent  ; 

si  OG  <  0,  équilibre  instable  :  la  balance  f^sl  folle. 

La  condition  de  stabilité  est  donc 

(P  -+-  1'  n.M-t-  -.  0^  >0. 

Discussion.  —  i"  OM  est  >  0,  le  lléau  a  la  forme  de  la  figure  3. 

Q  'g  Si  0^   est     ^  0,     la  condition 

est  satisfaite,  (a)  ou  (6). 

Si  0^  est    <  0,     elle  peut  ne 

pas  l'être  (cj. 

B  Soit    d    la  valeur  absolue   de 

Og  ;    il  faut  alors 

(P-i  P)0M--i>  0. 

T.d 
Si  le  centre  de  gravité  g  est  fixe,  la  charge      P  -+-  P'      doit  ùlre  supérieure  à     -— —      pour  que  la 

balance  puisse  être  utilisée. 

Si  le  centre  de  gravité    g  est  mobile  (écrous  de  réglage),  et  si  on  opère  avec  une  charge  donnée 
P  -+-  F,     il  faut 

P-+-  P' 
d<       _       OM. 

2°    OM  =  0,     le  llrau  a  la  forme  de  la  figure  ï  ;  les  trois  arêtes  sont  dans  un  même  plan. 

La  condition  de  stabilité   exige      0^  >  0,      c'est  à-dire  la  balance 
stable  à  vide. 


-B 


X 

KiR.  4. 


b°    O.M  ■<  0.     Le  fléau  a  la  forme  de  la  figure  5. 
Il    faut  nécessairement    0^  >  0,     c'est-à-dire  la   balance   stable    à 
vide.  Explicitons  le  signe  de  OM,    la  condition  devient 
^.Oi7-(P4-P')  I  OM  I  >0. 
Si  le  centre  de  gravité    g    est  fixe,  la  charge  doit  être  inférieure  à 

TT.O'/ 


OM 


Kig.  r,. 


Si  le  centre  de  gravité  est  mobile,  et  si  on  opère  avec  une  charge 
P  -+-  P' 


donnée,  il  faut    07  ^ 


OM 


ou 


Remarque.  —  Si  /  ot  /'  sunt  les  bras  du  lléan,  ^  et  ^p'   les  angles  qu'ils  font  avec  OZ,  on  a 

(P  4-  P')OM  =  P  .  Art  H-  P'.  B6 


el  la  condition  de  stabilité  devient 


fornio  connue. 


(P  -+-  P')OM  ^  VI  cos  o  H-  P7'  cos  f 
VI  cos  •  -»  Pï  cos  ?'-»--  O9  >  0, 


Sensibilité.  —  La  définition  en  est  connue  Si  dans  l'un  des  plilciux  d3  la  balance  —  en  éqiiilibre 
en  charge  par  <'\ompl('  —  on  ajoute  une  petite  siirch  irge  />,  le  11  ;iu  s'incline  d'un  angle  «  et  prend  la 
position  A'OB'  [fig.  G),  les  points  9  et  M  viennent  en  g'  el  M',  en  ligne  droite  avec  0,  l'angle  M'OM  étant 
égal  à  a. 

La  condition  d'équilibre  e>t  que  le  momoni  do  ;>   en    A    par  rapporta  0  soit  égal  à  la  somun'  des 
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moments  de  t:  appliqué  en  g'  et  de     P  -h  F'    appliqué  en  M'  par  rapport  au  même  point,  ce  qui  donne 

pi  sin  {o  —  a)  =  T..Orj  sin  a  -}-  (P  h-  P')0M  sin  a 


ou 


puis, 


pi  sin  o  cos  a  —pi  cos  .  sin  x  =  sin  a  I  T..Og  -+-  (P  -h  P'jOM  |  , 

pi  sin  o 


ts:  a  = 


P  -^  P')OM  ^-.Og  +  pl  cos  o 
-\s^  B  La  sensibilité  s'exprime  par 


ta:  a 


a  =  lim  —  =  lim 

i^=o     p  p=u     tg  a  p 

,.       tg  a  /sin  '^ 

<j  =  lim 


>=o       p  [P+P')i)M-hT..Og 

Discussion.  —  lo    OM  >  0    (fig.  3).   La  stabilité  étant  réalisée,   a   varie  en  sens  inverse  de  la 
charge     P  H-  P'. 

On  peut  faire  toutes  les  remarques  habituelles  sur    /,    t,  Og. 

l  sin  cp 


2°     OM  =  0     (A",9.  4) 


-.0^ 


Quand  les  trois  arêtes  sont  dans  un  même  plan,  la  sensibilité  est  indépendante  de  la  charge. 
La  discussion  de  ce  cas  se  continue,  comme  d'habitude. 

3"  OM  <  0    {fig.  5).  La  sensibilité  varie  dans  le  même  sens  que  la  charge,  etc. 

Remarque.  —  En  remplaçant    (P  -h  P')  OM  par  sa  valeur    P/  cos  -f  -\-  P7'  cos  9',    on  a 

/  sin  'V 

a  =  1 , 

P/  eus  cp  H-  v'i'  COS  cp'  H-  Ti.Og 

formule  habituelle 

Si  la  balance  est  juste  et  symétrique, 

l  =  l',   .^  =  .p'    P  =  P', 

/  sin  cp 


et 


âP/  cos  o-^-iz.Og 

•-♦-• : 
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2464.  —  1°  On  considère,  dans  un  plan  rapporté  aux  axes  rectangulaires  Oar,  Oj/,   la  courbe  (C), 

lieu  du  point  M  dont  les  cordonnées  sont  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  variable  0  par  les  formules, 

(  X  =  a  (m  cos  0  ch  mO  -f-  sin  0  sh  wO), 
M  < 

[  y  z=  a{m  sin  0  ch  mO  —  cos  0  sh  mO), 

où   a  et  m  désignent  respectivement  une  longueur  et  un  nombre  positifs  donnés. 

Former  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  (C)  au  point   M. 

Soit  A  le  point  de  (C)  répondant  à  la  valeur  0  =  0  du  paramètre  ;  calculer  en  fonction  de  0  la 
longueur  de  l'arc  de  courbe  AM. 

Soit  (Cl)  la  développée  de  (C),  et  (Co)  la  développée  de  (C,)  ;  comment  pa^se-t-on  de  (C)  â  (C2)? 

Soit  d  la  distance  de  0  à  la  tangente  à  (C)  en  M;  chercher  la  relation  qui  lie  d  au  rayon  de  courbure 
R  de  (C)  en  M. 
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2*  Soit  M'  le  point  de  (C)  répondant  à  la  valeur  —  0  du  paramètre;  0  étant  l'infiniment  petit  principal ^ 
éoaluer  la  partie  principale  de  l  aire  infiniment  petite  limitée  par  l'arc  MAM'  de   (C)  et  la  corde  >LM'. 

3"  A  l'instant  origine  (/  =  0),  un  point  matériel  M  part  de  A  et  décrit  (G)  dans  le  sens  des  0  crois- 
sants, avec  une  vitesse  de  grandeur  constante  an  ;  calculer  en  fonction  de  b  les  coordonne.es  d'un  second  point 
matériel,  P,  qui,  pour  l  =  0,  part  de  0,  fl  se  déplace  dans  le  plan  xOy  de  telle  sorte  que  son  vecteur 
vitesse  soit  constamment  équipollent  au  vecteur  O.NL 

Calculer  en  fonction  de  0    la  longueur  de  l'arc  de  trajectoire   OP. 

4'  On  peut  mener  à  la  courbe  (G)  une  infinité  de  tangentes  parallèles  à  une  même  direction  donnée  ; 
démontrer  que  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  appartiennent  à  une  même  conique  qu'on  définira 
géométriquement . 

5"  Soit  V  l'angle  sous  lequel  la  courbe  (C)  coupe  le  rayon  vecteur  OM.  Trouver  la  relation  /"(V,(»)  =  U 
(jui  relie  \  et  d  ;  montrer  que,  0  croissant  indéfiniment,  V  tend  vers  une  limite,  Vo- 

Montrer  qu'on  peut  calculer  utie  constante  ').,  cl  définir  une  courbe  -,  coupant  les  rayons  vecteurs  issus 
de  0  sous  l'angle  constant  V^,  de  telle  sorte  que,  O  étant  le  point  de  1  d'angle  polaire  xÔO  =  0  —  0„,  la 
distance  (jM  tende  vert  zéro  quand  0  croit  indéfiniment. 

Etudier  le  vecteur  (jM  ;  déduire  de  là  un  mode  de  génération  de  (G). 

1. —  Si  l'on  change  0   en     —0,     x  ne  change  pas  et   y   se  change  en     — y;     on  en  conclut  que 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
On  trouve  aisément 

— —  ^-  u(l  -\-  m*)  cos  6  sh  m<i,  —-  =  a{l  -+-  m*}  sin  0  sli  mO, 

dd  t/0 

et  on  déduit  l'équation  de  la  tangente  au  point  M  : 

(1)  X  sin  6  —  1/  eus  0  —  a  sh  rnO  =  0. 

On  a  (ii-  =  rfx»  ■+■  dg^  =  a«(l  -+-  m»)»  sh^mO  dr-, 

et,  en  supposant    0  >  0    et  en  admettant  que  s  varie  dans  le  même  sens  que  6, 

ds  =  «(l-hïn*)  sh  wiOdO, 

arc  AM  =  fl(l  +  m-)  /    sh  mOdO  =  .^L^LUL-Lf ch  m»  -  iV 

Cette  fornuilo  est  égahMuonl  valable  pour     •)  •<  0. 

Dérivons  l'éciuation  (1)  par  raj)porl  à  0,  nous  obtenons  l'équation 

(2)  X  èos  0  -h  y  sin  '»  —  am  ch  mO  =  0, 

qui  représente  la  normale  en  M  à  la  courbe  (G).  L'enveloppe  de  cette  droite  est  donc  la  développée 
(G,),  et  le  point  limite  M,  est  dolini  par  l'équation  (:2)  et  la  suivante 

(3)  —  X  sin  0  -4-  ?/  cos  0  —  am*  sh  mO  =  0, 

et  celle-ci  représente  la  normale  en  .M,  i\  la  courbe  (Ci).  Donc  l'enveloppe  de  la  droite  (3)  est  la 
courbe  (G^). 

Or  la  droite  {'.i)  est  homothélique  de  la  droite  (i),  le  centre  d'homothétie  étant  l'origine,  et  le 
rapport  d'homothétie  étant  égal  à  —m*.  On  en  conclut  que  (Gj)  se  déduit  de  (C)  par  la  même 
honiothélie. 

On  a  d  =  a  \  sh  mO  |  ;  d'autre  part  U  <st  égal  à  la  dislance  des  droites  parallèles  (!)  et  (3).  Par 
suite,     R  =  a(m»-+-1)  I  sh  mO  1  .     On  en  déduit    (i  =  (m*-hl)R. 

2.  Comme  la  droite    MM'   est  perpendiculaire  à   Ox,  l'aire  considérée  a  pour  valeur    2  |    ydx  ; 

pour  obtenir  sa  valeur  principale,  nous  cherchons  les  valeurs  principales  de  y  cl  d.r  en  développant  en 

série;  nous  trouvons  tinalcment 

am{'Sm*  -h  2)  , 

y  = i — ; 0\  dx  =  am(l  -+-  m*)OdO  ; 
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en  intégrant  le  produit,  et  en  multipliant  par  2,  nous  obtenons 

ah},^(l  -4- Tn^)(3w^  +  "2)   ^. 
15  ''' 

3.  On  doit  avoir    — —  =  a^n-,     ou,  en  utilisant  la  valeur  de  ds^  calculée  plus  haut, 
dt^ 

a^{i  +  m^y  sh^  me  — -  =  ahi\ 

ou  encore,  puisque    — —    et    sh  wO     sont  positifs, 

(1  -\-m})  shmOc^e  =  ndt. 

D'autre  part,  soient   a,  p   les  coordonnées  du  point   P  ;    ces  quantités  sont  déterminées  par  les 

doL  d'à  ,         ,  7  o        .       ,     ,      i„ 

équations    — —  =  x,    —r—  =  y,     ou,  en  remplaçant    x,  y,  dt     en  fonction  de  0^  rfô, 

(XL  CJuC 

dy.  =  sh  m6(m  cos  6  ch  mO  -j-  sin  0  sh  me)(/0, 

n 

(4)  rfp  =  — sh  mO(m  sin  0  ch  mO  —  cos  0  sh  mO)rfO, 

n 

1  1  /  \ 

ou,  en  remarquant  que     sh  ?nO  ch  mO  =  — —  sh  2mO,  sh'  mO  =  —1  ch  2mO  —  i  j, 

a(i  -+.  m'^]  r  n 

■    m  cosO  sh  2mO  4- sin  e(ch  2wO  —  1)  m. 


doi  = 


2n 
rfp  =         J^  ^  ^  [m  sinO  sh  2m9  —  cos  0(ch  2mO  —1)   rfO. 

Nous  avons,  en  intégrant  par  parties  de  deux  manières  différentes, 

/cos  6  ch  2»nO  1      r 

cos  0  sh  2werfO  = h  -: —  I  sin  0  ch  2mOû^e, 
2m  2m  j 

(m  =  sh  2mO,     rfu  =  cos  Orfe)  /  cos  0  sh  2merfe  =  sin  0  sh  2mO  —  2m  /  sin  0  ch  2mOrfO  ; 

nous  en  tirons  aisément 

r  .  "^rn  cos  6  ch  2î7i0  -j-  sin  0  sh  2m0 

I  cos  0  sh  2mO(/0  = 


/ 


sin  0  ch  2mOû^O  = 


4m2H-  1 
2m  sin  0  sh  2mf)  —  cos  0  ch  2mO 


4m-  -+-  l 
On  trouve  d'une  manière  analogue 

2m  sin  6  ch  2mO  —  cos  0  sh  2mO 


/ 
/ 


sin  0  sh  2mOrfO  = 
cos  0  ch  2mO(/0  = 


4m'-  -t-  1 
2w  cos  0  sh  2mO  -j-  sin  0  ch  2m0 


4m'  -+■  l 

On  en  déduit  alors  les  valeurs  suivantes  pour   a,  p,  en  remarquant  que  ces  coordonnées  doivent 
être  nulles  pour    0  =  0: 

a  =  — -^, —    (2m2  —  1)  cos  0  ch  2m0  -+-  3m  sin  0  sh  2m6  +  cos  0(1  -t-  4m-)  —  fim^    , 

2h(1  H-  4m')  L  J 

B  =  — î^ —\  (2m'  —  l)  sin  0  ch  2me  -  3m  cos  0  sh  2mO  -h  sin  0(1  -h  4m')     ■ 

^         tnyi  -h  4m')  L  J 

Soit   a   la  longueur  de  l'arc   OP,    nous  avons     rfa'  =  rfa'  -+-  d^\     et  en  utilisant  les  valeurs  (4)  de 

dx  et  rfp,  on  a  facilement 
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ou,  en  supposant  que  a  varie  dans  le  même  >ens  que  0  et  que  0  est  positif. 


rf,  =         "^"^  '  v^m'  -^  1  j  ch»  ml)  —  1  sh  tnhd')  = "^  "*     vV«*  "«-  *)  ch« mO  —  lrf(/m«"-^  î  ch  mO). 

?i  7/1 n 

En  utilisant  la  formule  bien  connue 

'- — Al      "v'"^~=nr     1  r    ^"        «viT^^n"     i    i      _- — j. 


/> 


V  u-  —  l 

on  oblient 


_    a\/i  -+-  m*  fv^t''  -h  1  ch  mO  v^(m^-hl)  ch-  m'»  —  i 


mv^m-  -f-  l         i       s'tn-  h-  1  ch  »iO  -f-  v'(7n*-t-  1)  ch-  mi 


s' m-  -+-  1  -h  m 

4.  Soit  ?  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  dirocliun  donnée  D  ;  pour  que  la  tangente  au  point  0  soit 
parallèle  à  D,  il  faut  qu'on  ait  tgO  =  tg^p,  ou  0  =  rp  -»-  /,z,  A-  étant  un  entier  arbitraire.  Il  y  aura 
donc  une  infinité  do  points  de  contact.  Or,  des  équations  qui  donnent  x   et  y   en  fonction  de  0  on  tire 

X  cos  0  -4-  1/  sin  ''  ,  x  sin  0  —  y  cos  0 

cil  m»  =  '■ '  sli  7/jO  =  '■ • 


On  en  déduit 

(x  cos  0  -H  t/  sin  '!)■■        (x  sin  0  —  y  cos  0)* 


a-m*  rn- 

et  ceci  montre  fjue  tous  les  points  de  contact  sont  sur  la  coniquo 

(x  cos  'i  -+-  y  sin  -,  )*         (x  sin  -;  —  ?/  cos  'f)* 


=  i, 


I. 


u'in-  (I- 

C'est  une  liypcrbolc  i\u'\  a  pour  centre  l'iti  ii:iiit',  pour  axe  réel  la  parallèle  à    D    menée  par   0  ;    la 
demi-longiiour  (!<•  l'axe  lécl  est  <nn,  et  la  drnii-lonyueur  géométri(iue  de  l'axe  imaginaire  est  a. 

VrU-1. 

^      ,  "^  X  xsinO  — i/cosO  th  7h0 

5.  On  a  tg  V  = = ; .    ,  =  ; 

.  »/  X  cos  0  -f-  u  sin  0  m 

l-hlgO^  » 

X 

par  suite,  (itiand  '•  croit  indéliniment  i);ir  valeurs  pusilives    V  a  uih'  liinilo  \\,  définie  par     tgV„  =  — • 
'  Il  '  °  m 

La  courbe  ï  est  une  spirale  logarilhmiqiu' iiui  a  p<>ur  éi|ii;ilitHi  polaire  r  =  ae'"        " .  Les  projec- 
tions X,  Y  du  vecteur  (jM  ^ui"  'es  axes  sont  a'^rs 

X  =  a{m  cos  0  ch  mU  -\-  sin  o  sh  »»»'))  —  ae'"^^"^'^  cos  (0  —  0„), 
\  =  u  {m  sin  0  ch  /nO  —  cos  '»  sh  7/j'O  -  a«"''^*  ~  ^'^  sin  (0  —  0„), 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  remplaçant  ch  jaO  et  sh  »i'i  par  leur  v.ilt'iir  ei»  fonction  de  rexponenlielle, 

mo 


X  =  e"'^  [cos  0  (-Ç  -  ae-  ""*"  es  o  \  -+-  sin  "  (  V  -  ^<  "'""'sin  o.Al  +  a  '-^-  [yn  cos  0  _  sin  oV 

Y  =  e'""  Isin  0  (-^  -  a-  "'^"  cos  o„\  -|-co8  'if-  ^  -+-  «c-'""*  sin  0  VI  h-  «  L_  (m  sin  0  -h  cos  oV 

Ouand  0  augmente  indéliniment  par  valeur  positive,  e"     augmente  indéfiniment;  pour  que  X  et  Y 
aient  pour  limite  zéro,  il  faut  (pie  le  coeflici<nt  de  r^'^  soit  nul  quel  que  soit  '»  ;  on  doit  donc  avoir 

^  _  «-'""»  cos  0„  =  0,  ^  -  ae-"'«»  sin  0„  =  0 
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ou 


m 
On  en  conclut  que  l'équation  de  la  spirale  sera 


ae 


2  sin  0, 


ae 


— W0O 


m(9-0o) 


2sin  Og 
Les  projections  du  vecteur  QM  sont  alors 


ou 


«s/m^  H-  1 


mO 


2 


ae 


— wO 


Y=  |.e-me  /"^sinO  +  coso) 


2  sin  G„ 


cos  (  0  +  o„  )  =  — ^  cos  (  0  +  OJ, 


Ce  vecteur  fait  avec  Oa;  l'angle  0-i-Oq  et  sa  grandeur  est  égale  à      — ^^ ^;      ceci   permet   de 

construire  le  point  M  quand  on  connaît  le  point  Q. 

Andké  PÉTRUS,  lycée  de  Dijon. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Raymond  Chirol,  à  Saint-Etienne,  et  G.  R.,  à  Paris. 

■  •♦• 
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2469.  —  On  considère  V ellipse 
et  rhyperbole 


4  +  1-1=0, 


1  =0; 


x^        y 

on  mène  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hyperbole  ;  elle  rencontre  l'ellipse  en  deux  points  P  et  P'. 

1"  Trouver  le  lieu  du  conjugué  harmonique,  M',  de  M,  par  rapport  à  P  et  P',  quant  le  point  M  parcourt 
l'hyperbole. 

2°  Trouver  la  correspondance  qui  existe  entre  le  point  M  et  le  pôle,  Mi,  de  PP'  par  rapport  à  l'ellipse. 
Lieu  de  M^. 

3"  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 

'^  o.       abaissée  du  point  Mi  sur  la  droite  PP'.  Dans  ce  der- 
nier cas,  faire    b  =  a. 

1"  Soit  M  (a,  P)  un  point  de  l'hyperbole;  M' 
est  le  point  d'intersection  de  la  tangente  en  M  à 
l'hyperbole  avec  la  polaire  de  M  par  rapport  à  l'el- 
lipse. Par  conséquent,  ses  coordonnées,  x  et  y, 
vérifient  le  système 


dX 


a' 


62 


-1  =  0, 


En  combinant  par  addition,  il  vient 

2aa; 


(tangente  en  M  à  l'hyperbole), 
(polaire  de  M  par  rapport  à  l'ellipse). 


-2  =  0, 
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en  combinant  par  soustraction, 


(*'■ 


?y 


=  0,  ?/  =  0  (si     ?  ^  0). 


Ainsi  M'  est  le  point  de  l'axe  AA'  d  abscisse    —    Quand  r  croit  de     —  x      k      —  n,   —  décroit 

a  7. 

a'- 
de  Oà     — fi.     Quand   i  croit  de     -ha     à  x,    —  croit  de  0  à     -+-  n.     Donc  le  lieu  de  M'   esl  la 

a 

portion  AA'  de  l'axe  des  x.  Il  est  d'ailleurs  éviiJent  que  la  tangente  en  M  à  Ihyperliole  ne  peut  couper 
l'axe  transverse  qu'entre  les  sommets  A  et  A  . 

Si  ^  —  0,  y  est  indéterminé  :  les  trois  p<jints  M,  P,  F'  sont  confondus  en  A  ou  en  A'  et  le  conjugué 
M'   de   M  est  n'importe  quel  point  de  la  tangente  en   A    ou  en   A'. 

Solution  géométrique  —  L'ellipse  el  lliyperbole  déterminent  un  faisceau  de  coniques.  Les 
polaires  du  i)oiiil  M  jtar  rap|)orl  à  toutes  les  oniijues  du  faisceau  sont  concourantes  :  en  particulier,  la 
tangente  en  M  à  l'hyperbole  el  la  polaire  de  M  par  rapport  à  l'ellipse  se  coupent  sur  la  droite  double  A  A'. 

2»  Le  point  M,  est  le  point  d'intersection  do  la  polaire  de  M  et  de  la  j)olaire  de  M'  par  rapport  à 
l'ellipse.  Par  conséquent,  ses  coordonnées,  ar,  et  i/,,  vérifient  le  système 

\     — r  -+-  -TT  —  1       0.  (polaire  de  .M), 

(     X  =  a,  (polaire  de  M') 

On  tiie  de  la 

3  a» 

■T.  =  a,  7rVi-+-  — r  — <  =  0. 

Mais  M  (a,  fi)  est  un  point  de  l'hyperbole 

—  -  1  =  ^, 
a»  6-  ' 

d'où 

Le  point  M,  (a,  —  fJ),  symétrique  de  M  par  rapporta  l'axe  des  x,  est  un  point  de  Ihyperbole.  On 
voit  donc  que  le  lion  de  M,  est  l'hyperbole  elle-in(^me. 

Solution  géométrique.  —  .le  fais  une  transformation  par  polaires  réciproaues  en  prenant  pour 
cniii(jue  diroctrice  l'ollips»^  donnée.  La  transformée  de  l'hyperbole  est  une  conique  qui  a  les  mêmes 
sommets  et  les  mômes  points  ;i  l'inlini  ;  c'est  donc  l'hyperbole  elle-même.  D'autre  part,  le  lieu  do  M,  se 
transforme  dans  l'enveloppe  des  droites  PP',  c'est-à-dire  dans  l'hyperbole.  Par  conséquent,  c'est  l'hyper- 
bole elle-même. 

il"  La  porpendicnlairo  M,  Q   abaissée  de  M,   sur  l'P    a  pour  (Mjualion 
Les  coordonnées,  x  et  y,  du  point  Q  vérilienl  le  système 

1     V ^  ~  "'  ^^^^'^^    ^^^' 

I    i-  (X  -  «)  -f-  ~  (./  -h  P)  =  0,  (droite  M.Q). 

Le  lion  de  Q  s'obtient  en  éliminant  a  et  p  entre  les  deux  équations  précédentes  et 

^ ---'  =  "■ 


EXAMENS  ORAUX  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  1921) 


1^9 


Nous  ferons  l'élimination  dan?  le  cas  particulier    b  —  a.     On  a  alors  un  cercle  et  une  hyperbole 
équilatère.  Le  système  des  trois  équations  devient 

/     ar  —  j3(/  —  a^  =  0, 

K^-^)  +  <yH-P)  =  0, 

(      a«  _  p  _  «2  ^  0, 
OU 

(  XX— ^y  =  02, 

I  ay  -t-  pa:  =  0, 

(  a2  — p  =  a^ 
Des  deux  premières  équations  on  tire 


a'x 


?  = 


—  a-y 


d'oii,  en  portant  dans  la  troisième, 

a'x'- 


aY 


a\ 


a\x'-y^)  =  [x^-  +  y^f. 

Le  lieu  du  point  Q  est  une  lemniscate  ayant  AA'  pour  axe 
transverse.  D'ailleurs,  dans  le  cas  oii  b  =  a,  la  droite  MjQ, 
dont  l'équation  se  reluit  à  ^r  4-  ay  =  0,  passe  toujours  par 
le  point  0.  Le  lieu  de  Q  n'est  pas  autre  chose  que  la  podaire  de 
l'hyperbole  équilatère  par  rapport  à  s6n  centre.  On  sait  que  c'est 
une  lemniscate.  —n 

MAZEL,  lycée  Louis-le-Grand. 

Bonnes  solutions:  MM.  Hhtinel,  à  Cannes  ;  A.  Dufour,  lycée  Henri  IV;  R,  Chirol,  à  Saint-Etienne;  A.  Pktros,  à  Dijon; 
Marcel  VViNANTS,  à  Liège;  Chappert,  à  Montpellier;  K.  Dealx;  C.  Delvote. 
Solution  géométrique  de  .M.  G.  Roy. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


ÉCOLE   POLYTECHNIQUE  {Suite), 


10748.  —  On  considère  une  quadrique  et  des  sections  planes  parallèles.  Lieu  des  foyers  de  ces  sections. 

—  749.  —  Lieu  des  projections  du  centre  sur  les  plans  tangents  à  un   liyperboloïde  à   une  nappe.  Déternniner  les 


cercles  situés  sur  la  surface  obtenue. 
—  750.  —  On  coupe  la  surface 


+  —  H 1^0    par  le  plan    z  =  h.    En  tous  les  points  de  la  section 


X' 

on  mène  les  normales.  Calculer  le  volume  compris  à  l'intérieur  de  la  surface  engendrée  et  limité  à  la  calotte  ellipsoïdale 
supérieure. 

—  751.  —  Calculer  l'aire  de  la  surface    j^-t-  t/'  —  iaz  =  0    comprise  entre  les  plans    z  =  Q,    z  =  a. 

—  752.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïJes  passant  par  la  courbe    ay  =  x-,    b^z  =  x^. 

—  753.  —  Normales  communes  à  une  droite  et  à  une  quadrique. 

—  754.    -  Lieu  des  points  d'un  paraboIoïJe  hyperbolique  par  lesquels  passent  deux  génératrices  faisant  l'angle  ô. 

—  755    —  Trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  surface    xy  =  az    sur   les  génératrices 
rectilignes  de  cette  surface. 

—  756.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  axe  la  bissectrice  de  l'angle  xOy, 
et  un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  du  plan  des   yz    tangent  à  Oy  au  point  0.   Intersection  des  deux  surfaces.  Epure. 
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—  7Ô7.  —  Dans  un  paraljolohle  on  consiiiere  les  sections  par  des  plans  passant  par  l'axe.  Lieu  des  extrémités  des 
cordes  focales. 

—  758.  —  Sections  circnhiires  de  la  quadrique    .r  -+-  2//'  —  2yz  =  0. 

—  7511.  —  Surface  engendrée  par  les  perpendiculaires  communes  à  la  droite  x  =  0,  y  =^  a  et  aux  génératrices  de 
Ja  surface    x'  -(-  y'  —  in'z^  —  a'  =  0. 

—  760.  —  Surface  podaire  de  l'ellipsoïde  par  rapport  à  son  centre.  Cette  surface  a-t-elle  des  cercles  ? 

x'  tt-  i* 

—  761.  —  Un  considère  les  qnadriques ^  -i-    — :-  -h     .^    .     =!.     Combien  passe-t-jl  de  ces  quadriques 

par  un  point  de  l'espace?  Montrer  qu'elles  sont  orthogonales.  Lieu  des  ombilics. 

—  762.  —  Trouver  un  plan  qui  coupe  un  ellipsoi  le  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

—  703.  —  On  considère  les  deux  ciuadiiques  a.r= -f- </j/* -i- c:*  =1,  ar' -t- fcj/' -+-C2' -+- s  (x' -+- j/' -f- :»)  =  1,  et  on 
leur  mène  un  plan  tangent  rummun  (|ui  les  touche  en    A    et  B.    Dt-montrer  que  l'angle    AOB  est  droit. 

—  764.  —  Équation  g/^ntl-rale  des  cjlindres  de  n'volulion  tangent  à  un  plan  donné  en  un  point  donné  et  passant  par 
un  autre  point  donné.  Lieu  des  aies. 

—  765.  —  On  donne  une  quadrique  et  un  point  O.  Par  ce  point  on  fait  passer  un  plan  (1  ;  soit  P  son  pôle  par  rapport 
à  la  quadrique.  Démontrer  qu'il  \   a  trois  positions  de    11    telles  que    OF    soit  perpendiculaire  à   II. 

—  766.  —  On  fait  tourner  une  yllipse  autour  de  son  grand  a.\e,  et  on  considère  le  cône  ayant  pour  sommet  un  foyer 
de  l'ellipse  et  pour  directrice  une  section  plane  de  l'ellipsoïde  engendré.  Démontrer  que  ce  cône  est  de  révolution. 

—  767.  —  Un  point  M  parcourt  une  génératrice  0  de  la  surface  xy  =  z.  Trouver  le  lieu  de  la  droite  conjuguée  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de   M    sur  son  plan  polaire. 

—  768.  —  Lieu  des  droites  d  intersection  de  deux  plans  rectangulaires  passant  par  deux  droites  données.  Sections 
circulaires  de  la  surface  engendrée. 

ï*       11-        z'  x'  v'  2' 

—  761*.  —    On   considère  les  surfaces    /■=  —  -+-i_h 1=0,    9=-  _i.  — =^ 1 1  =  0,    et  un 

a'       fc'       c»  a'  -I-  /      t»  -H  X      C  -¥-  X 

point  M  de  Ci.  La  normale  en  M  à  <p  rencontre  le  plan  polaire  de  M   par  rapport  à  /   au  point  P  ;  montrer  que    HP  =  l^rl . 

1  «  I 
û  étant  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  en  M  à  V- 

—  770.  —  Les  arêtes  d'un  trièdre  trire(  tangle  de  s.mimct  S  touchent  un  ellipsoïde  aux  points  A,  B,  C.  Trouver  le 
lieu  du  cenire  de  la  sei  tion  de  la  siirlace  par  le  plan  AlKl. 

—  771.  —  Les  normales  en  deux  points  M,  M'  d  un  ellipsoïde  rencontrent  un  plan  principal  en  .N,  N.  Démontrer 
que  le  plan  perpendiculaire  au  segment  .MM'  en  son  milieu  passe  par  le  milieu  de  .N.N'. 

IV.    Géométrie   descriptive. 

_  772.  —  Trouver  les  noniiales  communes  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front  et  à  un  cylindre 
horizontal  ilont  la  hase  cht  un  cercle  du  plan   vertical. 

—  773.  —  On  donne  les  contours  apiiarents  de  iloiix  sphères.  Détorminer  l'ombre  portée  de  l'une  d'elles  sur  l'autre, 
les  rayons  lumineux  étant  k  45". 

—  774.  —  On  donne  ui\e  sphère  tangente  au  plan  horizontal.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  lumineux  tel 
que  l'omhre  portée  de  la  sphère  sur  le  plan  horizontal  suit  une  coni(|ue  tangente  a  une  droite  donnée. 

_  775.  —  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  aux  plans  de  projection. 

—  776.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  au  plan  horizontal. 

_  777.  —  On  consid'îre  la  surface  engendrée  par  un  cercle  de  front  tournant  autour  d'un  axe  quelconque.  Déter- 
miner le  plan  laiiKent  en  un  punit  du  cercle.  Constriiirt-  les  points  de  contact  du  cercle  avec  le  contour  apparent  vertical. 

—  778.  —  On  donne  une  droite  (I),  D'i  et  un  point  (a,  a  f,  construire  les  contours  apparents  du  cylindre  de  révo- 
lution  ayant  pour  axe  la  droite  (D,  D  )  et  passant  par  le  point  [a,  o  ).  Section  do  ce  cylindre  par  un  plan  horizontal. 

—  77M.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  passant  par  une  ellipse  donnée  <lans  le  plan  horizontal. 

—  7H0.  —  Un  donne  une  droite  dans  le  plan  vertical  et  une  droite  dans  le  plan  horizontal.  Mener  par  un  point  donné 
une  droite  qui  soit  ii  des  distances  données  des  deiii  droites  données. 

_  781.  —  On  fait  tourner  un  cercle  horizontal  autour  d'une  droite  de  front.  Trouver  le  contour  apparent  horizontal 
de  la  surface  engendrée. 

—.782.  —  On  donne  une  frontale  F  et  une  horizontale  II.  Faire  tourner  11  autour  de  F  de  façon  à  l'amener  A  être 
de  front. 

—  783.  —  Mener  par  un  point  donné  un  plan  faisant  le  même  angle  avec  trois  droites  donnée». 

—  784.  —  On  donne  un  liy  perholoide  de  révoliihon  à  une  nappe  déllni  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice. 
Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  rencontrant  la  stirlace  suivant  une  hyperbole  écjuil.ttere. 

—  785.  —  On  considère  un  hyperholoide  de  révolution  engendré  par  une  frontale  tournant  autour  d'une  autre  fron- 
tale. Mener  pir  une  droite  donnée  un  plan  coupant  la  >urface  suivant  une  parabole.  Déterminer  le  sommet  et  l'aie. 

—  780.  —  On  donne  un  hyperholoide  de  révolution  engendré  par  une  horizontale  tournant  autour  d'une  frontale. 
Trouver,  sur  cette  surface,  le  lieu  des  points  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 
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—  787.  —  Déterminer  les  contours  apparents  d'un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  frontale  tournant 
autour  d'une  horizontale. 

—  788.  —  On  éclaire  par  un  point  lumineux  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.  Déterminer 
l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

—  789.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.  Trouver  un  plan,  passant  par  une 
horizontale  donnée,  qui  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

—  790.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  dont  la  projection  verticale  est  un  parallélogramme,  et  on  considère  le 
paraboloïde  hyperbolique  défini  par  ce  quadrilatère.  Déterminer  le  contour  apparent  horizontal. 

—  791.  —  Ombres  d'une  écuelle  parabolique. 

—  792.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse  de  front  tournant  autour  de  son  grand 
axe.  Couper  l'ellipsoïde  par  un  plan  horizontal  tel  que  le  grand  axe  de  Tellipse  section  ait  une  longueur  donnée. 

—  793.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical  engendré  par  un  cercle  C  tangent  à  l'axe  au  point  0,  et  on  considère  un 
paraboloïde  de  révolution  qui  a  pour  méridienne  la  parabole  P  ayant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  cercle  osculateur 
en  ce  point  le  cercle   C.   Intersection  des  deux  surfaces.  Étudier  le  problème  analytiquement. 

—  794.  —  Même  question  où  l'on  remplace  la  parabole  P  par  la  parabole  Q  qui  a  pour  sommet  le  point  le  plus  bas 
du  cercle  G,  et  qui  admet  ce  cercle  comme  cercle  osculateur  au  sommet. 

—  795.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  D,  de  profil  et  faisant  45°  avec  les  plans  de  projection.  Déterminer  la 
droite  D'  conjuguée  de  D  par  rapport  à  la  sphère.  On  cdnsidère  le  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  des  horizontales 
s'appuyant  sur  D  et  D'  ;  déterminer  l'intersection  du  paraboloïde  et  de  la  sphère. 

—  796.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front.  On  l'éclairé  par  un  point  lumineux. 
Déterminer  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

—  797.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical,  un  plan  bitangent  de  bout  et  un  point  (s,  s)  sur  l'axe.  Déterminer  l'inter- 
section du  tore  et  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  (s,  s')  et  pour  base  l'intersection  du  tore  et  du  plan  bitangent. 

—  798.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Par  le  sommet  on  mène  un  plan  parallèle  au 
deuxième  bissecteur  qui  coupe  la  surface  suivant  une  conique  C.  Construire  cette  courbe.  On  la  prend  comme  base  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée.  Déterminer  l'intersection  du  paraboloïde  et  du  cylindre. 

—  799.  —  On  donne  trois  points  0^  A,  B,  la  droite  OA  étant  de  profil  et  la  droite  OB  de  front.  On  considère  une 
sphère  de  centre  0  et  de  rayon  donné,  puis  les  cônes  circonscrits  à  cette  sphère  et  ayant  pour  sommet  A  et  B.  Déterminer 
l'intersection  de  ces  deux  cônes.  Que  peut-on  dire  a  priori  sur  cette  intersection? 

—  800.  —  Déterminer  l'intersection  de  deux  paraboloïdes  hyperboliques  admettant  le  plan  horizontal  comme  plan 
directeur  et  définis  chacun  par  une  frontale  et  une  verticale. 

—  801.  —  On  donne  une  verticale,  une  droite  dont  les  projections  sont  confondues  et  une  droite  dont  les  projections 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  de  terre.  Construire  la  droite  conjuguée  de  la  ligne  de  terre  par  rapport  àl'hyper- 
boloïde  défini  par  les  trois  droites. 

—  802.  —  Un  rayon  lumineux  tombe  sur  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  en  verre  ;  déterminer  le  rayon 
réfracté 

—  803.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  à  axe  vertical.  Par  deux  génératrices  de  front  du 
même  système  on  fait  passer  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  le  plan  directeur  est  le  premier  bissecteur.  Intersection 
des  deux  surfaces. 

{A  suivre.) 
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2573.  -  On  pose  ^  "L^V 

Déterminer  la  courbe  (C)  que  doit  décrire  le  point  M  {x,  y)  pour  que  l'on  ait  '  " 

rf^  _  , 1_ 

dx  6  ■ 

Mettre  l'équation  de  cette  courbe  sous  la  forme  fyx)  ■.-  f[y). 

.1.  Lebel. 

2574.  —  Trois  points  A,  B,  C  se  déplacent  dans  un  plan  suivant  des  lois  arbitraires.  Connaissant  à  l'instant 
t  leurs  vecteurs  vitesses,  construire  celui  du  centre  du  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points.  —  Dans  quel  cas 
l'extrémité  du  dernier  vecteur  coïncide-t-elle  avec  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  extrémités  des  trois 
autres  ? 

Même  question  pour  le  centre  de  la  sphère  qui  passe  par  quatre  points  mobiles  A,  B,  C,  D. 

J.    LeI!EL. 
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2575.  —  Si  par  deux  points,  P  et  Q,  on  mène  I<s  tangentes  à  une  coni-jue  (C),  PA,  PB,  QC,  QH.  qui  touchent 
cette  conique  aux  points  A,  B,  C,  D,  on  sait  qu'il  rxisle  une  autre  conique  'C')  qui  passe  aux  points  A,  B.C. 
D,  et  qui  y  touche  les  droites   QA.  QB,  PC,  PD. 

Démontrer  ce  théorème.—  l/appliqiier  à  la  question  suivante:  lorsqu'un  cercle  coupe  une  hyperbole 
équilatère  en  quatre  points  A,  B,  C,  D.  si  AB  est  un  diamètre  du  cercle,  CD  est  un  diamètre  de  l'hyperbole, 
et  réciproquement. 

Paul  Leiikl.  élève  au  lycée  de  Dijon. 
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2498. —  Soient  A,  B,  C,  les  pieds  des  normah-s  à  ime  parabole  issues  d'un  point  \*  ;  A,,  H,  C,,  les  som- 
mets du  Iriancfle  formé  par  les  tangentes  à  la  parabole  aux  points  .A,    B,  C. 

Montrer  que  :  1°  les  droites  AA,,    BB,,  CCi,   concourent  en  un  point  Q 

2°  Si  le  point   P  se  déplace  sur  la  parabole  donnée,  le  lieu  de    (J  est  une  quartique. 

y  Si  le  point  F  se  déplace  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  parabole 
donnée,  le  lieu  du  point  Q  est  une  hyperbole. 

i°  Los  droites  AA,,  liB,.  CC,,  joignent  les  numnels  du  triangle  A,  B,  C,  aux  puinl-i  de  contact  de  la 
parabole  avec  les  C(*>lés  opposés;  donc,  en  vertu  ilu  th'''orùine  do  Briunclion,  elles  concourent  en  un 
point  Q. 

Etablissons  analytiquemenl  ce  fait.  Soient  ?/-*  -  "ipx  =  0  l'équalion  de  la  parabole,  («,  P)  les 
coordonnées  du  point    P,  (x',  »/')    celles  du  point    \. 

L'iiyperbctle  d'Apollonius  du  point  P  a  pour  équation 

(1)  J^«/ —  .'/'»  — P) —  P?  =  (^• 

(Mierchons  l'écpiation  de  la  droite    BC.    On  sait  (|u'ello  est  parallèle  à  la  droite  (jui  joint  le  sommet 

de  la  parabole  an  syniétri(jue  du  point   A   par  r.i[iport  ;\  l'uxe  ;  son  coeflicient  angulaire  est  donc 

v'               ^2nij'               2  in/               l'i)                     ,         .               .    ,    ,                              2i) 
= i-^i-  = -^  = -r      et  son  équation  est  de  la  forme     »/  = r- -r  H- o . 

D'autre  [lart,  elle  constitue  avec  la  droite  y  —  ;/'  une  conique  dégénérée  passant  par  les  points 
communs  à  la  parabole  et  i  l'hyperbole  d'Apollonius.  Identifions  donc  l't^quation  quadratique  de  ces 
deux  droites, 

(.7  —  y')(ll  +  -^^-l)=^^  ou  ;/*    (-  -?-  x,j  —  'ipx  -  i/(,v'  -hq)-h  qy'  =  0, 

avec  l'équation  générale  des  coniques  du  faisceau  précédent,  qui  est 

A-  v'  -  'ipx)  -+-  ./.v  -  j/(a  -  p)  —  p^  =  0. 
k  y'  —i>f>li  a  — p  —  p^ 


Il  vient 


I  tp  -2p  y'-hq  qy' 


>'>»i'^ 


Le  second  et  le  dernier  rapport  donnent     o  = ~—      et  réciualion  de  la  droite  BC  est 
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Déterminons  le  pôle    Ai   {xi,  tji)   de  cette  droite  par  rapport  à  la  parabole.  La  polaire  du  point 
{xi,  î/i)  est 

»S                      y' 
qui,  identifiée  avec  l'équalion  (z),  donne     a;,  =  — p»     t/i  = 1— •• 
L'équation  de  la  droite  AAi  qui  passe  par  les  points  A  {x',y')  et    AA-^, ^j     est  donc 


o     y 


II 
y' 


(x  —  x'), 


(3)  ou  2j/(p[î  —  x'y')  -+-  3xy''  —  2(/V?  —  x'y'^  =  0 . 

Mais  comme  le  point  {x',  y')  se  trouve  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  P,  on  a 

(4)  ^  a;'y'~y'{o^-p)-p^  =  0. 

En  remplaçant  dans  l'équation  (3),  x'y'  par  sa  valeur  tirée  de  (4),  il  vient  pour  équation  de  A. A,, 

2y{x-p)-'Axy'^3p'^-hij'{ai-  p)  =  0, 
ou  2y(a  —  p)  +  3p^  -+-  y'{oi.  —  p—dx)  =  0. 

Elle  montre  que  la  droite  AAj  passe  par  le  point  donné  par 

(5)  2i/(a  —  p)4-3joS  =  0,      a—p  —  3a;  =  0,      c'est-à-dire  par  le  point     x  =  >     y  =  -       ^' — -• 

o  ~[^^        p) 

Ce  point,  qui  ne  dépend  que  de  (a,  p),  est  par  suite  le  point  Q. 

2°  Si  le  point  P  (a,  P)  décrit  la  parabole    tf-  —  2/).r  =  0,     on  a    ^^  —  2/)a  ==r  0.     L'élimination  de 
a,  p  entre  cette  relation  et  les  équations  (5)  doime  le  lieu  du  point  Q.    On  a 

2xy 


a  =  3x~hp, 


P  =  - 


d'où  le  lieu 


^xh/  -  p\3x  -+-  p]  =  0, 
qui  est  une  quartique  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Ox,  tangente  à  la  droite 

p 
X  =  — —i     admettant  les  axes  comme  tangentes  de  rebroussement  à  l'in- 
fini. Elle  a  la  forme  ci-contre 

3°  Une  parabole  dont  l'axe  est  normal  à  Ox  a  pour  équation 
Cx^  H-  2Di/  -f-  2Ea-  -h  F  =  0. 
Si  le  point   P   (a,  P)  décrit  cette  parabole,  on  a     Ca-  -+-  2D^  -+-  2Ea  -i-  F  =  0 

9.1 


Si  on  remplace  a.  par     3x  -h  p,     p  par     — 


2.r!/ 

P 
4D 


on  aura  le  lieu  du  point  Q,  qui  est  donc 


C(9x2  -+-  6px  -hp^) xy-\-  "2E(3x  4-  p)  -H  F  =  0, 

c'est-à-dire  une  hyperbole  dont  une  asymptote  est  parallèle  à  Oy. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Marcel  Winants  ;  G.  Deuvoyb  ;  A.  Hutinel,  à  Cannes. 


R.  DEAUX. 


2499.  —  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  l'extrémité  d'vne  corde  focale  d'une 
ellipse  avec  la  normale  à  Cautre  extrémité. 

Solution  analytique.  —  La  corde  focale  de  l'eJlipse 
(i)  a-'y""  H-  6'x»  —  a^b^  =  0, 


13'( 
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qui  passe  par  le  foyer  F  (c,  0)  et  par  lo  point  M  (a  cos  v,  à  sin  ç-)  de  la  courbe,  a  pour  équation 

(^)  y  = ■ — (x  —  c). 

a  ces  ï.  —  c 

En  élintiinant  y  entre  les  équations  (i)  et  [-2)  on  aura  l'équation  aux  abscisses  des  intersections  de 
l'ellipse  avec  la  corde.  Tous  calculs  faits,  on  trouve 

x*{a-  -h  c'  —  2ac  cos  -f )  —  2cxa*  sin-  f  -h  a'  2ac  —  (a»  -+-  c*)  ces  ?]  ces  -^  =  0. 

Comme  l'une  des  racines  est  a  cos  v,  l'abscisse  du  second  point  d'intersection,  N,  s'obtiendra  en 
divisant  par  a  cos  f  le  produit  des  racines  ;  ce  (jui  donne 

(a*  ■+■  r^)  cos  o  —  tac 

—  a '■ =  a. 

a*  -+-  c-  —  l'ac  cos  'f 

1/ordonnée  du  point  N  s'oblient  en  remplaçant,  dans  l'équation  (2),  x  par  l'abscisse  trouvée,  ce  qui 

donne  /''  s'n  ? 


a^  -f-  c-  —  tac  cos 


=  P- 


Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  à  l'ellipse  au  point  N  (a,  fi)  est    —  =  — ; —  *'"  * 


L'équation  de  cette  normale  est  donc 

ab  sin  r;  bc"^  sin  '; 

?  y : X  =  '■ 

(a'  -H  c*;  cos  ?  —  '2ac  a*  -\-  c*  —  "lac  ces  v 


6*a       (a-  H-  c*j  cos  -f  —  2ac 


(3) 


La  tangente  à  l'ellipse  au  point  M  a  pour  équation 
(*)  axj  sin  'f  -f-  ^x  cos  7.  =  ab. 

L'élirnirialioii  de  v  entre  les  équations  (3)  cl  (4)  donnera  l'équation  du  lieu  demandé.  En  résolvant 
les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport  à  sin  ç  et  co^  -,  on  a 

x(a»  -h  c»)  -4-  2a»c  A\?/ 

^'"  ^  ~   (a'^  -+-  c*)(a^  -h  c»  -t-  âcx)  * 


cos  V  = 


a(a'  -4-  c*  -^  tcx) 


En  exprimant  que     cos' ^ -h  sin^  f  =  t ,     il  vient 


x(aî  -h  c»)  -I-  Sa'c     ^a»  -i-  c^)^  -y-  b'ahf  =  a^{a^  ■+-  c^)\a*  -\-c^-h  2cx)',  ou 


X» 


V' 


=  1. 


Le  lieu  demandé  est  donc  une  ellipse  ayant  m(^me  centre  que  la  première  et  bitangente  à  celle-ci 
aux  extrémités  de  l'axe  local. 

Première  solution  géométrique.  —  Soient  {/Ig.  1)  F  et  F'  les  deux  foyers  réels  do  l'ellipse; 

M  »;t  N  les  extrt'inilés  d'une  corde  focale  quelcontiue  passant  par  F. 
Les  tangentes  en  M,  N  à  l'ellipse  se  coupent  en  un  point  II  de  la 
directrice  (D)  relative  au  foyer  F.  Les  normales  en  M,  N  à  l'ellipse  se 
coupent  au  pùlc  noinial  S  et  rencontrent  les  tangentes  en  N.  M  respec- 
tivement aux  points   M',  N'. 

La  normale  en  un  point  M  dune  ellipse  est  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  droites  qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers  F,  F'.  Donc 
les  points  S,  il,  M',  N',  sont  les  centres  des  cercles  tritangents  au 
triangle  MNF'.  Par  suite  les  trois  points  M',  F',  N'  sont  en  ligne  droite; 
il  en  est  de  même  des  trois  points  F',  S,  R.  La  droite  MN  est  ren- 
contrée aux  points  T,  U  respeelivement  par  les  droites  F'U  et  M'N'. 
La  polaire  du  point  U  par  rapport  à  l'ellipse  passe  par  K,  attendu 
(|ue  r  se  trouve  sur  la  polaire  MN  du  point  H,  et  par  le  conjugué 
harmoniijue  de  I  sur  MN.  Ce  conjugué  est  T,  car  dans  un  quadrangle 
MiiNS,  une  diagonale  MN  est  divisée  liarmoniquemenl  par  les  deux 
autres,  HS,  MN  .  La  polaire  de  U  est  donc  F'R;  par  suite  U  est  sur  la 
Fin- 1.  directrice  relative  au  foyer  F'. 
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II  s'ensuit  que  le  lieu  géométrique  des  points  M',  N'  peut  être  traité  et  généralisé  comme  suit  : 
On  donne  dnns  le  plan  d'une  conique   (S)  deux  points  fixes  quelconques    F,  F'  non  situés  sur  une  tan- 
gente à  (l).  Une  sécante  variable  issue  du  point  F'  rencontre  la  polaire  (D')  de  F' en  un  point  (J.  La  droite 

FU  coupe  (S)  en  deux  points  ti,  N.  Les  tangentes  à  (I)  menées  aux 
points  M,  N  déterminent  sur  la  droite  F'U  deux  points  M',  N'  dont  on 
demande  le  lieu. 

Comme  cette  génération  est  projective,  il  suffit  de  l'étudier  dans  le 
cas  du  cercle,  en  supposant  même  que  les  points  F  et  F'  sont  à  l'infini. 
(fig.  2).  Soient  0  le  centre  du  cercle,  OX  le  diamètre  normal  à  la 
direction  du  point  F'  et  a  l'angle  que  font  entre  elles  les  directions  des 
points  F,  F'. 

Les  quadrilatères  OMM'U  et  OUNN'  sont  inscriplibles,  donc 
îffij  =  MUU  =  rmJ,      Les  triangles  MM'O  et  ONN'  sont  par  suite 

Or,     OiN  =  =      constante.     Donc    les 


X 

^^""^5^ 

Kco 

u 

W\ 

\b^^" 

iwW^ 

><-• 

/é^-^'''"'^ 

1 

mV 

,--^ 

a 

/ 

Fig.  2. 


égaux    et    ON'  =  OM'. 


points  M',  N'  décrivent  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné.  Gomme  deux  cercles  concentriques 
sont  bitangents  sur  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycliques,  on  en  conclut  que,  dans  le  cas  général 
le  lieu  des  points  M'  et  N'  est  une  conique  bitangente  à  la  conique  donnée  (S)  aux  points  où  celle-ci  est 
coupée  par  la  droite  FF'. 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  le  lieu  comprend  en  outre  les  tangentes  à  (S)  issues  de  F',  comme 
on  le  voit  aisément  en  considérant  la  sécante  variable  issue  du  point  F',  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
deux  positions. 

Lorsque  la  droite  MN  est  tangente  à  (S)  les, points  M',  N'  sont  confondus,  ce  qui  permet  de  déter- 
miner géométriquement  les  tangentes  issues  du  point  F',  à  la  conique  lieu  des  points  M',  N'. 

Deuxième  solution  géométrique.  —  Supposons  les  points  F  et  F'  quelconques  dans  le  plan 
de  la  conique  (2).  Lorsque  la  sécante  F'U  pivote  autour  du  point  F',  elle  engendre  un  faisceau  per- 
spectif à  celui  que  décrit  le  rayon  FU.  Chacun  de  ces  faisceaux  est  donc  projectif  à  la  ponctuelle  invo- 
lutive  du  second  ordre  décrite  sur  (S)  par  le  couple  de  points  M,  N  et  par  suite  projectif  au  faisceau 
involutif  du  second  ordre  engendré  par  les  couples  de  tangentes  m,  n  à  la  conique  (S)  aux  points  M,  N. 
Dans  le  cas  général  un  faisceau  de  rayons  F'(U,...)  du  premier  ordre,  projectif  à  un  faisceau  involutif 
du  second  ordre  (mn,...),  engendre  avec  ce  dernier  une  quartique  de  sixième  classe  à  trois  points 
doubles  et  tétratangente  à  la  conique  (S)  support  du  faisceau  involutif.  Mais  dans  le  cas  présent  le  lieu 
cherché  comprend  les  tangentes  à  (S)  issues  de  F';  il  doit  donc  se  compléter  par  un  système  du  second 
ordre  bitangent  à  (I)  qui,  ne  pouvant  visiblement  pas  se  composer  de  deux  tangentes  à  (2),  est  par 
suite  une  conique  bitangente  à  (2).  On  voit  facilement  que  les  points  de  bitangence  sont  sur  la 
droite  FF'. 

R.  DEAUX,  professeur  à  Virelles,  Belgique. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Baras,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris;  A.  Hutinel,  à  Cannes;  Mossel. 


2500.  —  Un  point  M  se  meut  sur  une  ellipse  de  façon  que  la  vitesse  en  chaque  point  de  Vellipse  soit 
proportionnelle  au  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

Trouver  la  loi  du  mouvement  de  ce  point. 

Les  deux  fonctions  x  el  y  sont  des  fonctions  du  temps.  La  vitesse  v  est  égale  à  v^a;'*  ■+-  j/'*  ;  le  rayon 
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(.r'*  -1-1/'*)*  V 

de  courbure,  à    ——, —7-7      En  écrivant  que     —  =  k,     nous  avons 

T'y'  -  y'x"  ^  p 


^V  —  y'  x' 

a/»  4-  î/'' 


=  k. 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  arc  tg  -^;     en  intégrant  nous  avons  donc 
arci'é  ^  =  kt -^  C,  -l-  =  {g(kt-\-C). 

X  X  ' 

X*  1J^ 

Le  point  étant  astreint  à  se  déplacer  sur  l'ellipse h  — 1=0,    nous  avons 

x=  a  cos  V»  y  =  ff  sin  Vi 

X  =  —  a  sm  9  — — ,  y'  =  à  cos  •-  —^, 

^.  (il  ^  •    di 

et  -^  = cot'f. 

X  a 

Par  conséquent,  cot  ^  = —  ig  (kl  -f-  C), 

ros  -;  sin  -^  1 


asin(/W^-C)       —  6cos(A-/H-Cj       v'a*  sin*  (A-/ -h  C) -+- 6' cos»  (/f< -h  C) 
Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

_  «î  sin  (A/H-Cj  —  A»  cos  (Ar -t- C) 


va"  sin'  (A/  -h  C)  -^  />*  cos-  (AM-  G)  v^a*  sm''  (Af  -h  C)  -h  6»  cos*  (A/  -h  C) 

le  signe  du  radical  étant  indéterminé. 

Si  on  suppose  que   lellipse  est  parcourue  dans  le  sens  positif  liabiluel,  et  que  le  mobile  est  à 
l'origine  des  temps  au  sommet  de  droite,  nous  avons  d'abord,  pour    /  =  0,     y  =  0,     x  =  a,     ce  qui 

donne     cos  C  =  0,     C=  — ;     ensuite,  pour  t  très  [)etit,  y  doit  être  positif;  nous  devons  prendre  le 

radical  avec  le  signe  -+-  et  nous  avons  tinalement 

a*  cos  kl  b*  sin  kt 

/a*  cos"  kl  -h  b*  sin»  kt'  '^  ~  s'a*  cos*  kt  -+-  b*  sin*  Af* 


X  = 


Le  mobile  passe  au  sommet  du  petit  axe  (0,  A)  au  temps  t  donné  par    kl  =  -^,     l  = 
Bonnes  solutions  :  MM.  Uakas  ;  C.  Dilvoyr. 


iA  ■ 
A.  ULTINEL. 


pinsioiJE 


2423.  —  LU  systhne  optique  centré  est  < mistHué  par  deus  lentilles  L  et  L  ,  iticnliqucs,  d'épais- 
Rciir  uéijlitjcnhle,  plan-convexes,  de  niênie  lonunnir focale  é(j(de  à  5"^°'.  Les  faces  pUnies  des  deux  len- 
lillrs  se  foui  vis-à-vis;  elles  sont  parallèles  et  (listantes  l'une  de  l'autre  de  5"". 

1"  Trouver  les  foyers  et  les  plans  principaux  du  système  optique  constitué  par  les  deux  lentilles; 
(juelle  est  sa  convergence  ? 
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A 

i. 


10  an- 


L' 


.-S cm  --. 


2°  Une  droite  AB,  perpendiculaire  à  l'axe  du  systèn^e,  est  placée  sur  cet  axe,  à  10''™  à  gauche  de 

la  première  lentille,  L.  Trouver  la  position  et  la  grandeur  de 
l'image  A^B^  jouride  par  les  rayons  issus  de  AB  et  qui  ont 
traversé  directement  tout  le  système  optique;  tracer  la  marche 
RÉELLE  d'un  faisceau  de  rayons  issu  du  point  A  de  l'objet. 

3°  Trouver  les  positions  et  les  grandeurs  de  toutes  les  images 
réelles  de  l'objet  AB,  formées  par  les  rayons  qui,  issus  de  AB,  et  ayant  traversé  la  première  lentille  L, 
subissent  un  certain  nombre  de  réflexions  sur  les  deux  faces  planes  en  regard,  avant  de  traverser  la 
deuxième  lentille,  L'.  Ces  images  réelles,  qu'on  appellera  ajP,,a2^3,...a„Pn,  sont  à  distance  finie,  à 
droite  de  la  lentille  L'  dans  la  figure.  On  ne  tiendra  compte,  ni  dans  cette  question,  ni  dans  la  sui- 
vante, des  réflexions  possibles  sur  les  faces  sphériques. 

i"  Les  faces  planes  sont  semi-argentées  de  telle  manière  qu'un  faisceau  lumineux  quelconque  X  lom- 
banl  sur  l'une  de  ces  faces  planes  fournisse  un  faisceau  réfléchi  et  un  faisceau  réfracté  ayant  tous 
deux  une  intensité  égale  à  la  moitié  de  celle  du  faisceau  X  considéré.  En  admettant  que  les  faces 
planes  des  lentilles  puissent  être  considérées  comme  étant  de  dimensions  infinies  par  rapport  à  la 
section  du  faisceau  incident  issu  de  AB,  exprimer  par  des  nôfnbres  les  valeurs  relatives  des  quan- 
tités de  lumière  formant  chaque  image  aiP^jajPg-  sic-,  en  prenant  comme  unité  celle  qui  forme 
l'image  A^B^.  Comment  se  transforme  la  loi  numérique  précédente  si  l'on  tient  compte  des  dimen- 
sions finies  des  lentilles  par  rapport  au  faisceau  incident  issu  de  AB  et  si  l'on  suppose  que  celui-ci 
couvre  toute  la  surface  de  la  première  lentille,  L  ?  Expliquer  pourquoi,  dans  le  cas  habituel  où  les 
faces  ne  sont  pas  semi-argentées,    les  images    a^p^j^^Po,    etc..  sont  pratiquement  invisibles. 

N.-B.  —  Les  considérations  tirées  de  la  marche  des  rayojis  aideront  à  la  solution  de  ces  diverses 
questions,   et  les  calculs  seront  courts  si  lés  formules  sont  bien  choisies. 

(Ecole  centrale,  concouru  de  i920.) 

1.  Des  rayons  parallèles  à  l'axe,  réfractés  par  la  lentille  L,  vont  converger  au  centre  optique  0'  de 
la  lentille  L'  et  traversent  celle-ci  sars  déviation;  0'  est  donc  le  foyer  image  du  système  et  le  plan 
principal  correspondant  est  sur  la  lentille  L.  De  môme,  le  foyer  objet  est  en  0  et  le  premier  plan  prin- 
cipal en  0'.  La  distance  focale  du  système  est  égale  à  la  distance  des  deux  lentilles,  5  centimètres, 
et  sa  convergence  est,  par  conséquent,  de  20  dioptries. 

2.  Un  rayon  AI  parallèle  à  l'axe  se  réfracte  suivant  10'  et  le  rayon  AOK  se  réfracte  parallèlement  à 

l'axe.  On  a  ainsi  l'image  A,  du  point  A  et, 
par  suite,  l'image  A,  B,  de  la  droite  AB.  Le 
prolongement  de  AO  irait  rencontrer  10'  au' 
point  A',  image  du  point  A  dans  la  len- 
tille 0.  Cette  image  serait  à  10^"^  de  la  len- 
tille 0  et  à  5c>"  de  la  lentille  0'.  Le  rapport 

de  similitude  des  triangles  A'OO'  et  A'KA, 
est  donc  égal  à  2  et  la  distance  KA,  ou  O'B,  est  la  moitié  de  00',  soit  2*=°",  5.  Il  en  résulte  évidemment 
que    A|Bi  est  la  moitié  de  AB. 

Aux  deux  rayons  précédents,  on  pourrait  joindre,  pour  représenter  la  marche  d'un  faisceau,  le  rayon 
AG  passant  par  le  milieu  de  OB,  traversant  la  lentille  0  au  point  I'  symétrique  de  I,  se  propageant 
ensuite  parallèlement  à  l'axe  et  traversant  la  lentille  0'  au  point  K'  symétrique  de  0'  par  rapporta  K, 
pour  aller  finalement  passer  par  A,. 

3.  L'image  de  AB  dans  la  lentille  L  est  en  A'B',  précisément  dans  le  plan  focal  image  de  L'.  Ine 
première  réflexion  sur  L'  donne  de  A'B'  une  image  en  0  que  la  réflexion  sur  L  ne  modifie  pas  et  laisse, 
par  conséquent,  à  une  distance     Xj  =  0     du  foyer  objet  de   L'.   L'image   «i^i  sera  donc  à  linfini. 
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Une  deuxième  réflexion  sur  L'  donne  de  l'image  située  en  0  une  image  située  à  une  dislance  2/"à 
droite  de  0,  que  la  deuxième  réflexion  sur  L  transporte  à  la  distance  Xo  =  2/"  à  gauche,  f  désignant 
la  distance  focale  de  chaque  lentille     La  dislance   y>  de  l'image  «2^  au  point  B'   sera  donnée  par 

l'équation  de  Newton  x.iiji  =  —f-,  d'où  j/j  =  — —  f.     Toute  nouvelle  réflexion  sur  L'  augmentera  de 

même  de  2/"  la  distance  de  1  image  à  droite  de  0  ol  la  réflexion  suivante  sur  L  reproduira  cette  augmen- 
tation de  dislance  à  gauche.  Les  distances  Xj,  X;,...  seront  donc  respectivement  4^  0/"....  ol  les  dislances 

7/.„î/4,...   des  images   a.,?»,  «4^4,...    au  point  B   seront -f, tt  (,.-■■,     se  rapprochant  ainsi  indéfi- 

■♦  u 

nimcnt  du  point  B' 

Si  l'on  coiisirièro  le  rayon  ACIV on  voit  que  les  réflexions  successives  lui  conservent  entre  les  deux 
lentillos  la  direction  l'K'  et  toutes  les  images  ï,,  z>....  sont  sur  la  droite  K'B'. 

4.  La  lumière  qui  forme  l'image  a,  a  subi  les  mêmes  pertes  par  transmission  que  la  lumière  qui 
forme  A,  et,  en  outre,  deux  réflexions  métalliques  qui  l'ont  réduite  chacune  de  moitié;  a,  est  donc 

formée  par  une  quantité  de  lumière  égale  à  —      D'une  mîinière  générale,  d'une  image  à  la  suivante  il  y 

a  eu  deux  réflexions  de  plus,  qui  ont  multiplié  la  lumière  par  —  ;    donc  2,,  est  formée  par  une  quantité 

de  lumière  -— • 
^^n 

Si  l'on  construit  la  trace  du  faisceau  issu  du  point  B  et  qui  couvre  toute  la  surface  de  L,  on  voit 
aisément  que  sa  section  par  le  plan  de  la  lentille  L'  a  un  diamèlre  égal  au  rayon  a  do  cette  lentille;  il 
contribue  donc  tout  entier  à  la  formation  de  limage  A,Bj.  Il  en  est  de  morne  du  faisceau  qui  forme 
l'image  a,.  Mais  le  faisceau  qui  a  subi  deux  réflexions  sur  L  aurait,  dans  le  plan  de  L',  une  section  de 
diamèlre  \\a,  le  suivant  une  section  de  diamètre  5a,  celui  qui  aurait  subi  ;i  réflexions  sur  L  une  section 
de  diamètre    (2n  —  l)a.     La  lentille   L'   n'en  laisse  passer  qu'une  partie  de  diamètre   ^a,  c'esl-à-dire 

une  fraction   •  [ .-- |  >    (— j  ,...  i- — -—7)  •    Donc,  à  partir  do  a.  inclusivement,  l'image  d'ordre  n   est 

i        (     1      y 
formée  par  une  (luantité  de  lumière    —  X  (  .^ :  )  • 

^  '  4"        \2ji     -  1  / 

Pratiquement,  si  les  surfaces  ne  sont  pas  argentées,  les  images  a  seront  invisibles  à  cause  de  la 
faiblesse  du  pouvoir  réilecleur  du  verre.  Par  exemple,  si  l'on  attribue  à  ce  pouvoir  réflecteur  la  valeur 

1  i  1 

-r-^     l'éclat  de  1  image  «i  sera  — —  =  — -  do  1  .rlat  de   A,, 
zj  zo        l>-5 
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1I2(»I.  —  Calculer      I      cos  mx co8 px  dx,    m  il  p  ('tant  des  entiers  positifs. 

i/o 

—  2(»lî.  —  r.niciiier       1    tg'jrdx.    Généraliser  pour  un  polynôme  entier  en  tgx. 
_20:J.   -Calculer       \^    j^j^ 


L"OS  X  COS  Ç 

1 


fdx  X 
;  oïiirimn  ih.r  cf  s\\  x  v\\  Tonction  de  tl)  — - 
1  -+-  3  »h'  X  2 


EXAMENS  ORAUX  (ECOLE  CENTRALE,  1921)  139 

/Lx 
— —   dx. 

—  2G7.  —  Calculer  j  "^  x^Q,o?>'^xdx.  Démontrer  que  /  x'' %\nmx  dx  est  delà  forme  P(r)  sin  mj;-i- Q(,r)  cos  mx, 
P{x)  et  {i,(x)  désignant  des  polynômes  en  x. 

—  268.  -   Calculer  /    exgin'a;  dx. 

1  I  ^'  s\n  X 

—  269.  —   Calculera    près  l'intégrale     /      dx  (pour  intégrer,  développer  sin  a;  en  série). 

1010  f  X 

J  0 

—  270.  —  Soit  une  courbe  y  =  f{x),  un  point  fixe  A  de  la  courbe,  AB  la  tangente  en 
ce  point,  un  point  M,  \ariable  sur  la  courbe,  MT  la  tangente  en  M  ;  évaluer  la  difléreiitielle 
de  la  surface  ABTiM  :  application  à    y  =  a'". 

—  271.  —  On  considère  une  stroplioïde  droite  dont  le  point  double  est  l'origine  0,  le 
sommet  A  étant  sur  ()x  ;  la  tangente  en  un  point  .M  de  l'arc  0.\  situé  au-dessus  de  Ox, 
recoupe  la  strophoide  en  un  autre  point  P.  Prenant  comme  infiniment  petit  principal  l'abscisse 
du  point  M,  calculer  l'infiniment  petit  que  représente  l'aire  limitée  à  MP  et  à  la  stroplioïde. 

—  272.  —  Aire  comprise  entre  une  cissoïde  et  son  asymptote. 

1 

—  273.  —  Construire   la    courbe     p  =  ■  ;    aire    d'un    secteur    compris  entre 

V    cos  2cj 

l'axe  polaire,  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  OM. 

—  274.  —  Un  point  décrit  l'hyperbole  équilatère  x=  ch  cp,  y  =  sh  o.  Calculer  la  différentielle  de  l'arc,  puis 
l'aire  d'un  secteur  compris  entre  l'axe   Ox,    la  courbe  et  un  rayon  \ecteur    OM.    - 

—  275.  —  Étant  donné  un  arc  de  chaînette  AM,  trouver  l'ordre  infinitésimal  de  la  différence  arc  AM  —  corde  AM, 
par  rapport  à  l'arc    AM. 

—  276.  —  Longueur  d'un  arc  de  la  courbe    y  =  2^/2  (y/t  -h  x  +  \J\  —  x). 

—  2.11 .  —  On  donne  la  courbe    x  =  2  cos'  'f,    y  =  3sin'o  :    sens  de  la  concavité,  longueur  d'un   arc  de    courbe 

correspondant  à  une  valeur  de   ç    comprise  entre    0    et    — -• 

—  278.  —  Longueur  de  la  courbe    x  =  cos'  l,    y  =  2sin'<.     Longueur  de  la  courbe    x—  cos'  (,    y  =  sin' ^ 

o 

—  279.  —  On  considère  la  courbe     y  —  asino,  x  =  a{L  tg  ^  -+-  cos  cp).     Forme  de  la  courbe,  longueur  d'un  arc. 

—  280.  —On  donne  la  courbe  p  =  ao>  ;  longueur  d'un  arc;  longueur  d'une  spire,  'o  variant  de  2k~  à 
(2fc  +  2)T:. 

—  281.  —  Volume  d'un  corps  solide  quand  on  connaît  la  surface  de    la  section  déterminée  par  le  plan    z  =  h. 
Application  à  l'ellipsoïde. 

—  282.  —  Étudier  la  courbe    y  —  —  ,    a   désignant  une  longueur  positive  donnée.  Volume   engendré  par  la 

portion  du  plan  comprise  entre   y'  y,   la  courbe  et  une  ordonnée  arbitraire,  en  tournant  autour  de  l'axe  des    y. 

—  283.  —  Volume  engendré  par  la  boucle  d'une  strophoïde  droite  en  tournant  autour  de  son  axe  de  symétrie. 

—  284.  —  On  considère  la  courbe  y  =  e-'^,  et  un  point  M  de  cette  courbe  ;  on  abaisse  de  ce  point  la  perpendi- 
culaire MP  sur  Ox.  Volume  engendré  par  la  rotation  du  quadrilatère  curviligne  ainsi  formé  en  tournant  autour  de  Oy, 
limite  de  ce  volume    V   quand  l'abscisse  du  point    M    augmente  indéljniment.  iMème  question  avec    y  =  e-'^ 

—  285.  —  On  donne  dans  le  plan  xOy  (axes  rectangulaires)  une  courbe  C  et  deux  rayons  vecteurs  de  cette  courbe, 
0\  fixe  et  O.M  variable.  Calculer  la  différentielle  du  volume  engendré  par  le  secteur  OAM  en  tournant  autour  de  Oy. 
Application  au  volume  de  la  sphère. 

—  286.  —  Longueur  de  la  cycloïde.  Aire  de  la  surface  engendrée  par  la  cydoïde  en  tournant  autour  de  la  bissectrice 
de  l'angle   x'Oy. 

—  287.  —  Aire  engendrée  par  un  arc  de  parabole  compris  entre  le  sommet  et  un  point  quelconque,  tournant  autour 
de  son  axe  de  symétrie. 

—  288.  —  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

—  289.  —  Aire  de  la  surface  de  la  révolution  engendrée  par  une  hyperbole  équilatère  tournant  autour  d'une  de  ses 
asymptotes. 

—  290.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  chaînette. 

—  291     —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cycloïde  dont  les  extrémités  sont  cà  égale  distance  du  sommet  de  la  courbe. 

—  292.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  circonférence.  Cas  où  la  densité  pour  chaque  élément  d'arc  est  proportion- 
nelle à  sa  distance  au  diamètre  parallèle  à  la  corde  qui  sous-tend  l'arc. 
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—  293.  —  Centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  sepment   de  cercle  homogène. 

—  294.  —  Aire  de  l.i  lemniscate.  Centre  de  gravité  le  la  boucle  de  droite. 

—  295.  —  Construire  la  rourbe  y  =  e-^.  x".  Aire  romprise  entre  la  courbe  et  les  axes  de  coordonnées  ;  centre  de 
gravité  de  l'aire:  que  devient-il  quand   n   augmente  indi'iiniment? 

—  296.  —  Centre  de  gravité   de  l'aire  d'une    surfnce   de   révolution.   Application  à  l'aire  engendrée  par  la   courbe 

y  =  c- 

—  297.  —  Centre  de  gravité  «Je  la  surface  d'une  c.ilotte  sphéricpie  ;  centre  de  gravité  de  faire  d'une  demi-sphère. 

—  298.  —  Centre  de  gravité  de  la  surface  latérale  1  Un  cône  de  révolution. 

—  299.  —  Centre  de  gravité  dun  fuseau  infinimei;)  mince. 

—  300.  —  l'ne  surface  est  engendrée  par  une  paraliole  en  tournant  autour  de  son  axe  On  limite  cette  surface  parun 
plan  perpendirulaire  à  l'axe.  Trouver  le  volume  de  ce  ?  lide  et  son  centre  de  gravité  en  le  supposant  homogène. 

—  301.  —  Soit  une  courbe  C  (;/  =  fix)]  passant  par  l'origine  et  tangente  en  ce  point  à  Ox  :  soit  M  un  point  sur 
cette  courbe  et  (i  le  centre  de  gravit»'-  de  I  arr  OM.  Démontrer  que  la  tangente  en  (i  h  la  courbe  décrite  par  ce  point  va 
passer  par  le  point  M  ;  relation  entre  les  rayons  de  courluire  des  deux  courbes  au  point  0. 

—  302.  —  Soit  la  rourbe  C  (//  —  f{x)]  passant  piir  iorigine  et  tangente  à  Ox.  In  point  M  décrit  cette  courbe  ; 
soit  C,  le  centre  de  gravité  «le  l'aire  limitée  par  l'arc  OM  et  sa  corde.  Le  point  M  tendant  vers  le  point  (»,  le  point  0  tend 
lui-même  vers  le  point  0  ;  tangente  en  0  et  rayon  de  rmirbiire  pour  la  rourbe  décrite  jiar  le  point  G. 

—  303.  —  Définition  du  moment  d'inertie  d'un  soliie  par  rapport  à  un  plan.  Applicition  au  parallélépipède  rectangle  ; 
moment  d  inertie  du  parallélépipède  rectangle  par  rapport  à  l'un  de  ses  axes.  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  par  rapport 
à  l'un  de  ses  plans  principaux. 

—  304     —  Moment  dinertie  d'un  cône  de  révolution  p.ir  rapport  à  son  axe. 

—  305.  —  Moment  d'inertie  d'un  «Ilipsoide  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

—  306.  —  Moment  d'inertie  du  volume  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe. 

—  307.  —  Moment  d'inertie  d'un  cylindre  elliptb|iie  p.ir  rapporta  son  axe. 

—  30S    —  Moment  d'inertie  d'une  circonférence  par  lapjiort  ;\  un  axe  perpendiculaire  à  son  plan. 

—  30î>.  —  Moment  d'inertie  de  la  surface  d'une  «plière  par  rapport  à  un  diamètre  :  la  surface  de  la  sphère  est 
homogène  et  infiniment  mince. 

—  310.  —  Moment  d'inertie  il'trne  ellipse  par  rapport  à  un  diamètre  faisant  un  angle  0  avec  l'axe  Ox:  donner  le 
résultat  en  fonrtion  de  0  et  des  mesures  n  et  /;  des  demi-axes  de  l'ellipse. 

—  !!!  I  .  —  Moment  d'inertie  de  la  surface  d'un  cenle  par  rapport  à  un  point  pris  sur  la  circonférence. 

—  312.  —  Moment  d'inertie  de  la  développante  de  cercle  par  rapport  au  centre  du  cercle  générateur;  longueur  d'ur. 
nrc  de  développante  ;  mettre  en  évidence  le  rayon  de  gyration. 

Géométrie  analytique  et  mécanique  i.MM.  Trf.sse  et  Valiron). 
Gfomélrie  analyiiiiup  à    deux    dimmsions. 

—  313      -   Concavité  et  convexité  dans  les  courbes  planes.  Applications  aux  courbes    y  =  e'  f^inx,    y  :=e^  cosx. 

—  H  I '«     —  Asymptotes  de  la  courbe     u  =  ^x*-»-2  — 1/  . 

V     X  -+-  3 

—  315.  —  C.onstiiiire  les  courbes 


I    11  = 
l'oints  doubles,  asymptotes. 

310.  —  Construire  les  rniirbes     o  = 


I  )  f  —  àt-^2 

C  -H  4 


(    "         l'-U-..' 


x  = 

r 

1 

—  1 

y= 

2 
t' 

—  1 

4  sin  lo  tgu  .     '.)  

0  := .        u  =  sin  M  —  sin  — •        p  — 

\  —  tg»o)  .< 


3-4  sin'  <• 


2  sin 1 


cos  2<o 

P=  


cos  —  1  —  2  cos  — 

J  2 

—  317.  —Construire    la   rourbe    &=    —^ —  :    une  sécante   pivotant  autour  de   l'origine,   lieu    du    milieu    ilii 

cos  b> 
segment  de  droite  compris  entre  deux  points  d'intersection  ,iver  la  courbe. 

—  318.   —  Ktudier  el   ronstruire   la   rourbe     p=sin.''.>.     Haytm    et  centre   de   courbure  pour    I  origine.    I.tal.lir    les 
formules  corresponcinnles. 

—  319    —  On  donne  la  rourlM»    p»  =  ;       r.non  de  courbure,  relation  qui  lie  ce  rayon  de  courbure  h  la  sous- 

sln  2w 
nnrmale  polaire. 
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—  320.  —  Podaire  de  la  courbe    o  =  1  —  cos^  —  par  rapport  au  pôle. 

4 

COS  w 

—  321.  —  Construire  la  courbe    p  =  •       On  coupe  la  courbe  par  une  droite  passant  par  l'origine;  démontrer 

(1) 
que  les  tangentes  aux  points  d'intersection  sont  concourantes. 

—  322.  —  Construire  la  courbe    {x-hy}{x  —  y)- —  y  =  0.    Asymptotes. 

—  323 .    -  Construire  la  courbe    y^x  —  1  )  H-  y{x  —  1  )  —  a;'  =  0  ;    tangentes  à  l'origine  ;  asymptotes. 

—  324.  —  Construire  la  courbe  [x  +  y)(y  —  xy  =  x-  +  y^.  Asymptotes,  point  double.  Exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  en  lonction  d'un  paramètre.  Etude  de  la  courbe  sous  cette  dernière  forme. 

—  325.  —  On  donne  la  courbe  x(x* -+- y^-)  —  mf-  =  0  ;  forme  de  cette  courbe.  Existe-t-il  des  cercles  bitangents  à 
cette  courbe  ? 

—  326.  —  Nature  de  la  conique  (x  —  y  -h  if  -i-  \x  -h  y  —  1  =  0. 

—  327.  —  Foyers  de  la  conique  y'^  —  2px  -+-  2x*  =  0. 

—  328.  —  On  donne  une  cycloide  et,  sur  chaque  normale,  on  porte  à  partir  de  son  pied  une  longueur  constante.  Lieu 
du  point  ainsi  obtenu. 

—  329.  —  On  considère  deux  droites  parallèles  A  et  A',  une  sécante  D  et  un  point  A.  Par  A,  on  mène  une  droite 
variable  qui  coupe  A  en  un  point  P  ;  on  mène  par  le  point  P  la  parallèle  à  D,  soit  D',  qui  coupe  l'  en  un  point  Q;  enfin 
de  Q  on  abaisse  la  perpendiculaire  QM  sur  AP  ;  lieu  du  point  de  rencontre  M. 

—  330.  —  On  donne  une  droite  D  et  trois  points  fixes,  0,  d'un  côté  de  D,  A  et  B  de  l'autre  côté;  un  angle  droit  de 
sommet  0  détermine  sur  D  un  segment  MN  ;  on  mène  AM  et  BN  ;  lieu  du  point  P  d'intersection  quand  l'angle  droit  pivote 
autour  du  point  0. 

—  331.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  deux  points  A  et  A'  sur  l'axe  des  x,  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  point  0,  d'abscisses  a  et  —  a,  et  un  point  B,  d'ordonnée  b,  sur  l'axe  des  y.  Lieu  des  points  M, 
tels  que  MB  soit  bissectrice  de  l'angle  formé  par  MA  et  MA. 

—  332.  —  On  donne  quatre  points  A,B,C,D  dans  un  plan.  Trouver  dans  ce  plan  le  lieu  des  points  M  tels  que  les 
droites  MA  et  MB  soient  conjuguées  harmoniques  l'une  de  l'autre  par  rapport  aux  droites  MC  et  MD. 

—  333.  —  On  donne  un  cercle  et  deux  directions  a,  A'  ;  lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce  point 
au  cercle  et  les  parallèles  aux  directions  A  et  A'  forment  un  faisceau  harmonique.  Discussion  du  lieu. 

—  334.  —  Un  angle  droit  pivote  autour  de  l'origine  0.  On  le  coupe  par  une  parallèle  à  Ox,  aux  points  P  et  Q.  Trouver 
le  lieu  de  Q,  quand  le  point  P  décrit  un  cercle  tangent  en  0  à  Oy. 

—  335.  —  Lieu  des  centi-es  des  circonférences  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point  donné  0  et  tangentes  à  une 
droite  donnée. 

—  330.  —  D'un  point  P  situé  sur  une  droite  D,  on  mène  les  tangentes  PM  et  PM'  à  une  circonférence.  Lieu  du 
centre  de  gravité  du  triangle  PMM',  quand  le  point  P  décrit  la  droite  D. 

—  337.  —  On  considère  une  circonférence  0  et  une  droite  quelconque  D.  Lieu  du  milieu  du  segment  porté  par  une 
tangente  quelconque  au  cercle  et  limité  par  le  point  de  contact  elle  point  de  rencontre  avec  la  droite  D. 

—  338.  —  On  considère  un  cercle  A  fixe  et  une  tangente  BL  lixe  ;  puis  un  cercle  variable  tangent  à  A  et  à  BL  ;  ou 
demande  le  lieu  du  point  de  contact  P  de  ce  cercle  avec  la  seconde  tangente  commune. 

—  339.  —  On  considère  une  circonférence  de  centre  C,  un  point  0  sur  celte  circonférence  et  le  point  diamétralement 
opposé  A  ;  on  mène  le  diamètre  D  perpendiculaire  à  OA  et  par  le  point  0  une  sécante  qui  coupe  0  au  point  Q.  Par  Q,  on 
mène  une  parallèle  à  OA,  qui  coupe  la  circonférence  en  P,  et  par  le  point  P  une  parallèle  à  D,  qui  coupe  OQ  en  M  ;  lieu 
du  point  M . 

—  340.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  P  intérieur  ;  on  mène  par  ce  point  deux  droites  rectangulaires  qui 
rencontrent  le  cercle  en  A  et  B.  Lieu  de  la  projection  du  point  P  sur  la  corde  AB  quand  l'angle  APB  tourne  autour 
du  point  P. 

—  341.  —  Enveloppe  d'une   famille   de    courbes;    propriété    du     point    caractéristique.     Enveloppe     des     droites 

ux  +  vy  -i-  w  =  n,    sachant  que    v^  —  uw^  =  0. 

1  1  a^ 

—  3-12.  —  Enveloppe  de  la  droite    ux  -hvy  -r-  w  :^  0,    u,v  et  iv  étant  reliés  par  la  relation      . 1 =0. 

n'^         v-         H'' 

—  343.  —  Développée  de  la  courbe    x^'  —  ay^  =  0. 

—  344.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  concentriques.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'hyperbole 
tangentes  à  l'ellipse. 

—  345.  —  Déterminer  deux  tangentes  à  une  ellipse  donnée  qui  font  entre  elles  un  angle  de  45o  ;  lieu  de  leur  point  de 
rencontre  ;  construction  du  lieu.  Etablir  l'équation  tangentielle  de  l'ellipse. 

X^  11^ 

—  346.  —.On  donne  l'équation  générale  des  ellipses 1 1  =  0;    d'un  point  P  extérieur  à  l'ellipse 

a'  -I-  p         <y-  -+-  p 
on  mène  les  tangentes  à  la  courbe.  Montrer  que  les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces  tangentes  sont  deux  droites  fixes. 

—  347,  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  le  demi-grand  axe  de  longueur  a  et  le  demi- petit  axe  de  longueur 
moitié  —  et  un  cercle  de  rayon  —  ayant  son  centre  sur  Ox  à  une  distance  2a  de  l'origine.  Tangentes  communes  à 
l'ellipse  et  au  cercle  ainsi  définis. 
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—  HiH.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ;  lieu  .les  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  l'ellipse  sont  tangentes 
au  cercle. 

—  :j'«î».  —  On  donne  une  ellipse  ;  la  normale  en  un  point  M  rencontre  Tellipse  en  un  second  point  P;  déterminer  M 
de  façon  que  la  tangente  à  l'ellipse  en  I'  fasse  avec  MP  un  angle  donné  a. 

—  ii'tO.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  une  ellipse. 

—  Uôl .  —  On  prend  deux  points  M  et  M'  sur  un  in<"uie  quadrant  d'une  ellipse.  Position  relative  des  cercles  de 
courbure  en  ces  deux  points. 

—  352.  —  On  considère  une  ellipse  et  un  point  sur  cette  ellipse.  Les  deux  côtés  d'un  angle  droit  pivotant  autour  de 
ce  point  rencontrent  lellipse  en  deux  points  M  et  M';  enveloppe  de  la  corde  MM'. 

—  '.ibli.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  ellipse  dont  les  milieux  décrivent  une  droite  parallèle  h  l'un  des  axes  de 
l'ellipse.  Discussion. 

—  aû4.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes;  on  joint  les  sommets  A  et  B.  Enveloppe  des  cordes  de  l'ellipse 
dont  les  milieux  se  déplarent  sur  Al(. 

—  35r>.  —  Enveloppe  des  cercles  dont  le  centre  décrit  une  ellipse  et  qui  restent  orthogonaux  au  cercle  décrit  sur  le 
l'ctil  axe  comme  diauirtre. 

—  :jr>(i.  —  Enveloppe  des  cercles  dont  le  centre  il</rril  une  ellipse  et  qui  passent  par  l'un  des  snmmets  A  de  cette 
ellipse.  Uiielle  relation  y  a-t-il  entre  cette  envelop|»e  et  la  podaire  de  l'ellipse  par  rapport  au  point  A  ?  l'oint 
caractéristique. 

—  357.  —  On  donne  une  iiypcihole      ^  —  — 1  =  0    et  deux  directions   quelconques   m    et  m';   on  prend  un 

point  P  dans  le  plan  et  on  mené  par  ce  pjint  des  tangentes  fi  l'hyperbole  et  les   parallèles  aux  deux  directions  données. 
Lieu  des  points  du  plan  tels  que  le  laisce.ui  des  ({uatre  droites  ainsi  obtenu  soit  harmonique. 

—  358.  —  Un  considère  l'hyperbole  équilatère  x'  —  i/'  =  a*.  Lieu  du  milieu  de  la  portion  de  normale  h  l'hyper- 
liole  limitre  aux  deux  points  de  rencontre  avec  la  courbe, 

—  35Î).  —  On  donne  une  hyperjjole  équilatère:  trouver  le  rayon  de  courbure  en  un  point  Helation  entre  ce  rayon 
de  couri)ure  et  la  normale  au  point  considère  limitée  à  la  courbe. 

—  300.  —  Construire  le  centre  d'une  hyperbole  connaissant  les  directions  asymptotiques  et  trois  points. 

—  301.  —  l'odaire  d'une  parabole  par  rapport  à  son  sommet. 

—  302.  —On  considère  les  deux  paraboles  y' =:  J/;r,  .t«  =  27»/  et  deux  points  M  et  M'  mobiles  sur  ces  deux 
jiaraboles  et  tels  que  les  tangentes  eu  ces  points  soient  leclaiigulaires.  Enveloiipe  de  la  droite  M.M'. 

—  lUiii.  —  On  donne  le  parabole  y'  =  ipx  et  on  (  onsldrre  les  cordes  de  cette  parabole  ayant  une  longueur  donnée- 
Lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 

—  30'».  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires;  une  parabole  de  paramètre  constant  tourne  autour  de  son  foyer, 
situé  à  1  01  igine  0.  Lieu  du  pôle  d  une  droite  llxe  (paralb  le  a  ()//)  par  rapport  à  la  parabole. 

—  305.  —  Chercher  sur  une  parabole  y'  =  ipx  les  points  M  ttls  que,  MP  étant  la  normale  il  la  courbe  en  M  et  F 
le  foyer,  l'angle  Ml'l*  soit  égal  à  un  droit  (P  est  le  second  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  la  parabole). 

—  300.  —  Lieu  des  point  d'où  on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  la  parabole    y'  =  2p.r. 

—  307.  —  On  donne  une  parabole  y^  =  2px  ;    la  normale  en  M  coupe  la  directrice  en  P  et  passe  par  le  centre  de 

courbure  C.  'l'rouver  le  rapport  — -  ■ 

MC 

—  308.   —  Equation  du  cercle  osculateur  en  un  point  de  la  parabole    »/'  =  2px. 

—  3(ii).  —  On  considère  une  parabole  »/'  =  2px  et  une  droite  A  parallèle  à  Ox.  l'ne  droite  pivotant  autour  du  point 
0  rencontre  la  droite  A  en  P  et  la  parabole  en  Q  ;  on  porte  sur  cette  droite  un  segment  O.VI  —  PQ  ;  lieu  de  l'extrémité  M 
de  ce  segment. 

—  370.  —  On  donne  une  parabole  et  son  foyer  F  ;  un  angle  dt  grandeur  constante  tourne  autour  de  F.  On  demande 
lenveloppe  de  la  corde  interceptée  |>ar  cet  angle  sur  la  parabole. 

—  371.  —  On  donne  une  parabole  if  =  2px  et  un  point  M  sur  cette  courbe  ;  la  tangente  en  M  à  la  parabole  coupe 
Ox  au  point  P.   Enveloppe  des  cercles  de  diamètre  MP. 

—  372.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'une  parabole  normales  à  celte  parabole. 

—  373.  —  Enveloppe  de-»  cercles  dont  le  centre  décrit  une  parabole    y'  =  2/u-    et  (jui  sont  tangents  à  la  droite    y  =:  a. 

—  371.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  parabole  y'  =  2px  et  passant  par  le  pied  de  la  direc- 
trice. Discuter  la  courbe.  La  podaire  d'une  parabole  est-elle  toujours  une  cubique  unicur>Hle  .'  Démonstration  géométrique. 

—  37.'».  —  On  donne  dans  un  plan  deux  droites  parallèles  et  deux  points.  Démontrer  que  toutes  les  coniques  par 
rapport  auxquelles  les  deux  droites  sont  les  polaires  des  piints  donnés  ont  même  centre. 

—  370.  —  hur  I  axe  Ox  un  donne  un  point  A  et  sur  Taxe  Oy  deux  points  B  et  B  .  Equation  des  coniques  tangentes 
en  A  à  Ox  et  passant  par  B  ut  B  ;  lieu  de  leurs  centres. 

—  377.  —  On  donne  deux  axes  rcc. angulaires,  un  point  A  sur  Ox  et  un  point  II  sur  Oy.  Former  l'équation  d'une 
conique  tangente  aux  axes  en  A  et  l(,  sachant  que  1  un  aes  axes  de  symétrie  a  une  pente  donnée  m.  Enveloppe  des  axes 
de  ces  coniques  qu.ind   m  varie. 

--  378.  —  On  considère  toutes  les  coniiiues  admettant  un  foyer  et  une  directrice  donnés.  Enveloppe  de  leurs 
asymptotes. 
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—  379.  —  Equation  des  coniques  passant  par  trois  points  :  l'origine  0,  le  point  A  sur  Oj;,  le  point  B  sur  Oy,  sacliant 
que  les  normales  en  0,  A  et  B  sont  concourantes.  Lieu  de  leur  point  de  concours. 

—  380.  —  Equation  générale  des  coniques  passant  par  un  point  donné,  tangentes  à  Ox  au  point  0  et  dont  le  rayon 
de  courbure  en  ce  point  a  une  valeur  donnée  R. 

—  381.  —  Lieu  des  foyers  d'une  conique  indéformable  restant  constamment  tangente  à  Oj;  au  point  0. 

—  382.  —  On  considère  les  hyperboles  passant  par  le  point  0,  admettant  comme  directions  asymptotiques  deux  direc- 
tions données  et  telles  que  deux  points  donnés  A  et  B  soient  conjugués  par  rapport  à  ces  hyperboles.  Démontrer  (jue  toutes 
ces  hyperboles  passent  par  un  point  fixe. 

—  383.  —  Equation  des  hyperboles  qui  admettent  la  droite  y  =  a  comme  asymptote  et  qui  sont  tangentes  à  l'origine 
à  la  droite  y  =:  x. 

—  384.  —  Equation  générale  des  hyperboles  équilatères  bitangentes  à  une  ellipse  en  ses  deux  points  de  rencontre  avec 
une  droite  variable  passant  par  l'un  des  sommets. 

—  385.  —  On  donne  une  hyperbole  xy  =  k- .  Equation  générale  des  hyperboles  dont  trois  des  points  d'intersec- 
tion avec  la  première  sont  confondus  sur  Oy  à  l'infini  ;  on  assujettit  ensuite  ces  coniques  à  passer  par  un  point  donné. 
Démontrer  que  la  seconde  asymptote  de  toutes  ces  hyperboles  passe  par  un  point  fixe. 

—  386.  —  Enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  admettant  Ox  comme  axe,  le  point  0  comme  sommet  et  passant 
par  le  point  A  donné. 

—  387.  —  Equation  des  hyperboles  qui  ont  l'origine  pour  foyer,  pour  asymptote  la  droite  y  =  a  et  qui  passent  par 
le  point  A(a,  0). 

—  388.  —  Equation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points  A,  B,  C  (A  et  B  sont  sur  Ox,  C  sur 
Oy,  axes  rectangulaires). 

—  389.  —Equation   des  hyperboles   équilatères  qui  passent   par  l'origine  et  qui  admettent  pour  asymptote  la  droite 
x-i-y-^-  a  =  0  . 

—  390.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par  un  point  donné  A  et  admettant  G  comme  sommet. 

—  391.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  de  grandeur  donnée  et  qui  passent  par  deux  points  donnés. 

—  392.  —  Equation  des  paraboles  ayant  pour  sommet  l'origine  et  tangentes  à  la  droite    x  =  a. 

—  393.  —  Equation  des  paraboles  ayant  l'origine  pour  foyer  et  passant  par  le  point  A,  d'abscisse  a  sur  Ox. 

—  394.  —  Equation  des  paraboles  tangentes  à  Oy  en  0,  et  ayant  en  ce  point  un  rayon  de  courbure  donné. 

—  395.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Par  le  point  \  sur  Ox 
(x  =  R,    j/  =  0)    on  mène  une  sécante  AP.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  tangentes  en  A  et  en  P  au  cercle  donné. 

—  396.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  bitangentes  au  cercle  x^-i-  y'  =  R*  et  passant  par  le  point  A  (x  =  a 
y  =  0). 

—  397.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Equation  des  paraboles  tangentes  à  l'ellipse  en  ses  deux 
points  de  rencontre  avec  une  droite  variable  menée  par  l'un  des  sommets. 

—  398.  —  On  donne  la  parabole  y''  =  2px;  une  seconde  parabole  de  paramètre  donné  q  a  son  axe  parallèle  à  celui 
de  la  première,  mais  dirigé  en  sens  contraire.  Lieu  du  sommet  de  cette  seconde  parabole  sachant  qu'elle  reste  constamment 
tangente  à  la  première. 

—  399.  —  On  donne  la  parabole  y^  =  2px  ;  une  seconde  parabole  de  paramètre  donné  q  a  son  axe  parallèle  à  Oy  et 
reste  constamment  tangente  à  la  première.  Lieu  du  sommet  de  cette  parabole. 

—  400.  —  On  donne  une  parabole  fixe,  x-  =  2py,  et  une  parabole  variable,  d'axe  parallèle  à  Ox,  constamment 
tangente  à  la  première  et  passant  en  outre  par  un  point  fixe  A  de  Oy.  Lieu  du  sommet  de  cette  parabole. 

—  401.  —  On  donne  une  circonférence  fixe  0  et  par  chaque  point  de  cette  circonférence,  on  mène  un  vecteur  MP 
équipoUent  à  un  vecteur  donné  OA  ;  on  décrit  la  circonférence  de  diamètre  MP,  elle  coupe  la  circonférence  0  suivant  une 
droite  MQ  dont  on  demande  l'enveloppe. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

^  402.  —  On  donne  un  triangle  dans  l'espace  par  les  coordonnées  de  ses  trois  sommets  :  G  (0,  0,0),  A  (1,2,  0)  et 
B  (0,  3, 1).  Coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit. 

r«o         r.  j-      .  ,  cosm<  sin  mf  ,  ,  .      , 

—  403.  —  On  considère  la  courbe    x  =  — ; — .     y  —  — ; — .     2  =  th<  ;    en  chaque  pomt,  on  mené  la  tangente  MT. 

ch  «  .  sh  / 

Trouver  l'angle  que  fait  MT  avec  le  plan  déterminé  par  0:  et  le  point  M. 

t  (»  l- 

—  404.  —  Etude  de  la  courbe     x  = -)    y  =  — .    z  =  !     former  l'équation  du  cylindre  ayant  pour 

1   ~T"  t  1    —"■   t  1    -^   t 

directrice  la  courbe  gauche  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite    x  =  z,    y  =  0. 

—  405.  —  On  donne  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  et  un  point  P  de  l'espace.  Déterminer  les  plans 
osculateurs  menés  à  l'hélice  par  le  point  P.  Combien  y  a-t-il  de  ces  plans  ? 

—  406.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dans  le  plan  des  xy  une  circonférence  de  centre  0  et 
une  tangente,  variable,  à  cette  circonférence.  Dans  le  plan  des  xz,  on  mène  la  première  bissectrice  de  l'iingle  des  axes,  et 
on  construit  la  perpendiculaire  commune  à  cette  droite  lixe  et  à  la  tangente  variable.  Lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire 
sur  la  tangente. 
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—  407.  —  Equation  d'un  cylinlre  dont  les  çénératnces  sont  parallèles  à  l'intersection  des  deux  plans  x  -(- y  =  0, 
z—x  -h  i  =^Q    et  dont  la  base  est  le  cercle  circonscrit  m  triangle  ABC:  A(l,  0.  0),  B  (0,  2, 1),  C  (0,0,3.. 

—  408.  —  Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S  (1,  —i,  2|  et  pour  directrice  la  courbe  dinlersection  des 
deux  surfaces    x-hy  -hz  =  0    et    x' -+- 3i/' -  2»/ =  0 . 

—  40».  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  :  une  droite  mobile  05,  issue  de  l'origine,  fait  avec  Ox 
un  angle  a  et  avec  Oz  un  angle  'i  tel  f|ue     a  =  2?.     Equation  de  lu  surface  engendrée  par  la  droite  Oô. 

_  410  —  On  donne  deux  droites  dans  le  plan  des  xy.  01)  et  Ob',  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  Ox  ;  on 
mène  par  le  point  0  une  droite  variable  Oî  de  façon  à  former  un  trièdre.  .Montrer  que  les  plans  menés  par  .haque  arête, 
perpendiculairement  à  la  face  opposée  se  coupent  suivant  une  droite  Oô'  ;  lieu  engendré  par  cette  droite  05'  quand  Oc  décrit 
un  lieu  donné. 

—  411.  —  On  donnH  trois  axes  de  coordonnées  reitangulaires  et  deux  points  sur  Ox.  A  et  B,  d'abscisses  a  et  —a. 
Equation  de  la  surface  engendrée  par  des  cercles  passant  par  les  points  A  et  B  et  dont  le  centre  décrit  la  parabole  x  =  0, 
2»  _  2py  =  0.     Même  problème  avec  la  parabole    X  =  0,    y*  =  2pz. 

—  412.  —  On  donne  les  deux  droites  x  =  0.  z  =  h  et  y  =  0.  z  =  — /»  et  la  sphère  de  rayon  H  ayant  pour 
centre  l'origine.  Surface  engendrée  par  une  droite  A  qui  s'appuie  sur  les  deux  droites  données  et  reste  constamment  Uingente 
à  la  sphère. 

_  4i:{.  _  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  l'axe  .les  :,  sur  la  droite  y  =  a,  z  =  —  a 
et  sur  la  parabole    3=0,     »/'  —  2px  =  0. 

—  414.  —  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  Taxe  des  x,  sur  la  parabole  x  =  0, 
,.:  _  =>,,;  =;  0    et  faisant  avec  Ox  un  angle  de  KO". 

(A  suivre.) 
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2576.  —  Ou  ronsidcrc  la  foiiction     c  =  L).  arc  >iii  x.    / 

i"  Montrer  <|ue  la  l'oiiclioii    y  =  ^  +-'    salislail  ii  une  P(|iialion  différentielle  de  la  forme 

Al/  -+-  \\y  =  0, 
A  et  U  étant  des  polynômes  entiers  en  x. 

2"  lnl»''yrer  celle  équation.  Dire  dans  quels  inlervullos  les  intégrales  sont  définies. 

3«>  Trouver  la  série  entière  qui  représcnti-  la  fonction  —  et  duiiuer  l'expression  générale  des  eoenicienls. 

"  !•:.  II. 

2577.  -   On  considère  trois  points  lixes  A,   I!.  C,  eVligne  droite,  el  un  cercle  variable,  w,  passant  aux 
points  A  et  |{  ;  si»il  m  le  centre  de  ce  cercle. 

Par  le  point  C,  un  mène  la  droite   C  w.   qui  reiicorttie  le  cercle  aux  points  M  et  .M  .   Lien  de  ces  points  quand 

V 

(0    varie.  >r 

1 


4  __    -, 

2578.  —  Variations  de  la  (onction     y  =yée  / 

2579.  -  On  considère  l'ellipse      -^  -+-  -7; 1=0,    et  on  demande  : 

1»  De  former  ré(iuation  générale  des  cercles  (i.i  ayanl  leurs  centres  sur  Ox  et  qui  sont  doublement  tan- 
gents à  l'ellipse  ;  M 

2"  De  trouver,  pour  une  tangente  fixe  à  l'ellip>c.  .mi  iiii  point  (xo,  t/o),  le  lieu  des  points  limites  des  divers 
faisceaux  linéaires  de  cercles  formés  par  les  cercles   iC    et  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  (xo,  y..)  ; 

:\o  De  démontrer  que  ce  lieu  se  compose  de  de«\  droites  passant  au  point  (.Tq,  yo)  et  de  lormer  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissés  du  point  OiKir  ces  droites.     /•_.,—      ,    .^  _  ,       ^.  \l 


(r'^^^ 


EnRATA.  —  rage  96,  question  2:i67,  ô"  ligne,  au  lieu  de  <<  au  cercle  C"  ou  .M  et  .N  »,  lire  :  «  au  cercle  C  en 
M  el  N  ... 

I')i|.;e   H8,  dans  les  bonnes  solutions  de    la  question  2482.  au  lieu, de   «   11.   lUcRil  »,   lire:    ••   H.  Haurie, 

h  Neuf-Hrisacli.  » 


liiipriiiiarie  Comte  Jacquet.  —  bar-le-Duc 


Le  Hédacteur-Gcrant  :  11.  VUIUEKT. 


32e  Année.  Avril  1922.  N»  7. 
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NOTE  SUR  LA  TRANSFORMATION  CONFORME 

Par  M.  Lapointe,  professeur  au  lycée  Saint-Louis. 

On  désigne  ainsi  toute  transformation  ponctuelle  qui  conserve  les  angles;  on  peut  trouver  ces 
transformations  comme  application  de  l'homographie.   Soient,  en  axes  rectangulaires,  les  équations 

d'une  telle  transformation  : 

X=f{x..y),  Y  =  g{x,y), 

faisant  correspondre  au  point  m  de  coordonnées  x,y  le  point  M  de  coordonnées  X,  Y.  A  loule 
courbe  c  passant  par  m  correspond  une  courbe  G  passant  par  M,  et  on  aura  la  relation  entre  les 
pentes,  [jl  et  \j.\  des  tangentes  à  ces  courbes  en  m  et  M  en  différentiant  les  formules  précédentes  et 
divisant  membre  à  membre,  ce  qui  donne 

/        9'x  H-  Mv            (                ,              dy                ,        dX 
,  _  _£x r^  /       posant     u  =  -f-  ,  u'  =  

On  obtient  ainsi  une  relation  homographique,  qui  s'écrit 

(^  )  ^1^7^  —  \^9'y  -t-  Î^Tx  —  ^z   =   0. 

Soient  mt  la  tangente  à  c  en  m  et  MT  la  tangente  à  C  en  M  ;  menons  par  m  la  parallèle  mO  à  MT. 
Alors,  quand  les  courbes  correspondantes  varient,  tout  en  passant  par  m  et  M,  mt  et  /nO  sont  les  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  de  même  sommet  m.  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1"  Supposons  que  la  transformation  conserve  les  angles,  ainsi  que  leurs  sens.  Alors,  si  nous  consi- 
dérons deux  autres  courbes  correspondantes  c'  et  C  nous  aurons  avec  des  notations  évidentes, 

7m?  =  OmO'  ;' 
puiS;  en  ajoutant  aux  deux  membres  l'angle  iV//6, 

'tm^  z='fm^. 
Gela  nous  montre  que  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  homographiques  dont  il  a  été 
question  font  entre  eux  un  angle  constant.  Donc,  d'après  une  propriété  bien  connue,  il  faut  et  il  suflit 
que  les  rayons  doubles  de  l'homographie  (1)  soient  les  droites  isotropes.  Les  pentes  de  ces  rayons 
doubles  étant  données  par  l'équation 

'/'fy  +  if'-g>-9'.  =  ^> 
nous  aurons  les  deux  conditions 

.    Ce  sont  précisément  les  deux  conditions  qui  expriment  que    f{x,y)-¥ig{x,]f)     est  une  fonction 

analytique  de     x-\-iy.     11  sullit,  pour  le  voir,  de  considérer  la  relation 

V{x  -H  iy)  =  f{x,y)  H-  ig(x,y) 

et  de  prendre  les  dérivées  des  deux  membres  successivement  par  rapport  à  a?  et  à  y,  puis  de  comparer 

les  résultats  obtenus. 

Donc,  pour  avoir  les  transformations  conformes  de  la  première  espèce,  il  suffit  de  prendre  une 

fonction  analytique  quelconque,  V(z),   de  la  variable  réelle  :,   d'y  remplacer  z  par     ar -+- ?  y     et  do 

mettre  le  résultat  obtenu  sous  la  forme 

f{x,y)-+-ig{x,y). 
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f  cl  (/  étant  des  fonctions  réelles.  Alors  la  transformation 

X  =  /(r,y),  Y  =  g{x,y) 

est  une  des  transformations  cherchées,  et  on  les  obtient  toutes  de  cette  façon. 
Par  exemple,  si  on  prend     F(3)  =  z*,     comme  on  a 

{x-hiyy  =  x^  —  y^-h'2ix>j, 
on  voit  que  la  transformation 

X  =  a:-  -  J/',  Y  =  2x1/ 

est  une  transformation  conforme  de  première  espèce. 

Soit  encore  V{z)  —  e-;     on  a 

d'où  la  transformation 

X  =  e'  LOS  y,  Y  =  e'  sin  y. 

2»  Supposons  que  la  transformation  conserve  les  angles,  mais  que  les  sens  soient  inverses  l'un  de 

raiitro.  On  aura  alors 

TmT' =  —  OmO'"; 

on  en  d«';duit  que,  si  on  mène  une  des  bissectrices  de  l'angle  tmh,  celle  droite  sera  aussi  bissectrice  de 

l'angle  f'mO',  En  d'autres  termes,  les  angles  formés  par  tous  les  couples  de  rayons  homologues  de 

rhoniogra{)hie  (1)  ont  mêmes  bissectrices,  l'our  cela,  il  faut  et  il  sullit  que  cette  homographie  soit  une 

involulion,  et  que  les  droites  isotropes  soient  deux  rayons  homologues.  D'où  les  deux  conditions 

Elles  peuvent  se  déduire  de  celles  trouvées  dans  le  premier  cas  en  changeant    g  en  —  g.     Donc, 
en  posant  comme  dans  ce  premier  cas 

F(x  -H  iy)  =  /"(x,»/)  -+-  i^(x,v), 
lej  transformations  de  seconde  espèce  ont  pour  équations  générales 

X  =  /Ix.j/)  Y  =  —  g{x,y). 

Par  exemple,  prenons     h(:j  =  —  ;     nous  aurons 

k  k{x  —  iy) 

X-+-  ty        x'  -H  y* 
Donc  la  transformation 


x*-+-  y*  X-  -+■  y* 

est  une  transformation  conforme  de  première  espèce,  et  la  transformation 

X  =  ^-^,  Y=       ^'^ 


y»  x«-hy« 

en  est  une  do  seconde  espèce.  On  voit  que  c'est  une  inversion  quelconque,  ayant  pour  pôle  d'inversion 
le  point  0. 

•♦• 

KCoLL:  NUK.MALI-:  SLi'lilUKLRP;  1:T  JSULKSES  1)K   LlCL.NCl-: 


Goncoura  de  1917. 


2477.    —  On   tniisiiièrc  la  courbe    (i  ■  •    ilcfinic  en  anniUttinccs  rectntnjnloircs  i>ai   les  i^(juations 
s  =  n  cns  2/,  y  =  rt  sin  2t,  z  =  2a  ces  / 

oii   a  (lôsiyne  nnr  loiuniciir  iionnce  et   t   un  panimdlrc  variable. 

X"  Former  l'étjudlioti  générale  des  surfaces  de  second  ordre   (S)    qui  contiennent  la  courbe  \,C). 
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Partager  l'espace  en  régions  telles  que  les  surfaces  (S)  qui  passent  par  les  différents  points  d'une 
même  région  soient  toutes  de  m.ême  genre  (ellipsoïdes,  hyperboloïdes  à  une  nappe,,  hyperboloïdes 
à  deux  nappes,  etc.).  A  quoi  se  réduisent  ces  régions  si  l'on  se  limite  soit  au  plan  xOy,  soit  au 
plan  3cOz  ? 

2°  La  droite  (sécante  double)  joignant  deux  points  Pj,  P^  de  la  courbe  (C)  coupe  le  plan  xOy 
en  un  point  M  ;  il  passe  par  ce  point  M  une  autre  sécante  double  P3P4.  Montrer  qu'il  existe  dans 
le  plan  xOy  un  point  M'  différent  de  M  par  lequel  il  passe  deux  sécantes  doubles  ayant  avec  la 
courbe  (C)  les  quatre  mêmes  points  d'intersection  P^,  P,'  P3,  P^.  Trouver  les  formules  permettant 
de  passer  des  coordonnées    (x,  y)    du  point  M  aux  coordonnées    (x' ,  y')    du  point  M'. 

Ces  formules  font  correspondre  à  un  point  quelconque  M  du  plan  xOy  un  autre  point  M'  bien 
déterminé.  Construire  géométriquement  : 

a)  Le  point  M',   connaissant  le  point  M  ; 

b)  Les  points  M  et  M',    connaissant  la  droite  indéfinie    MM'. 

Montrer  que  si  les  points  M  et  M'  sont  définis,  comme  il  est  dit  plus  haut,  en  partant  de  deux 
points  réels  Pj,  Pg  de  la  courbe  (C)  ,  les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans  la  région  des 
surfaces    (S)    réglées. 

Réciproquemenî,  si  les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans  la  région  des  surfaces  (S) 
réglées,  il  existe  sur  la  courbe  (C)  deux  points  réels  Pj,  P,  tels  que  M  soit  la  trace  de  la  sécante 
double  P1P2  sur  le  plan  xOy.  Délimiter  la  pqrtie  du  plan  xOy  dans  laquelle  doit  être  le  point  M 
pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

3°  Résoudre  les  questions  du  numéro  2°  précédent  en  remplaçant  le  plan  xOy  par  le  plan  xOz. 
Etudier  en  outre  comment  doit  être  choisie  la  droite  indéfinie    MM'    du  plan  xOz   : 

a)  Pour  que  les  points    M    et   M'    soient  réels; 

b)  Pour  que  les  points     P^,  Pj,  P3,  P4     soient    réels. 

4°  Former  l'équation  qui  donne  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  pieds  des  normales  à  la 
courbe  (C)  menées  par  un  point  donné  M  de  l'espace.  Lieu  du  point  M  tel  que  cette  équation 
admette  une  racine  double. 

Ce  lieu  est  une  surface.  Construire  sa  section  (r)  par  un  plan  donné  z  =  h  parallèle  au 
plan  xOy.  Montrer  que  cette  courbe  (T)  jouit  de  la  propriété  d'être  semblable  à  l'enveloppe  de 
ses  normales.  Longueur  totale  de  cette  courbe   (r). 

1.  —  On  peut  considérer  la  courbe    (C)    comme  l'intersection   des  deux  cylindres 
(1)  x--hy^  —  a''  =  0,  (2)  z^  —  2ax  —  2a^  =  0  ; 
par  suite,    1  équation   générale  des   quadriques    (S)    passant  jiar  celle  courbe  est 

a;^  -H  y-  —  a-  -h  X  (z-  —  2ax  —  2a-)  =  0, 
ou  (x  —  aX)-H-y-  +  /2-  —  a-(A  +  1)- =  0. 

On  voit  ainsi  que  pour  que  la  surface  soit  réglée  il   faut  qu'on  ait     À  ^  0. 

Or,  par  tout  point  (Xq,  y^,  z^)  de  l'espace  passe  une  surface  (S),  la  valeur  de  À  correspon- 
danlc  étant 

On  en  conclut  que  la  région  des  surfaces  réglées  est  déiinie  par  l'inégalilé 

(x-  -\-y^  —  a-)  (2^  —  2ax  —  2à')  ^  0. 
En  particulier,   pour  le  plan   xOy,   on  a     (x- -\- y-  —  (r)  {x -h  a)  ^0,      et     pour    le    plan     xOz, 
(x^  —  a-)   (2-  —  2ax — 2a-)  ^  0.     Ces  régions  se  délimitent  aisément. 

2.  On  reconnaît  sans  difficulté,  soit  sur  les  équations  paramétriques,  soit  sur  les  équations 
des  cylindres,  que  la  courbe  C  est  symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy  et  par  rapport  au  plan 
des  zx. 


148  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRH:URE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  (1917) 


Cela  posé,  (iL•^igIlull5  ])ar  i\,  P^  les  points  de  la  courbe  C  qui  sont  symétriques  de  \\.  P,  par 
rapport  au  plan  des  xy,  la  sécante  double  P^P^  passe  par  le  {X)int  M, 
et  les  droites  l',P,  et  PjPj  se  coupent  en  un  point  M  du  plan  xOy. 
Si  II  et  K  sont  les  points  de  rencontre  de  PjPj  et  P,P^  axec  le  plan 
des  XY,  M  et  -M  sont  conjugués  harmoniques  p;ir  rapport  à  H  et  K. 
Comme  PjPj  et  PjP^  sont  des  génératrices  du  cylindre  (1),  les 
point     H    et    K    >ont   sur  le   cercle    (y)     qui     a     pour    équation 

x=  -h  y^  —  a'  =  0, 
et   les   points    M     et     M'  sont  colijugués  par  rapport  à  ce  cercle.   D'autre 
part  si  nous  projetons  le  j.lan    MPiP^Pj?^  sur  le  plan    zOx,  P,,  V^    se  projettent  sur  la  parabole  (it), 
z-  —  2aa: — 2a^  =  0,     M  et  M'  se  projettent  en  deux  points.de  Ox,  conjugués  par  rapport  à  cette  pa- 
rabole.  On  aura  donc   les  relations  suivantes  entre  les  coordonnées  ix,  y)   et   {x',y')   de  M  et  de  M'  : 

xx'  -h  yy'  —  a-  =  (t,  x  +  x'  -h  '2a  =  0. 

On  peut  remarquer  (|ue  la  seconde  exprime  que  le  milieu  de  MM'  est  située  sur  la  droite  A  qui 
est  tangente  au  cercle    (y)    au  point  B( — «,(•;. 

a)  Pour  construire  le  point  M',  connaissant  le  point  M,  on  abaisse  MP  perpendiculaire  à  Ox, 
et  on  trace  la  droite  D  symétrique  de  MP  par  rapport  à  A.  Le  point  M'  est  le  point  de  rencontre 
do  la  droite    D    et  de  la  polaire  de    M    par  ra|)port  à    (y). 

b)  Soient  P,  Q,  I  les  points  de  rencontre  de  la  droite  indéfinie  MM'  avec  le  cercle  (y)  et  la 
tangente  A  ;  le  point  I  est  le  milieu  de  MM'  et  comme  M  et  M'  sont  conjugués  par  rapport  à  P 
et  Q,  on  a  IM  =  IP.IQ.  On  en  déduit  1M  =  1M'  =  IB,  et  ceci  montre  que  les  points  M  et  M' 
sont  les  points  de  rencontre  de  la  droite    .MM'    avec  le  cercle  de  centre    I    et  de  rayon    IB. 

Soit  Su  celle  des  surfaces  S  qui  passe  par  le  point  M.  Si  P,  et  Pj  sont  réels,  les  trois  points 
alignés  M,  P,,  V^  sont  sur  la  surface  Sq  ;  par  suite,  la  droite  MPjPj  est  une  génératrice  réelle  de 
cette  surface.   On  en  conclut   (pie  le   point     M    est  dans  la   région  des  surfaces  réglées. 

Récipro(piemenf,    soient     /,     et    t^    les    \aleurs  du  paramètre    /    relatives  aux  points    P,    et    P,  ; 

on  liduve  aisémeni  (pie  les  coordonnées  du  point    M    sont 

2acos  t,  cos  /, 
x  =  — a(2cos<,  cos/j-h  1),  y= 7-^—, — ^• 

On   en   déduit 

2  cos  II  cos<3  =  cos  (/,  -f-  /j)  4-  cos(/j  —  t^)  = 

cos(t,-h  L)  = 

''^   -         y^  +  {x+ay  ' 

j»ar  suite,     /,    et    /^    .seront  di'linis  par  les  ('ipialions 

,,     ^,^       y'— (x4-a)"  x-ha       y^  —  {x+a)* 

cos  (f,  -f-  /,)  ^   — :;; ; — -»  COS  (/,  /..)  = ; —' 

y--^{x-h(iy  '  -  a  y=>-+-(x-|-a)» 

Pour  (jiK  /,  cl  /^  .soient  réels,  il  faut  tpie  les  seconds  membres  soient  compris  entre  — 1  et 
-h  1.  (ieci  a  toujours  lieu  pour  la  valeur  de  cos  (/, -f- fj).  En  écrivant  que  cos(/, — <,)  est  com- 
pris entre    — l     et     -+-1,     on   obtient   les  flcux   inégalités 

(X  —  a)  ix'  -H  y=  —  a'X  0,  y'  (x  H-  3a)  -|-  (x  -h  a)'  >  0. 

La  prenii('ie  exprime  (pie  le  |x)int  M  est  dans  la  région  des  surfaces  réglées,  et  la  seconde 
dotuic  une  niMivclIc  (léliiiiilation  du  plan  des    xy    pour  le  point     M. 

3,  Nous  désignons  cette  fois  par  P,  et  P,  les  symétriques  de  P,  et  Pj  j>;ir  rapport  au 
[il an  (les    :i    :  nous  obtenons  la  même  flgure  (pie  plus  haut,   et   nous  voyons  que  les  points    M    cl 


tî 


a 

y'  —  ix-hay 
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M'    sont  conjugués  par  rapport  à  la  parabole   (tt),    et  que  leurs  projections  sur    Ox    sont  conjuguées 
par  rapport  au  cercle    (y).    Nous  avons  donc  les  deux  équations 

zz'  —  a(x-{-  x')  —  2a^  =  0,  xx'  —  a^  =  0, 

qui  peuvent  encore  s'écrire 

zz'  =  (x-\-  à)  (x'  +  a),  xx'  =  a^, 

et  la  première  nous  montre  que    M    et    M'    sont  conjugués    par    rapport    aux    droites     D    et    D' 
qui  ont  pour  équation     z  =  ±(x-\-a).  i 

Les  constructions  géométriques  demandées  sont  alors  très  simples.  En  particulier,  si  l'on  consi- 
dère la  droite  indéfinie  MM',  qui  rencontre  en  a, a'  les  tangentes  au  cercle,  x±a  =  0,  et  en 
8,p'  les  droites  D  et  D',  les  points  M  et  M'  sont  les  points  doubles  de  l'involution  définie  par 
les  couples  (a, a')  et  (^,^')-  Pour  qu'ils  soient  réels,  il  faut  que  les  segments  aa'  et  p^'  n'empiè- 
tent pas  l'un  sur  l'autre. 

Cherchons  maintenant  la  condition  que  doit  remplir  le  point   M   pour  que  les  points   P^    et    Pj 
soient  réels. 

Un  calcul  facile  donne  les  coordonnées    ix,z)    du  point  M  en  fonction  de    f,    et    t^.  On  a. 

,s        ,\  '  ,.        .s      ces — 

cos  (ti  —  /a) 
X  =  a- 


\         cos  (<,  -{-  U)  1 


cos  (/i  H-  /a)  \  cos  (<,  +  t^  )  U  —  U 

cos— ^— 

Posons     fj  H-  f,  =  2a,      l^  —  ^2  =  2^;     nous  avons  les  équations 

cos  2p  2  cos^  p  —  1  ,  ,  cos  a 

x  =  a —=a- -,  z  =  {x+a) -• 

cos  2a  2  cos^  a  —  1  cos  p 

Nous  en  tirons 

cos'=^=-xrT^ T^—^'  cos==p=-'  '^    ^   > 


=l\fx  —  a{x^aY\  ^        2[z^x  —  a{x  +  ay] 

Il  faut  écrire  que  les  valeurs  de    cos"  a,    et    cos^^    sont  comprises  entre  0  et  1.  Pour    cos^  a    on 
obtient 

(x^  —  a')  [z"  —  2a  (a;  +  a)]  >  0, 
c'est  la  région  des  surfaces  réglées.   Pour    cos^  p,    on  trouve 

{x  —  a)  [{x  H-  af  —  22'x]  <  0  ; 
c'est  une  nouvelle  délimitation,  aisée  à  fixer.  On  remarquera  que  la  courbe    (x+a)^  —  2z^x  =  0    est 
tout  entière  extérieure  à  la  parabole    (-),    et  qu'elle  la  touche  aux  points  de  rencontre  avec  la  droite 
X —  a=  0. 

Il  nous  reste  à  examiner  comment  doit  être  placée    la    droite   indéfinie     MM'     pour    que    les 
points    Pj,  P,,  P3,  P4   soient  réels. 

Les  coordonnées    (x,  z)    du  point    M    peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

_      1  H-T  _      2a  1  —  0 

en  posant 

1  =  igt„iUt,,  o  =  tg^tgA. 

Pour  avoir  les  coordonnées    {x' ,  z')    de    M',    il  suffit  de  changer    f,  ^n  —  t^,  ou  T  en  —  T  et 
0  en  —  0. 

Soit     ux -\- vy -\- w  =:  0     l'équation  de  la  droite    MM'.    I^crivons  qu'elle  passe  par  les  points   M   et 
M'  ;    nous  obtenons  les  équations 

ua  (1  +  T)  (IH-  0)  +  2av  (1  —  6)  +  xv  (1  +  0)   (1  — T)  =  0, 
ua  (1—T)    (1—0) +  201'   (1  +  0) +10  (1  —  0)    (l  +  T)  =  0, 
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d'où,   pnr  addition  et  soustraction, 

ua-\-  2va 


0T  = 


ua — 10 
iia-\-  2va-{-  ir 


T    _ 
T  =  — ^ 


ua —  2ra-|-  w 
ua  — 10 

ua  —  2va  -+-  lo 


d'où  nous  lirori'i 

(2)  0-  = 

nn — 2oa-|-7/'  ua — w 

Nous  avons  ainsi    0    et    T      en  fonction  de    u.  v.  ?r.    Il  faut  d'abord  que   0   soit  n'ol  :  cec  i  donne 
la  condition 

(ua  •+-  2v(i  -t-  n\)  (un  —  2va  +  to)  >>  0, 
qui  expriuif  que  les  deux  points  A  (a,  2a)    et    A' (a,   — 2a)     sont   dans   la   mhuo   rf^gion    de   la   droite 
MM',     ou   f{ue   relie   droite   rencontre    AA'     (ri    iin    point    extérieur    au    segment    AA'.    On    remar- 
quera,  que   les  points    A    et    A'    sont   les  fntiuls  de  rencontre    de    la    parabole     (-)     avec    la    droite 
X —.  a.     Ceci    exprime    que    les    points    M     cl     M'    sont   réels. 

Mais  cela   ne  suffit  pas  ])our  que    <,    et    /.    soient  réels.  Nous   avons  en  effet 


\s 

X 

/ 

é^ 

c        / 

V\ 

\ 

X 

A' 

T  = 


*tg-tg^ 


40 


(•-.,4)(i-.g4)    ,^„.-(,g=^^.g4) 


ou 
d'où 


(.g^+tgA)'  =  (,^o).-^.        (.4_,4)'  =  ,._„)._^ 


On   doit   donc  avoir 


40 


(>H-'')*--T|r>0, 


40 


Ou,  en  remplaçant    0-    et   —   par  leurs  \.i leurs  lirëes  de  (2), 


"< 


3jm  —  to 


0> 


3iia  —  10 


ua  —  2ni'  -f-  10 


ua  —  2av  -f-  u 
(.(•(i    inotilic   (|u'on   doit   avoir  d'abord 
(.'î)  (."Jj/a  —  tr)  [ua  —  2fri'  -+-  lo)  >  0, 

im-h  2uo-|-  u 


p)IIS 

ou 

U) 


un  —  2ax)  -\- 


XV       I       'Sua — 10       Y 
ir       \  ua —  2va  -f-  w  / 


n(:2ii--\-  v^)  —  2uiv>0. 

.Soil  C.  le  point  ( — .3(7,0).  La  condition  (3)  ex|)rime  que  l.i  dmile  MM  doit  rencontrer  AC 
en  un  poiiil  cxlérieur  au  segment  AC,  et  la  condition  (4)  que  la  droite  MM'  doit  rencontrer 
la   p.M aboie    (tz)     en  des  jwints  réels. 

4.    Le  plan  norinal  en  un  point    (0    de  la  courbe    C    a   pour  étpialion 

fx  —  n)  sin  2/  —  y  cos  2/  -h  z  sin  /  =  0. 
Transportons   l'ori^'ine  au   point    (a,  0,  (•)  ;    cette -équation   devient 

.r  sin  2/  —  y  cos  2t  +  z  sin  t  :=  n. 
r.crivons  (pie  ce  plan  passe  par  un  point  donné    M  iTf,,  y^,  :„),    nous  olii.ii.m^  r.i|ii.iii<in 

fit)  ^  T„  sin  2/  —  jo  cos  2/  -h  z^  sin  /  =  0. 
(jni    admet    pour    racines    les     /     des    picds   des   normales  menées  par  le  [Miinl    M. 

Pour  (pie  cette  écjuation  ait  une  racine  double,  il  faut  (pi  elle  ait  une  racine  commune  avec 
l'érpiation  'lérivée 

/'  (0  =  2x„  cos  2/  -f-  2yo  sin  2/  -4-  z„  cos  /  =  0. 
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On  aura  l'équation  du  lieu  du  point    M    en  éliminant    t    entre  ces  deux  équations.  Pour  cela, 

on  peut  résoudre  ces  équations  par  rapport  à    x^,  y^  ;    on  obtient 

Zo  cos  t  (1  +  2  sin^'O  .   3 , 

(1)  '  Xo  =— — »  .Vn  =  — Zo  sin^  t. 

On  en  tire 

j  _  Zq^  (1  —  sin^  0  (1  +  2  sin"  ty  _  z»"  (1  +  3  sin-  t  ~  4  sin'''  t) 
^0    -  4  •-  4 

y  ^ 

et,  en  y  remplaçant    sin'^  t    par  ^» 

x„-  = jo^  ou         4  (j"„-  +  y„-)  —  Zo^  =  3Zo^  sm^'  t. 

y  ^ 
Élevons  cette  dernière  équation  au  cube,   et  remplaçons-y    sin®  t   par    ^>    nous  obtenons  enfin 

[4(V  +  yo^)-z„^P  =27yoV; 

c'est  l'équation  d'un  cône  du  sixième  degré. 

Mais  on  peut  remarquer  que  les  équations  (1)  donnent    l'abscisse    et    l'ordonnée    d'un     point 

quelconque  de  ce  cône  en  fonction  de  la  cote  et  du  paramètre     t.    Par  suite,   la  courbe  (T)  a  pour 

équations   paramétriques 

h  cos  t  (l-\-2  sin^'  t)  ,     .   , 

x  =  —  ' ,  y  =  —  hsm'i. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  construire  cette  courbe,  de  reconnaître  que  c'est  une  épicy- 
cloïde  à  deux  rebroussements,  et  que  sa  longueur  totale  est  égale  à  6h,  et  nous  allons  démontrer 
pour  terminer  que  cette  courbe  (r)  est  semblable  à  sa  développée. 

Comme  les  équations  (1)  ont  été  obtenues  en  résolvant  par  rapport  à  x^,  yo  les  équations 
j(t)  =  0,     f'(t)  =  0,     on  peut  considérer  la  courbe   (r)  comme  l'enveloppe  de  la  droite 

(D)  X  sin  2t  —  y  cos  2t-\-h   sin    t  =  0, 

le  point  limite  étant  le  point  de  rencontre  de    (D)    et  de  la  droite 

(D')  2x  cos  2i+  2y  sin  2t-\-h  cos  t  =  0. 

Comme  (D')  est  perpendiculaire  à  (D),  c'est  la  normale  au  point  limite.  Toui  revient  donc 
à  démontrer  que    (D)    et    (D')    enveloppent  des  courbes  semblables. 

Faisons  tourner  la  droite  D'  autour  du  point  0  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif;  elle 
prend  la  position    Dj    dont  l'équation  se  déduit  de    D'    en  changeant  x  en  y  et  y  en  —  x, 

(DJ  —  2a;  sin  2«  +  2y  cos  2<  +  /î  cos  i  =  0  ; 

remplaçons-y    t    par  —  +  f  ;     l'équation  devient 

(Di)  2x  sin  2t  —  2y  cos  2/  —  h  sin  /  =  0. 

En  comparant  avec  l'équation  de    (D),    on  voit  que    D^     est    homothétique    de     D,     le    centre 

1 

d'homothétie   étant   l'origine   et   le   rapport  d'homothétie  étant  égal  à  -j^-    Par  suite,    D  et   D^  enve- 
loppent  des   courbes   homothétiques,    et    D   et   D'    des   courbes  semblables. 

G.  R.,  à  Paris. 

Bonne  solution    par  M.   G.   Lach,   à  Douai. 
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Intersection  d'un  cône  et  d'un  ctlindre.         On  donne  quatre  points  par  leurs  coordonnées  expri- 
mées en  centimètres,  et  par  rapport  aux  axes  dirigés  comme  l'indique  le  croquis  : 


V 

2 

~ 

0 

2 

1 

U 

6 

u 

11 

6 

3 

8 

0 

Le  cylindre  a  pour  base  In  parabole  de  front  passant  aux  points  A  et  l\  :  la  tatigente  en  A 
•/*-•'         f.^i  horizontale;  la  tangente  en  B  est  verticale.  Les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  BG. 
Le  rôno  a  pour  sommet  le  point  C.  La  base  est  le  cercle  liorizontal  de  centre  I)  et  de  rayon  G*""'. 
1"  Construire   l'intersection   des  deux  surfaces. 

Déterminer  un  point  courant  avec  la  tangente,  les  points  et  tangentes  remarquables. 

2°  lieprésenler  la  surface  du  cylindre  extérieure  au  cône,  sihirr  i-n  <»-nnl  tir  la  base,  et  limitée  aux  deux 
génératrices  qui  sont  tangentes  à  l'intersection. 

(École  Normale,  1919.) 

l)'n\)i(-s  les  (loniuVs,  la  parabole  (|iii  sert  (If  hase  au  ryliiidro  a  i)oiir  ror(i<'  focale  jirincipale  a'b' ,  cl  poiir 
foyer  le  niilieti  f'  de  ce  setriucnl,  le  paraniMre  riant  épal  à  a'o' .  Ceci  i)ermet  de  construire  la  paral)olc  au 
moyen  de  ses  i)ropriélés  focales,  et  d'effectuer  sur  cette  courbe  totis  les  tracés  sur  lesquels  nous  n'aurons  pas 
h  revenir. 

La  principale  particularité  de  l'éptirc  consiste  en  ce  fait  que  les  deux  surfaces  proposées  ont  m<^mc  plan 
diamétral  conjugué  des  cordes  verticales.  D'-abord  on  voit  immédiatement  que  tous  les  plans  diamétraux  du 
(  ylindre  ont  leurs  deux  traces  symétriques  par  rapport  ;\  la  ligne  de  terre.  î»  45°  avec  cette  droite;  cehii  qui 
nous  occni)e  passe  par  la  génératrice  {be.b'c').  Dans  le  cône,  le  plan  diamétral  dont  il  s'apil  contient  d'al)or(i 
la  même  droite,  par  raison  de  symétrie.  De  pins,  nous  démontrerons  «illérieurement.  pour  éviter  ime  répéti- 
tion, que  les  frontales  de  ce  plan  sont  aussi  inclinées  h  45°,   dans   le   sens   convenable. 

La  conséquence  de  ce  fait,  c'est  que  tous  les  points  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  (T)  des 
deux  surfaces  sont  des  points  doubles,  et  que  cette  projection  est  une  conique.  Constrtiisons  donc  cette 
courbe. 

Déterminai  ion  d'un  point  cl  de  sa  langenlr.  -  Pour  ap|)li(juer  la  méthode  des  génératrices,  on  ferait  pas- 
.ser.  par  la  droite  (bc.  b'c'),  des  jjlans  (lui  déterminent  des  droites  dans  les  deux  surfaces.  Nous  n'opérerons 
ainsi  que  iK)ur  certaines  génératrices  remarquables,  et  nous  aurons  ici  des  tracés  plus  précis  en  employant  des 
plans  auxiliaires  horizontaux.  Un  pareil  plan  donne  dans  le  cylindre  deux  génératrices  (p,  p'),  (g,  q')  et  dans 
le  cône  un  cercle  (rs,  r's')  dont  le  centre  (i,  i')  est  sur  la  droite  joignant  le  .sonunet  au  centre  (rf,  d')  de  la  base. 
Les  points  de  rencontre  {m,  m'),  (n,  n'),  quand  il  y  a  lieu,  appartiennent  à  la  ligne  cherchée. 

La  trace  horizontale  (^  /')  de  la  tangente  en  (m.  m')  es!  linlerseclion  des  traces  horizontales  des  deux 
plans  tangents  corres|)ondants. 

F'oints  situés  sur  les  contours  apparents.  —  Sur  le  cylindre,  nous  avons  deux  génératrices  de  contour  appa- 
rent. Nous  continuerons  h  ajjplifjuer  la  m<*me  niéihode  jiour  la  génératrice  {a,  a')  de  contour  apparent  verti- 
cal, et  le  cercle  associé  sera  bitangenl  .'i  la  (nnii>e  (F)  aux  «leux  iKiints  (/,/'),  (g,  g')  «piil  fournit,  i>uis- 
(pTon  fait  usage  d'im  i)lan  limite.  On  verra  que  /  et  g  sont  deux  sommets. 

La  génératrice  (b,  b')  de  contour  apparent  horizontal  passe  par  le  sommet  (c,  c')  du  cône  qui  est  un  point 
double  de  l'intersection.  En  ce  point,  les  tangentes  seront  les  génératrices  (rX,  c'y),  (f.u.  c';x')  déterminées  dans 
le  cône  y)ar  le  plan  tangent  vertical  du  cylindrrv  l"n  projection  horizontale,  ces  deiix  droites  sont  confondues, 
comme  les  deux  branches  elles-mômes. 

Le  cône  n'a  pas  de  contour  a|)parenl  hori/onl.il.  mais  nous  avons  deux  génératrices  de  contour  apparent 
verlicnl.  L'une  d'elles  (ca,  r'fj.'),  tangente  au  cylindre,  a  déji\  été  considérée:  l'atitre  (fv,  cV)  donne  \m  jMiint 
(/,  /')  que  notis  constriiisons  par  la  méthode  des  génératrices. 

Axes  et  sommets  de  la  projection  horizontalr.  —  Le  plan  vertical  cd  est  évidemment  un  i)lan  de  symétrie 
commun  aux  deux  siirfaces,  et  par  suite  un  plan  de  symétrie  j)our  la  courbe  (!'>  Donc  cd  sera  un  axe  de  la 
conique  projection  horizontale,  et  c  un   sommet.   Ouand  nous  aurons  prouvé  que  /  et  g  en  sont  deux  autres. 
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nous  aurons  mis  en  évidence  les  éléments  principaux  d'une  ellipse.  Le  quatrième  sommet  sera  la  projection 
coniniunc  c  des  deux  points  fournis  par  les  deux  génératrices  {eu,  c'a'),  {cv,  c'v')  du  cône  situées  dans  le  plan 
de  syniélric. 

Génératrices  Umiles.  —  Deux  génératrices  du  cylindre  sont  tangentes  au  cône,  et  par  suite  à  la  courbe  (P). 
Elles  sont  situées  dans  les  plans  tangents  au  cône  nunés  par  la  droite  [bc,  b'c),  et  le  touchant  suivant  les 
génératrices  contenues  dans  le  plan  de  symélrii-.  Les  génératrices  limites  ont  ainsi  môme  projection  horizon- 
tale, passant  par  le  sommet  e  de  l'ellipse.  Celui  ci  est  donc  la  projection  de  deux  points  à  tangente  horizontale. 

l'iirticularités.  —  Insistons  maintenant  sur  la  disposition  toute  spéciale  de  l'épure,  à  laquelle  nous 
avons  déjà  fait  allusion.  Les  plans  tangents  au  (une  suivant  (en,  c'u')  et  {cv,  c'v')  peuvent  être  substitués  h 
celte  surface  pour  la  détermination  du  plan  dianiétral  (U)  conjugué  des  cordes  verticales.  Les  traces  verti- 
cales de  ces  deux  plans  joignent  le  point  b'  aux  {joints  z  et  fi  où  la  ligne  de  terre  est  rencontrée  par  les  tan- 
gentes en  u  et  1)  à  la  h.i-<c  du  lùru".  .le  dis  d'abord  que  ces  deux  traces  verticales  sont  rectangulaires.  Si,  dans 
la  relation  évidente 

(/>'    =   —  CU-CV  j 

on  mulliplii'  tiiiit<s  les  dimensions  par   y'2,    f"  ''iT'I 

bb''^  =  —  bJi.iPI,- 

Donc,  le  triangle  ab'3  est  rectangle  en  b' .  De  plus,  la  droite  b'd,  inclinée  à  45°  d'après  les  données,  et 
passant  par  le  milieu  d  de  uv,  coujje  aussi  xy  au  milieu  e  de  a^.  Si  l'on  fait  tourner  le  triangle  d'un  angle 
droit  autour  de  b',  on  ne  fera  qu'échanger  les  droites  b'a,  b'p  ;  il  en  résulte  que  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  verticales  limifécs  i'i  ces  deux  droites  sera  une  nouvelle  droite  h  iï>°  résultant  de  la  rotation  de  b'f.  C'est 
la  trace  verticale  b'e,   du  plan  (H)  qui  coïncide  bien  avec  celle  du  plan  diamétral  correspondant  du  cylindre. 

Le  résultat  signalé  à  d'autres  conséquences.   Soient  a'  et  0'   les  traces  verticales  des  génératrices  limites. 
Les  cordes  b'a',  b'O'  de  la  parabole  étant  rectangulaires,  la  droite  o'O'    passe  par  le  point  de  Fré^ier  \^'  relatif 
à  b',  et  qui  se  confond  avec  le  centre  de  la  courbure  de  la  parabole  en  ce  point.   Ainsi  o'O'   se  confond  avec  la 
ligne  de  rappel  du  i)oint  le  plus  à  gauche  {y.,  ^' )  de  la   base  du  cône.  Comme  le  point  a  est  le  milieu  de  ba', 
la  droite  f(j,  éciuidistanle  de  c  et  de  e,  sera  un  axe  de  l'ellipse;  donc  f  et  g  seront  bien  deux  sommets. 

Points  doubles  de  la  jirojeclion  verticale.  -  Outre  le  véritable  point  double  c' ,  dont  nous  possédons  les 
tangentes,  la  projection  verticale  de,  (l)  possède  un  point  double  apparent  y'.  La  droite  des  points  doubles  a 
été  déterminée  ici,  d'après  le  procédé  classique,  par  deux  |)oints  situés  respectivement  dans  le  plan  horizontal 
de  projection,  et  dans  le  plan  horizontal  du  soiiunet  du  cône. 

Il   n'y  a  pas  lieu  d'insister  sur  la   i)onclualion  du  sujet. 

J    L. 

TrJis    boiiiif    f'\niri'    il»-    .M.    Il-I..    Mkankssikm,    à    r;srtu\. 
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lUSU't  —  l'ii  liyperlioloi  l<»  «le  n-volulion  à  uin-  nappe  est  dt^ftiii  p.u-  soii  axu  vertical  et  une  génératrice  de  front 
(K  K'i  Un  cftiie  de  révolution,  i\  axe  verlic.il,  a  pour  soinnit't  un  point  (.<.  s')  et  pour  nénéralrice  la  p.irailèle  à  (A,  A  )  menée 
par  («,!').  Int.Tseclion  des  deux  surfaces,  l'oint»  a  rmllni.  l'ian  de  la  conique  commune. 

V.    Mécanique. 

—  805.  —  Un  point  »e  déplace  sur  une  ellipse  de  façon  que  l'accélération  pissp  constamment  par  le  centre.  Étudier 
le  niKiivcmcnt. 

—  800.  —  l'n  point  se  déplace  en  obéissant  h  la  loi  des  aires  ;  de  plus,  sa  vitesse  est  Inversement  proportionnelle  à 
la  racine  carrée  du  rayon  vecteur.  Di-terniiner  la  trajectoire,  étudl.-r  le  mouvemiMil  et  calculer  raccél<iration. 

_  H07.  —  (Calculer  l'Iiodographe  et  l'accéiérHlion  d'un  point  qui  se  déplace  sur  une  hélice  circulaire  d'un 
mouvement  uniforme.  V.u  déduire  le  rayon  .le  courl)ure. 

—  808.  —  l'n  point  M  parcourt  la  parabole  r/' —  2pr  =  0  de  manière  que  la  projection  de  son  accélération  sur 
Oy  soit  iToporlionneile  n  la  projection  de  sa  vitesse  sur  Oj.  Rtudier  le  mouvement;  construire  lliodographe. 

—  809.  —  L'n  point  décrit  un  cercle  avec  une  ar(  ('iération  conslmte.  Déterminer  lliodographe. 
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—  810.  —  Un  point   décrit    la   courbe    p  :=  o  (1 -+- cos6)    de  fanon   que   l'accélération  tangentielle  soit  le  tiers    de 
l'accélération  normale.  Étudier  le  mouvement. 

—  811.  —  Si  une  ellipse  ou  une  hyperbole  est    décrite  par  un   point  avec  une  accélération  passant  par  le  centre, 
l'accélération  est  proportionnelle  au  rayon  vecteur. 

—  812.  —  Un  point  se  meut  sur  le  cercle    x' -i- y^  =  1,    de   façon  que  sa  vitesse  v  soit  définie    par    v^  =  x-hl. 
Déterminer  l'accélération  tangentielle  en  fonction  de  l'abscisse  et  construire  1  hodographe. 

—  813.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  qui  décrit  un  cercle,  et  dont  l'accélération  passe  par  un  point  fixe. 

—  814    —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  dont  la  vitesse  est  inversement  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du 

k  de 

rayon  vecteur,    v  z=   -—,       et  qui  obéit  à  la  loi  des  aires,    r'  — —  =  C. 

—  815.  —  Un    point  se  déplace  dans  un  plan  de  façon  que  sa  vitesse  soit  inversement  proportionnelle  au  rayon 
vecteur  et  que  sa  vitesse  angulaire  soit  constante.  Déterminer  la  trajectoire  et  l'accélération. 

—  816.  —  Un  point  décrit  la  courbe    P  =  cos  28    de  façon  que  le  rayon  vecteur  tourne  d'un  angle  proportionnel  au 
temps.  Construire  le  diagramme  du  mouvement. 

—  817.  —  Un  point  décrit  une  courbe  C  d'un  mouvement  quelconque.  A  l'instant  t   il  est  en   M  avec  la  vitesse  v  ; 

à  l'instant    (  -f- A,  il  est  en   M'.    S'il  avait  continué  son  mouvement  sur  la  tangente  en  M  avec  une  vi'esse  constante  égale 

2M''M' 
à  V,  il  serait  en    M"  à  l'instant    l  -h  h.     Trouver  la  limite  du  vecteur      — . 

—  818.  —  Un  point   décrit  la  courbe    p  =  a{\  -l- cos  u)    de  façon  que  l'hodographe   relatif  au  pôle  soit  le  cercle 
p  =  rt  cos  u.     Calculer  w  en  fonction  de  t. 

—  819. —  On  considère  une  ellipse  de  foyers  F,  F',  et  un  point  M  de  cette  courbe  ;  on  désigne  par  6  et  6'  les>ngles 

que  font  MF  et   MF'   avec  Ox  ;  on  pose    MF  =  p,   MF'  =  P'.     On  suppose  que  le  point  M    décrit  l'ellipse  suivant  le  mou. 

,    dd  M' 

vement  newtonien    p    — —    =  C.     Montrer   que      — —      est  inversement  proportionnelle   au   carré    de  la    normale  MN 

limitée  à  FF'. 

—  820.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  et  étant  repoussé  'par  un  point  de  ce 
cercle  proportionnellement  à  la  distance. 

—  821.  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  vertical  ;  il  est  soumis  à  une  force  parallèle  au 
diamètre  horizontal  du  cercle.  Déterminer  cette  force  de  façon  que  le  mouvement  soit  uniforme. 

—  822.  — Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical.  Déterminer  cette 
courbe  de  manière  que  la  projection  de  la  vitesse  du  point  sur  la  verticale  soit  constante. 

—  823.  —  Un  point  est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale.  Déterminer  cette  force  de  façon  que  la  trajectoire  soit 
la  courbe    p  =  ae*. 

—  824.  —On    considère    le    mouvement    rectiligne    défini   par    l'équation    t'"  cos  ?  =  cos  (p  —  ui).  ^  Etudier    les 
diagrammes  des  espaces,  des  vitesses,  des  accélérations.  Calculer  la  force  en  fonction  de  v.  Travail  de  cette  force  de    t  =  o 

i  ,  =  1. 

—  825.  —Un   point  mobile    a  pour   trajectoire  la  courbe     xZ=  a  cos  ^,    t/ =  a  (1 -i- sin  <p),    2  =  a  tg  ç.    Étudier 
son  mouvement  sachant  que  la  force  qui  le  sollicite  rencontre  toujours  Ox. 

—  826.  —  On  considère  un  champ  de  forces  dérivé  de  la  fonction     V  =  xy  (x'  +  j/»).    Trouver  les  lignes  de  force. 

—  827.  —  On  lance  un  mobile  verticalement  vers  le  haut,  la  résistance  de  l'air  étant  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse.  Équation  du  mouvement.  Quel  est  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  atteindre  le  point  le  plus  haut. 

—  828.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  boucle  de  la  courbe    p'  =  a'cos2oj. 

—  829.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  surface  engendrée  par  la  courbe    ?  =  a  (1  -i- cos  to)    en  tournant 
,  autour  de  l'axe  polaire. 

/ — ^^  —  830.  —  Une    sphère  a  son  centre  à  l'origine  de   trois  axes  rectangulaires;  les  plans  ("e 

/  •  \,^  coordonnées  découpent  un  huitième  de  cette  spliôre,  et  cette  portion  est  supposée  homogène  et 

/  \  pesante.  Le  plan  xOy    est  horizontal,    O2   dirigé  vers  le  haut.  On   fait   reposer  le  solide  par  trois 

/       .0        .    ■)^  points  A,  B,  D   sur  le  plan   xOy,   D    étant  un  point  du  cercle  AB.    Le  solide  peut-il  être  en  équi- 

I        ■  y^^  libre  ?  Quelle  force  verticale  faut  il  appliquer  au  point  C   pour  qu'il  y  ait  équilibre  ? 

oL_^^,-^^^  —  831 .  —  On    donne    un    paraboloide  de   révolution   d'axe  vertical.    Trouver    la    position 

/  d'équilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  déplacer  sur  le  paraboloide,  et  attiré  par  le  foyer  pro- 

^  portionnellement  au  carré  de  la  distance. 

—  832.  —  Les  projections   X,    Y,   Z  d'une  force  sont  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  d'application.  Dans 
l'exprtssion    \  dx  -h  \  dy -h  Z  dz    on  effectue  la  transformation    x  =  p  sin  0  cos  :p,    y  =  ?  sin  0  sin  <f,    2  =  ?  cos  0.     Que 

I  devient  cette  expression  ?  On  annule  successivement  les  coefficients  de  deux  des  différentielles  d?,  rfO.  do.  Interpréter  les 
conditions  obtenues. 

—  833.— On  donne  un  système  de  forces  situées  dans  un  même  plan  ;  soient  N,  N',  N"  les  moments  résultants  du  système 

I  N    a    6   I 
par  rapport  à  trois  points  {a,  b),   {a',  b'),  (a",  b").  On  suppose  que  le  déterminant      N'  a'  b'       est  nul.    Démontrer  que  le 


système  est  équivalent  à  une  force  unique  passant  par  l'origine. 


N"  0"  6" 
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—  834.  —  Étudier  la  courbe     — -  -i-  -7 l  -^  0,    c';  =  jrj/V    Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  du  cylindre 

1_  4t  —  1  =  0,    limitée  à  la  courbe  et  à  la  section  droite  par  le  plan  xOy.  On  suppose  qu'un  point  pesant  se  déplace 

lur  la  courbe  et  est  attiré  par  l'origine  proportionnellement  à  la  distance.  Positions  d'équilibre. 

—  835  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  une  parabole  dont  Taxe  est  horizontal  II  est  attiré  par  le  foyer 
proportionnellement  au  carré  de  la  distance;  trouver  les  positions  d'équilibre. 

—  83G.  —  Un  point  peut  se  déplacer  sur  un  ellipsoï  le.  Il  est  attiré  par  trois  sommets  voisins  par  des  forces  propor- 
tionnelles à  la  distance  et  inversement  proportionnelles  a  la  longueur  d'axe  correspondant.  Position  il'équilibre. 

—  837.  —  On  donne  un  disque  et  un  point  M  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  au  plan  du  disque  Ce  point 
est  attiré  par  tous  les  éléments  du  disque  en  raison  inverse  de  la  distance  et  proportionnellement  à  la  masse  de  l'élément. 
Trouver  la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

(Fin.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2580.  —  On  considère  l'équalion  différentielle 

(X  -f-  y  y'}   xy'—  y\  —  c-y'  =  0 
d'un  faisceau  de  lignes. 

lo  Trouver  l'équation  diflérenlielle  des  Irajccloiros  orthogonales  et  l'enveloppe  de  ces  lignes. 

2°  Transfornrier  l'équation  différentielle  par  la  méthode  des  polaires  réciproques  et  intégrer. 

3*  On  trouve  ainsi  un  faisceau  de  coniques  liomofocales.  Trouver  le  lieu  des  pôles  dune  droite  fixe  par 
rapport  à  ces  coniques,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point,  le  lieu  des  pieds  des 
normales  issues  d'un  point.  E.  H. 

2581.  —  On  considère  la  courbe 

01/'  ^  x'. 

Trouver  les  équations  ponctuelle  et  tangenlielle  de  la  développée  de  celle  courbe  (sous  forme  paramo- 
trique  et  aulremenl). 

Construire  cette  nouvelle  courbe. 

Sans  tenir  compte  de  sa  forme,  montrer  qu'elle  a  un  point  double  et  deux  points  de  rebroussement.  Calculer 
les  coordonnées  de  ces  points.  E.  II. 
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2504.  —  0;i  donne  deux  ares  rectangulaires  O.r,  Oy,  deux  points  \  et  H  sur  Oij  ayant  pour 
ordonnées     ±  a{n  >  0),     et  un  point  C  sur  Ox  ayant  pour  absciss'^ 

1"  Former  l'i'quation  de  fa  parabole  passant  par  les  points  .\  et  B,  dont  taxe  passe  par  le  point  C  et 
a  pour  pente  t. 

*i°  On  fait  varier  t.  Trouver  icnveloppi-  il'',  lu  t  tnijenle  nu  soinm''t,  le  lieu  du  point  dr  rencontre  drs 
tangentes  en  A  e/  B  «/  le  lieu  du  foyer. 

3"  Montrer  que  la  parabole  est  tangente  au  cercle  décrit  sur  \\\  comme  diamètre.  Outre  ta  tangente 
au  point  de  contact,  les  deux  courbes  admettent  deux  autres  tangentes  communes;  trouver  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  ces  tangentes. 

1.  L'nxe  ayant  pour  équation     y  —  /(x-f-  — |  =0,     I  é(|(ialion  de  la  parabole  sera  de  la  forme 


[v-'(--v|)J 


H-  A{.r  -l-fj/)-h|i  =  0. 
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l(x  -{-  ty)-\-  il  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  tangente  au  sommet.  Nous  déterminons 
facilement  X  et  [x  en  écrivant  que  la  parabole  passe  aux  points  A  et  B,  c'est  à-dire  qu'en  faisant  x  =  0 
dans  l'équation  de  la  courbe,  l'équation  en  y  obtenue  se  réduit  à     y^  —  a^  =  0. 

On  trouve  ainsi     l  =  a,     fji  =  —  o^[  I  h ], 

et  par  suite  l'équation  de  la  parabole  devient 

[!/-'(^+|-)]''  +  a(a;-h<y)-a'(i+-^)  =0, 

ou  {y  —  txy -^- a(l^ -^  \)x  -  n^  =  0. 

2.  L'équation  de  la  tangente  au  sommet  est    x -\- ty  —  a(  \  -\ )  =  0,    ou    t-a—Aly  —  k(x  —  a)  =  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  t.  Nous 
obtenons  ainsi  la  parabole    y^-\-a{x  —a)  =  0,    qui  a  pour  axe  Ox,  pour  sommet  le  point  (a,  0),  pour 

paramètre  —  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  x  négatifs. 

Le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B  est  le  pôle  de  la  droite  AB  ou  de  Oy  ;  les  coordonnées 
de  ce  point  vérifient  les  équations    fy  =  0,     fz  =  0, 
ou  y  —  tx  =  0,  a(<2  -\-  \)x  -  2a2  =  0. 

Eliminons  t  entre  ces  deux  équations  ;  nous  obtenons  pour  équation  du  lieu    x'  -h  j/^  —  'iax  =  0, 
qui  représente  un  cercle. 

On  sait  que  les  foyers  d'une  conique  définie  par  l'équation    f[x,  y)  =  0     sont  déterminés  par  les 
équations 

(1)  /;2_/'^2_4^A_C)/-(a,,j/)^0,  r4:-m({x,y)  =  Ç). 

Dans  le  cas  de  la  parabole^  ces  équations  représentent  des  droites.  Nous  pourrons,  dans  le  cas  actuel, 
définir  le  foyer  de  la  parabole  par  son  axe  et  par  la  seconde  des  droites  (1),  et  nous  aurons  les  équations 

(2)  y-t(^x  +  -^^  =  {),  {l^-\-i){y  +  tx)-lat  =  Q. 

Eliminons  t  entre  ces  deux  équations.  De  la  première  nous  tirons     l  =  — : >     et  en  portant  dans 

la  seconde,  nous  obtenons 

[2/'+(^-+-T)'][î/(^-+-Y)H-^.v]-2aî/(a:  +  -|-j    =0, 
ou  en  supprimant  le  facteur  y  introduit  par  notre  calcul  (*), 

[!/'  +  (^  +  |-y][^-|+-]-2a(^H-|-y  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  point  G     i »   0  ]     est  un  point  double,  et  en  transportant  l'origine 

en  ce  point,  l'équation  du  lieu  devient 

Ax{x^  -h  y^)  —  a(^x'''  -+- 1/=')  =  0. 
Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire,  symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  que  l'on  construira 
aisément  en  résolvant  son  équation  par  rapport  à  y*. 

3°  Rapprochons  les  équations  de  la  parabole  et  du  cercle  qui  a  pour  diamètre  AB  : 

{y  —  txY  H-  a{t*  H-  l)x  —  a*  =  0,  x^  -\-  y^  —  a^-  =  0. 

Ces  deux  coniques  ont  la  sécante  commune  AB  ;  nous  allons  montrer  que  la  sécante  associée  est 


(*)  En  effet,  pour     t  =  0,  les  équations  (2)  se  réduisent  toutes  les  deux  à    )'  =:  0,    et  ne  définissent  pas  le  foyer  de  la 
parabole  correspondante. 
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tangente  au  cercle.  Pour  avoir  celle  ci,  il  suffit  de  retrancher  les  équations  des  deux  coniques  ;  nous  obtenons 

en  effet  x[x(l —/«) -h  2/j/ —  a(4 -+-<")]  =  0, 

et  cette  équation  nous  donne  un  couple  de  sécantes  communes,     x  =  0    ou  la  droite  AB,  et  la  sécante 

associée  x{\  ~  0)  -\-  ity  —  a(l  ^-  /*)  =  0. 

o 
Si  l'on  pose     /  =  tg  -^,     cette  équation  peut  s'écrire     x  cos  oH-j/sino  —  a  =  0;     elle  représente  la 

tangente  au  cercle  au  point  (a cos»,  a  sin  f).  On  en  conclut  que  la  parabole  est  tangente  au  cercle  en  ce 
point. 

Cherchons  maintenant  les  autres  tangentes  conimunes.  Une  tangente  quelconque  au  cercle  a  pour 
équation  x(l  —  0*;  -+-  ■2')y  —  a{\  -+-  0»)  =  0. 

J'écris  qu'elle  est  tangente  à  la  parabole  ;  pour  cela,  de  l'équation  de  la  tangente,  je  tire 

_    x(0'— l)-Ho(Oî-^l) 

y  —  —^ , 

20 

je  porte  dans  l'équation  de  la  parabole,  j'obtiens 

[ -^ '-tx^  H-a((«-f-l)x-a»  =  0. 

et  j'écris  que  cette  équation  du  deuxième  degré  en  j  a  une  racine  double. 
Celte  équation  peut  s'écrire  successivement 

[t(Ô»  —  2<e  -  1)  h-  a(l  _(-  e»j]»  -h  4a(l  -i-  f«)6»x  -  4a»6»  =  0, 
x>[e«  —  2<e  -  IJî  +  2ax[(0«  -  2/9  —  i;(l  -+-6»)  H-  20»(1  -H  <»)]  -(-  a\e»  —  l)t  =  0. 
Pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double,  il  faut  qu'on  ait 

f(0-  —  2/0  -  <)(i  -+-  0»)  -h  20»(1  -I-  l'')Y  —  (02  —  2fO  —  1)2(0»  _  1)«  =  0  ; 
et  celte  équation  a  pour  racines  les  0  correspondant  aux  tangentes  communes.  A  priori,  elle  doit  avoir 
pour  racine  double    0  =  /,     puisque  deux  tangentes  communes  sont  confondues  avec  la  tangente  au  point 
de  contact  des  deux  courbes.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier,  car  l'équation  précédente  se  décompose  en 
deux  : 

(01  _  2/0-l)(l-+-0')-f-20»(l  -H /»)  H- (0«  —  2/0  —  l)(0»-  1)  =  0. 
(0»  _2/0  -<)(!-+-  0»)-h20«(l  +/2)_(0»-2/0  _l)(0»  —  1)  =0. 
La  première  s'écrit 

20'(0»  — 2/0  — 1)4- 20»(1 -+-/■)  =  0,  ou  (0  - /)»  =  0. 

La  deuxième  devient 

2(0»_2/0-  i)-h20»(l-h/»)  =  0,  ou 

i-i)  e«(/» -h  2 )  -  2/6  —  1  =  0. 

Elle  détermine  les  0  des  tangentes  communes. 

Soient  Sg,  y^  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Si  j'écris  que  la  tangente  commune,  x[\  —  0»)  -i-  20»/  —  a(l  -+-  0*)  =  0,  passe  par  ce  point,  j'obtiens 
l'équation 

^o(  1  -  f)')  -h  ii«.'/o  -  a(l  4-  0»)  =.  0,  ou  —  0»(x,  -^n)  +  20y„  -+-  t„  -  a  =  0, 

et  celte  équation  doit  avoir  pour  racines  les  racines  de  l'équation  (.'!).  Écrivons  alors  que  les  coefficients 
sont  proportionnels,  nous  avons 

/'H- 2  —  2/    ~      —  1     ' 

et  éliminons  /  entre  ces  équations. 


Nous  avons     /  --  — — — ,     puis 


—  (Jq-^-o)  _    Jq  -  " 

(x„  -af^" 
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ou,  en  chassant  les  dénominateurs,  et  en  supprimant  les  indices  zéro, 

(x  —  2a)2 -h  |y2  =  a2. 
Cette  équation  représente  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  (2a,  0)  et  pour  rayon  a . 

A.  HUTINEL,  à  Cannes 

Bonnes    solutions    par  MM.    Baras,    école    nationale    d'arts    et    métiers  de    Paris  ;   R.    Dbaux,  à   Virelles-Ies-Chimay 
H.-L.  Mernessier,  à  Cluny  ;  6.  R.,  à  Paris. 


2505.  —  On  considère  toutes  les  coniques  ayant  pour  axes  deux  droites  rectangulaires,  Ox 
et     Oy,    et  passant  par  un  point  fixe    A    dont  les  coordonnées  sont    a    et    h. 

V  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  portion  de  la  tangente  au  point  A  à  chacune  d'elles  et  com- 
prise entre  les  axes    Ox    et    Oy. 

2°   Trouver  le  lieu,  de  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  de    OA. 

3°  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  situé  sur  Ox  sur  la  tan- 
gente en  A. 

4:°  Il  y  a  deux  coniques  de  ce  faisceau  tangentes  à  une  droite  (D)  aux  points  M  et  M'.  Trouver 
le  lieu  de  milieu  de  MM'   quand  la  droite  (D)  pivote  autour  d'un  point  fixe   (x^,  jo)- 

1.  Les  coniques  envisagées  passent  au  point    A  et  aux  trois  autres  points    B,C,  D    symétriques 

de    A    par  rapport    aux  axes    Ox,  Oy    et  au  point  0.   Soient  a  et   b 

les    coordonnées   du  point    A  ;    les    coniques    forment    un    faisceau 

linéaire    ayant    pour  bases  les  deux  coniques  impropres    x^  —  a^  =  0, 

y^  —  b'  =  0  ;        elles  ont  donc  pour  équation  générale 

x^  —  a^  +  X  (y2  _  52)  =  0. 

La   tangente   au  point    A    a  pour  équation 

ax  +  Xby  —  a^  —  \b^  =  0  ; 

elle    coupe    les   axes  aux  points    P    et    Q    qui  ont  pour  coordonnées 

,  î/  =  0;  x  =  0,  y  = 


X  = 


U 


Le   point   milieu   de     PQ    a    pour   coordonnées 

a^  +  X6» 


y  = 


W 


ta       '  "  2X6        ' 

le  lieu  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant    X    entre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

2aa;  —  a^  —  ô*         _ 

—  a2  2by  —  b^     ~     ' 

ou  • 

(1)  •  2xy  —  bx  —  ay  =  0. 

Ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  qui  a  ses  asymptotes    parallèles   aux   axes,    qui   passe   au 

a       6         , 
point   A,    au  point   0    et  qui  a  pour  centre  le  point  —  »   -5-»    c'esl-à-dire  le  milieu  de    OA. 

Ce  résultat  est  évident  géométriquement.  En  effet,  la  tangente  au  point  A  est  uiie  droite  quel- 
conque qui  passe  en  A  ;  elle  trace  sur  les  axes  deux  divisions  homographiques,  P  et  Q  ;  les 
perpendiculaires  aux  axes,  aux  milieux  de  OP  et  de  OQ  décrivent  deux  faisceaux  homograpliiques 
ayant  leurs  sommets  à  l'infini  sur  Oy  et  sur  Ox  ;  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  est  donc  une 
hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes.  Il  est  évident  que,  pour  une  position 
de  la  sécante,  le  milieu  vient  en    A,    que,  pour  une  autre,  il  vient  en   0,    et  que  les  deux  asymptotes 

a  b 

sont  les  droites    ^  =  :r- ^   V  —  "T  *  ^^^  correspondent  aux  positions  de  la  sécante  parallèles  aux  axes. 
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2.   Le  diamètre  conjugué  de    OA    est  pamllèle  à  la  tanptnle  en    A  :    il  a  pour  équation 

as-hXby  =  0, 

et  le  lieu  de  son  extrémité  s'obtient  en  éliminant    À    entre  léquation  du  diamètre  et  l'équation  de 

la  conique  ;  on  trou\e  ainsi  l'équation 

by  (x^  —  a'-)  —  arXy^^  b-)  =  0, 

(2)  (xy  +  ah)  {bx  —  ay)  =  0. 

Le   vrai   lieu   est   l'hyperbole     xy -h  ab  =  0  ;     la  droite     bx  —  ay  =  0    correspond    à    la    conique 

a* 
impropre     h'x^  —  a-y- =  0,     obtenue   en    donnant  à  À    hi- valeur    —  yj--    Le  diamètre    conjugué    de 

OA  est  en  effet  la  conjuguée  harmonique  do  OA  par  rapport  aux  asymptotes  de  la  conique,  qui 
sont  ici  les  deux  droites  bx  —  ay  =  0,  bx-\-<ty=  0,  et,  dans  le  ras  actuel,  la  conjuguée  harmo- 
nique de   la   droite     bx  —  ay  =  0     est   cette  droite  elle-même. 


3.  Le  sommet  situé  sur   Ox,    S,    a  pour  coordonnées     x=  \/  a^  -h  À6*,     y  =  0;     la    perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  la  tangente  a  pour  équation 

U 


y  =  —  (x  —  v^a»  -h  À6»;  =  0  ; 
a 

de  l'équation  de  la  tangente,  nous  déduisons 

a{x  —  a)  X6  x  —  n 


à(y-à)  a  y-b* 

en  portant  dans  l'équation  précédente,  nous  avons 

y{y-b)-{-x[x-a)  =  {x-aya^-hXb*,     [x{x  -  a) -h  y{y  —  b)]*  =  (x  -  a/  ^"   ^  ~  J  "L  ^f"^  "  ""^  ' 

(3)  (y  —  6)  [x (x  —  a)  H-  y  (y  —  b)Y  —  a{x  —  ay-iay  —  bx)  =  0. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  cinquième  degré,  qui  admet  le  point  A  pour  point  triple  ;  il 
est  visible,  en  effet,  que  les  fonctions  x — a  et  y — b  entrent  ensemble  au  troisième  degré.  Le 
point  Al  est  un  ])oint  double,  car  les  fonctions  x  —  a  et  y  entrent  ensemble  au  second  degré.  La 
droite     y  —  b=^0    est  une  asymptote,   la  seuli;  qui  soit  réelle. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  cette  courbe  est  unicursale,  en  posant  a* -h /b^  =  [x' ;  les 
équations  des  deux  droites  deviennent  ainsi 

ay x  +  ii — ^  =  0,  ax-4 y  —  }!«  =  0, 

et  l'on  voit  de  suite  qu'en  les  résolvant  par  ra|)j)orl  à  x  et  y,   on  obtient  des  expressions  rationnelles 
en    fi  : 

_  r/b'g'-h.aiti»  — g»)'  _  b  (}i^  —  af)  ({i'  —  afx) 

^~     M-b^ -h  ((X*  —  a^)=    '  '-^  ~     a='b='-|-(!x='  — a»)" 

Ces  équations  permettraient  de  construire  fat  il(  iiiciil  la  courbe,  ce  qui  n'est  d'ailleurs  pas 
demandé. 

4.  Les  coniques  du  faisceau  tracent  sur  niic  dnùle  (jnelconque  une  involution  dont  les  deux 
points  doubles  sont  les  p(»ints  de  contact  dt  telle  droite  avec  deux  des  coni(pies  du  faisceau.  Le 
milieu  de  tes  pt)iiils  est  le  conjugué  du  |x)inl  à  linlini  ;  nous  l'aurons  donc  en  prenant  le  point  de 
rencontre    de    la    droite   avec    la    conique   dont    elle  est  une  direction  asymptotique.  .S)it 

y  —  y„  =  m  (x  —  Xo) 
l'équation  de  la  droite  ;  nous  devrons  avoir     1  -h  ^tn'  =  0,     et  il  faudra  éliminer   /    et    ni   entre  les 
trois  équations 

y  — y„  =  m(x  — Xo),  H-/m'  =  0,  x' —  a' H- À(y' —  b')  =  0. 
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Ce  calcul  est  aisé  et  donne  successivement 

-„     y— jo 


i.= 


(x  —  XoY 


x  —  Xç,  (y  —  yo)^ 

(4)  (x'  —  a')  (y  —  y,r  —  (y'  —  b')  (x  —  x.Y  =  0. 

Celte  courbe  est  une  cubique  qui  admet  le  point  (t„,  yo)  pour  point  "double.  L'équation  (4) 
montre  encore  que  la  courbe  ne  peut  passer  que  dans  les  régions  oij  les  deux  fonctions  x"^  —  a»  et 
y2  —  52  Qj^i-  jg  même  signe  ;  elle  ne  peut  donc  passer  dans  les  régions  hachurées.  Il  en  résulte  que 
si  le  point    H  (a:,,,  y»)    est  dans  l'une  de  ces  régions,  c'est  un  point  double  isolé.  Il  y  aura  donc  au 

moins  trois  positions  du  point  H  à  examiner  :  le 


point  H  peut  être  dans  une  région  hachurée,  à 
l'intérieur  du  rectangle  ABCD,  ou  dans  l'un  des 
angles  opposés  par  le  sommet  à  un  de  ceux  du 
rectangle. 

Portons  alors  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  point    H,    changeons    x    en     x-\-Xq, 
y   en    y  +  yo,"    nous  aurons 
{x^  +  2xXq  -]-  xi  —  a^)  y-  — 

(y'  +  2yyo  +  y2  — b=^)x=^  =  0, 
2xy  (x,y  —  y,x)  +  (xl—  a')  y'  —  (yl  —  b')x'-  =  0. 

Les  tangentes  au  point  double  ont  pour  coef- 
ficients angulaires 


=  ±^/^ 


—  b' 


Xo  —  a 


et  nous  retrouvons  les  remarques  relatives  aux  (^verses  positions  du  point  H.  Les  directions  asvmp- 
lotiques  sont  x  =  0,  y  =  0,  Xgy  —  y^x  =  0  ;  elles  sont  toutes  réelles  et  à  chacune  d'elles  corres- 
pond une  asymptote  simple  et  réelle.  Ces  asymptotes  sont 

2xx,  H-  xg  -  a^  =  0,  2vî/o  +  !/§  -  '^^  =  0,  ^oV  -  î/o^  = J— " '• 

Pour  la  position  du  point    H    que  nous  avons  adoptée,   elles  ont  les  positions  indiquées  sur  la 
figure  et  le  tracé  s'en  suit  aisément. 

Posons     y  =  tx,     nous  aurons  les  équations  paramétriques  de  la   courbe   : 

X  =  ■ r '  y  —  IX. 

tt{x^t  —  t/o) 

Elles  permettront  de  construire  facilement  la  courbe  que  nous  venons  de  tracer. 
Bonnes  soliiliona  :  MM.  R.  De\ux,  Belgique  ;  C.  Delvoye  ;  Baras,   à  Paris  ;  A.   Hutinel. 


-1=0, 


2509.   —  On  considère  une  ellipse 

x^         y^ 

dont  les  quatre  sommets  sont  les  points   A    et   A',    B   et   B'  ;   le  point  A'    est,  sur  Ox,    le  sommet  de 
gauche;  le  point  B  est,   sur  Oy,    celui  dont  l'ordonnée  est  positive. 

1°  On  porte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  sommet  de  gaucJie,  \'  ;  on  considère  ensuite 
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une  droite  variable  qui  passe  au  sommet  A  et  qui  rencontre  le  nouvel  axe  des  y  en  P.  Trouver 
l'équation  de  la  droite  (D)  conjuguée  de  celle-ci,  et  qui  rencontre  le  nouvel  axe  des  y  en  P',  tel 
que  A'P.A'P'  =  t»^.  Montrer  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  et  trouver  le  lien  du  point 
de  rencontre  de  la  droite    (D)    avec  la  première  droite 

2°  On  fait  varier  l'ellipse  de  façon  que  l'ojr  et  la  tangente  an  point    A'    restent  fixes  et  que  le 

rapport    —   reste  constant  et  égal  a   p.    Former  l'équation  de  la  droite    \B  :    trouver  son  enveloppe 

el  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point    \     sur  la  droite    AB. 

V  Danff  chacune  den  ellipses,  il  y  a  une  droite   (D)   parallèle  à    \B.    Trouver  cette  droite  et  son 
enveloppe. 

4°  Trouver  les  lieux  des  sommets  du  reclaiigle  jormé  par  cette  droite    (  U)    et  le  segment    AB. 
Trouver  le  lieu   du   centre  de  ce  rectangle  et  ri>n.';truire  ce  dernier  lieu. 

1.  Iji   jMdlaiil  Us  axes  au  sommet  de  gauche    A',    léquation  de  l'ellipse  devient 

a*  fj' 


LY'quation   d'une   droite   qui   passe  au   point    A    est  alors    y^mix — 2a);    elle  coupe  le  nou>'el 
axe  des   y   au  point    t  =  0,      y  =  —  2mn.     L'ordonnée    du     point    de    rencontre    de    la    droite    (D) 

îivec    Ov    .1   iKinr  valeur 1     d'après   la    iclalion      A'P.A'P    =  0^. 

D'ailleurs  le  pôle  de  la   première  droite  s"(il)tient   en   prenant   le  point   de   renccMitre   de   la   lan- 

^'(■ritc  au  point    A,     x — 2a  =  0,     avec   le  dianirlrc  conjugué  de  cette  droite, 

X  —  û  »/ 

fr  -+-  mt„  =  0  ou h  m  -y—  =  0  ; 

.,                .             '                         *' 
pour    X  =  2a,     celte  dernière  équation  donnera     y  = 

l.a  droite    (D)    passe  aux  deux  points  que  nous  >enons  de  déterminer  :  elle  a  pour  équation 

^        •iam 

h*  h* 

ci,   cduiriie  elle   passe  au   point     x  =  2a,       y  = 1      nous   avons      ^  = r—i — »       et    finale- 

'  '  '       ^  g„,  4a^m 

iiicnl   It'ciu.iiion  de  la  droite  cherchée,    (D)  ,  est 

(D)  b^x  -+-  4n*m7  +  2ni»  =  0. 

Il  est  visible  qu'elle  passe  par  le  point  fixe 

X  ^  —  2a,  y  =  0. 

Dautn-  part,  nous  aurons  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite    (D)    avec  la   première  en 
éliminant    m    entre  les  équations  des  deux  droites,  ce  qui  donne 

/,ï.r  H-  Jal^iL  4-  2a6«  =  0,  h\x^  —  4a»)  -+-  4a'v*  =  0, 

X  —  2a 

ou 

X*  1/* 

——-\--i 1  =  0. 

4a«         A» 

Le  lieu  est  une  ellipse  rapportée  h  ses  axes. 
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Il  est  facile  d'apercevoir  tous  ces  résultats  géométriquement.  En  effet,  la  droite    AP    décrit  un 

faisceau  homographique  à  la  série  Q  décrite  par  le 
pôle  sur  la  tangente  en  A  ;  d'autre  part,  les  deux  sé- 
ries P  et  P'  sont  homographiques  ;  donc  les  séries 
0  et  P'  sont  homographiques.  En  outre,  elles  sont 
semblables,  car  lorsque  le  point  Q  est  à  l'infini, 
A'P  =  0,  et  le  point  P'  est  à  l'infini  aussi  ;  il  est 
visible  que  A\'  est  une  position  de  la  droite  P'Q  ; 
par  conséquent,  celle-ci  passe  par  un  point  fixe  situé 
sur  la  droite    AA'.   Nous  aurons  ce~  point   en  prenant    \()=b;    il  est  visible  alors  que    A'P  =  26 

h 
et     A'P   =  — ;     nous   avons  donc   toujours     AQ  =  2A'P'     et  le  point  fixe  est  le  point   Aq,  à  gauche 

de    A',    et  tel  que    A'Ao    soit  égal  à  2a,  en  valeur  absolue. 

Comme  les  deux  faisceaux  AP  et  A„Q  sont  homographiques,  le  lieu  du  point  M  de  ren- 
contre des  deux  rayons  mentionnés  est  une  conique  qui  passe  aux  points  A  et  Aq.  Cette  conique 
admet  évidemment  pour  axe  AAq  et  passe  au  point  d'ordonnée  b  sur  A'y.  C'est  donc  visiblement 
l'ellipse   trouvée   par   le   calcul. 


2.   L'équation  de  la  droite    AB    est 


X 

"2^ 


26 


b^  62 

comme  —  =  P,     <^  =  — >     cette  équation   s'écrit 
a  p 


px 


y 


1  =  0, 


ou 


262  _  i,y  _  px  =  0, 


262        -26 
En  écrivant  qu'elle  a  une  racine  double  en    6,    nous  aurons  l'enveloppe  de  la  droite  : 

y2  +  8pa?=0. 
Celte  enveloppe   est   une   parabole  rapportée   à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet.    Il   n'y   a 
d'ailleurs  que  la  portion  supérieure  de  cette  parabole  qui  convient. 

Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point   A'    sur  cette  droite  sobticnt  en  éliminant 
b    entre  l'équation  de  la  droite  et  celle  de  la  perpendiculaire   menée   par   l'origine,    py  —  bx  =  0  ' 

cette   dernière   donne     6:= — '— ,     et,    en   portant   dans   l'autre   équation,    nous   obtenons 

X 


2p^(^* 


py' 


—  px  —  0, 


ou 


x{x^  -h  i/)  —  2py'-  =■  0. 


X''  X 

Cette  courbe  est  une  cissoïde  droite,   et  nous  retrouvons   une   propriété   connue   de    la    paral)ole 
(podaire  du  .sonmiet). 

3.   En  écrivant  que  la  droite    (D)    est  parallèle  à    AB,    nous  avons 

6-  Aa^m  h^ 


P 


ïfi^p 


et,    comme      a  = 
est 


P 


b^p'  p 

=    ,    ,      =  -^  ;       par  conséquent,  l'équation  de  la  droite  cherchée,    (D) 
4p6*  4  6 


b^x 


26'' 


-1^+—   =0, 


ou 


b^y 

P  P 

elle  enveloppe  la  parabole 

y'  —  8px  =  0. 

symétrique  de  la  première  parabole  par  rapport  à    Oy. 


px  -\-  hy  -f-  262  _  Q  . 


iQi 
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4.  Los  sommets  du  rectangle  envisagé  sont   les  points   A    et    B,    et  les  projections  de  ces  points 
sur  la   droite    (D)    dont   nous  venons  de   trouver  l'équation. 
Le  lieu  du  point    A    est  l'axe  des   x. 

Le   lieu  du   point    B,     dont   les  coordonnées  sont     t^o.     v  ^  o.     avec  —  =  P,     est   la   para- 

'  rt 

bolc     y^  =  px. 

Soit    Bq    la  projcriiftn  de    B    sur    (D)  ;    ce  ])oint   est    défini   par   les   éipialions 

px   r-  hii-^ib^  =  0 

et 

y  — A  =  —  (x  -n), 


y- h 


b  p 

Portons  dans  la   première   écpialion    les  deux    N.ilcurs  de     x  et   de    y    en    fonction  de    À  ;   nous 
aurons  successivement 

X  =  —  -+-  >/),  y=fj-^H\  h'  -h  >»-  H-  i-  -h  0^1  -hW  =  0,  X  =     ~'*  ^     ; 

p  P   -^  0* 

les  valeurs  de  x  et   de  y  sont  donc 

_    h'  Wp       _    />♦  —  Zp'-lr  _  Âh'  p-b  —  U' 

p  p» -H  X*    ~    p(fe»_4_p-!)   '  '    ~ 


p-  -f-  b*  b'^  -h  p' 

r,c  sont  les  équations  [)aramélriques  du  lieu  de    B,,  ;    en  pos^mt     b  =  pl.     elles  s'écrivent 

/*  — 3/-  t—Zl' 


X  =  p 


y  =  p 


\  -h  i-  •'     "^  1  -(- 1- 

On   trouverait   tout  aussi  aisément   le  lieu  de  la  jtrojection  de    A    sur  la  droite    (D). 
Quant  au  centre  du  rectangle,   c'est  le  milieu  de    AB^  ;    les  coordonnées  de    A    sont 

2a  =  =  2»r,    cl   (I. 

P 
(',r\\i<  du   point    (.).    centre  du   rectangle,   sont  données  par 

par  suite, 

_  p/*  3<»  —  1  —IL _Lz_iîi! 

^  ~  ~2~    !-+-<''  ^  ~  ~    1  H-  /••'   ' 

Telles  soni    les  é(piali(»ns   paramétriques  du   lieu   du  point    o). 

Pour  (oiislruirc  ((lieu,  nous  remarquerons  (pie  le   cliangcmenl    de     t     en     — /    change    x    et    y 
en    .r  el   —  y  :  la  courbe  est  symétrique  par  rap|)<)rl   à    Ox  et  nous  aurons  une  moitié  de  cette  courbe 

en  faisant  varier  /  de  0  h  -\-  ce  .  Pour  /  =  0  x  el  y  sont 
nuls,  la  courbe  part  du  point  (>  :  pour  /  =  -+- f,  x  est  néga- 
tif,  V  est  positif  (I    -^  = est  égal  à  —  (»  ,     la  courbe 

X  t 

part    langeiiliclIcMicnl  à    Oy   dans  le  second  angle. 

Pour     t  =  -r=  >      X   cl    V    redeviennent  nuls,  la  courbe 

revient  au  point    O,    —  =  — /3,     la   nouvelle  tangente  fait  avec    Ox    un  angle  de  120".   Knfin,  |>our 

X 

/  =  «,    X  es»  ('gai  à  -1-00,  V  ;\  —  x     et    —    à  0  ;     nous  avons  ime   branche   parabolique   parallèle   à 


Ox,    dans  le  (|natriènie  angle  des  axes. 
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Pour  vérifier  le  scliéma  qui  vient  d'être  tracé,  il  faut  prendre  les  dérivées  par  rapport  à  t,  véri- 
fier que  y  passe  par  un  maximum,  x,  par  un  minimum,  et  que  le  maximum  de  y  est  rencontré 
avant  le  minimum  de    x.    Nous  avons 

dx            (1-H0(*2f3  — 20  — 2/(3f*— <2)  6t^ -4- lif' —  2^ 

=  P o.i    ,   .2.. =P 


dt         ^  2(1  -h  «V  2(1  +  <2)2 

dy    _       (1  4-  /a)(l  —  9<2)  —  2t{t  —  3t^)   _       —Zt'  —  iOl^  +  l 

HT    ~^  2(1  -h  <2)«  '^  2(1  H-   <2)2 

La  fonction   a;   passe  par  un  minimum  pour  la  racine  positive  de 

—  3  +  sfïl 
3f*  +  6/»-l=0,  il  = ^ — ; 

La  fonction  y  passe  par  un  minimum  pour  la  racine  positive  de 

3/^-4-10^^-1=0,  li=  -^^^^. 

Il  s'agit  de  montrer  que  t^  est  plus  petit  que  t^.  Or,  si  on  substitue  t^  k  t  dans  le  premier 
trinôme,  on  a  3/|  +  6/f  — 1,  et  comme  St\-hiOt\  —  1  =0,  ceci  se  réduit  à  — 4/?,  qui  est 
négatif  ;  donc    tj^    est  avant    Iq. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  achever  la  courbe  par  symétrie. 
Bonnes  solutions   :  MM.  R.   Deaux",   professeur  à  Chimay  ;    A.    Hutinel  ;  M.   Monseau,   à  Brest. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


ÉCOLE  CENTRALE  {Suite). 


—  415.  —  On  considère  la  parabole  y  z=.  b,  x*  ^  2pz  ;  on  projette  un  point  M  de  cette  parabole  en  m  sur  le  plan 
des  xy  et  en  P  sur  Ox.  Equation  de  la  surface  engendrée  par  la  bissectrice  PA  de  l'angle  mPM  quand  le  point  M  décrit  la 
parabole. 

—  416.  —  Equation  du  cône  de  révolution  de  sommet  (o,  2a,  3a)  dont  l'axe  a  pour  paramètres  directeurs  1,-1,2  et 
dont  l'une  des  génératrices  passe  par  l'origine. 

—  417.  —  On  considère  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  Os,  mais  située  dans  un  plan  ne  contenant  pas  Oz 
Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  parabole  en  tournapt  autour  de  0::  ;  construire  la  méridienne  de  cette 
surface . 

—  418.  —  Trouver  les  génératrices  d'un  cylindre  de  révolution  passant  par  l'ellipse    ar  =  a  cos  o,    y  =  bsino,    z  =  0. 

—  419.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  de  l'espace  sur  les  plans  tangents  à  un  cône  de  sommet  donné  dont  la  base 

x^       v^ 

est  l'ellipse    z  =  0,    — r-^-rz 1  =  0. 

a*        b* 

—  420.  —  On  donne  le  cône  de  révolution  x^-+-y*  =  z^  ;  lieu  du  symétrique  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  généra- 
trices de  ce  cône. 

—  421.  —  On  donne  les  trois  axes  d'une  quadrique  à  centre,  un  diamètre  et  le  plan  diamétral  conjugué.  Chercher 
l'équation  de  la  surface. 

—  422.  —  Par  deux  diamètres  fixes  d'un  ellipsoïde  OD,  OD',  faire  passer  deux  plans  diamétraux  conjugués;  lieu  de 
leur  intersection. 

—  423.  —  Equation  générale  des  quadriques  admettant  un  plan  donné  comme  plan  de  symétrie  et  passant  par  une 
circonférence  donnée.  Discussion.  Cas  où  le  plan  donné  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  circonférence. 

—  424  —  Déterminer  les  plans  tangents  communs  à  un  ellipsoïde  et  à  une  sphère  concentriques  et  chercher  le  lieu 
des  points  de  contact  de  ces  plans  avec  l'ellipsoïde. 

—  425.  —  Enveloppe  des  droites  du  plan  des  xy  par  lequelles  on  peut  mener  deux  plans  tangents  rectangulaires  à 

J.I  yJ  »1 

Tellipsoïde    — -(-77-1--^:  — 1  =  0, 
a'      6'      c' 

—  426.  —  On  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes.  Equation  générale  des  cylindres  circonscrits  à  cet  ellipsoïde; 
trouver  ceux  qui  sont  de  révolution.  Un  point  M  est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  :  conditions  à  remplir  par 
le  point  M  pour  que  ce  cône  soit  de  révolution. 
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—  427.  —  On  donne  un  ellipsoïle  rapporté  à  ses  axes  ;  mener  par  un  point  du  plan  :Ojr  le  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde. 

—  428  —  On  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  n\<ts,  et  un  point  S  dans  le  plan  xOy  ;  normales  à  l'ellipsoïde  issues 
de  ce  point  S. 

—  429.  —  On  donne  un  eliips'Vile  rapporté  à  ses  n\es  :  on  le  coupe  par  le  plan  j  =  X  ;  lieu  des  traces  sur  l'un  des 
plans  de  coordonnées  des  normales  à  l'ellipsoïde  ayant  leur  pied  dans  le  plan    x  ^  a. 

—  430.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  plan  sécant  ;  airede  la  section  plane  (l'équation  de  l'ellipsoïde  et  celle  du  plan 
sécant  étant  données  avec  des  cneflicients  numériques). 

x'        «*         X* 

—  431 .  —  Trouver  un  plan   coupiint  l'ellipsoïde 1-- — t- 1  =  0    {a'P'  b>  c\    suivant  une  circonférence  de 

II*       fi'        f» 

rayon  K. 

—  432  —  Longueur  des  axes  de  la  section  détermiru'e  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  passant  par  le  centre.  En  déduire 
les  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde. 

—  433.  —  On  fait  subir  a  un  ellipsoïde  une  translation  rectiligne.  Trouver  le  lieu  du  pôle  dun  plan  Ûxe  par  rapport  à 
cet  ellipsoïde. 

—  434.  —  On  considère  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  et  un  plan  perpendiculaire  au  plan  des  zx.  On  fait  tourner 
l'ellipsoïde  autour  de  Oz  ;  lieu  du  pôle  du  plan  par  rapport  à  l'ellipsoïde  mobile. 

—  435.  —  On  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  tl  la  droite  x  =  mz  -h  h,  y  =  nz  -*-  k:  trouver  un  plan  passant 
par  la  droite  lionnée  et  tel  que  cette  droite  soit  un  diamètre  de  la  section  plane. 

—  436.   — Sections  circulaires  du  cône    x' -f- 2|f*  —  ;' =  0. 

—  437.   —  Mener  par  la  droite    y  —  2  =  0,    s  =  0    un  plan  coupant  l'hyperboloïde h  y»  —  :»  —  i  =  0    suivant 

une  circonférence. 

—  438.  —  Déterminer  un  hyperboloïde  h  une  nappe,  sachant  qu'il  admet  comme  plans  principaux  les  trois  plans  de 
coordonnées  et  comme  génératrice  rectiligne  une  droite  donnée  A 

—  439.  —  Lieu  des  points  où  les  deux   génératrices  de  la    surface    a:' -h  iy»  ~  :•  —  1  =  0    font  entre  elles  un  angle 

de  45". 

—  440.  —  Trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  quadrique  x'  -t-  4i/'  —  z'  —  1  =  0  ;  déterminer  celles  qui  sont 
parallèles  au  plan  des  xz  :  reconnaître  a  priori  s'il  existe  de  pareilles  génératrices. 

x'  ;' 

—  441.  —  Quelle  est  la  surface  dont  l'équalion  «st    — -  -»-  y' -^ 1  =  0?    Kquation  du  cylindre  circonscrit  dont  les 

génératrices  sont  parallèles  à  la  droite    x-Hi/  =  0,    x  —  z-+-2  =  0. 

—  442.  —  On  donne  une  (iuadri(|ue  x»  -h  y:  =  n'  et  im  plan  nx  ■+■  ry  -f-  tcz  -(-  s  =  0,  chercher  les  plans  tangents 
à  la  surface  qui  sont  parallèles  au  plan  donné. 

—  443.  —  On  donne  la  surface    x'  -t-  ~ 2j  =  0.     Equation  du  cône  circonscrit  h  cette  surface  par  un  point  du 

4 

plan  xO:.  Que  devient  celte  é(|uation  si  on  transporte  l'ori+rine  au  sommet  du  cône,  les  axes  restant  parallèles  à  eux-mêmes? 

—  444.  —  Nature  de  la  surface  -x^  —  [y  -h  X)*  —  2z.  Plans  directeurs,  génératrices.  On  considère  deux  génératrice* 
de  même  système,  G  fixe  et  G'  variable  :  lieu  du  pied  sur  G    de  la  perpendiculaire  commune  à  0  et  ii  G  . 

—  445.  —  .Nature  et  forme  de  la  <|uadritiue  x*  -+-  iy'  —  :  .=  0.  Trouver  le  ou  les  plans  de  sections  paraboliques  don- 
nant des  paraboles  de  paramètre  p.  Expliquer  le  résultat. 

—  440.  —  Même  surface  x*  -+-  2//'—  :  =  0  ;  faire  passer  un  plan  par  la  droite  D  (x  -f-  y  -t-  1  =  0,  r  =  0)  de  ma- 
nière ([ue  la  section  déterminée  dans  la  surface  ait  pour  aire  4  t.. 

—  447.  —  On  donne  la  surface  .i«  —  2»/' =  :  :  déterminer  les  plans  coupant  cette  surface  suivant  une  hyperbole 
dont  l'angle  des  asymptotes  est  donné  et  dont  l'axe  réel  a  une  longueur  donnée. 

—  448.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rei  tangulalres  et  un  plan  s  =  ux  -t-  vy.  Former  l'équatiun  d'un 
paraboloïde  rapporté  h  ses  plans  de  symétrie  et  à  son  plan  tangent  au  sommet,  connaissant  le  diamètre  conjugué  du  pian 
3  =  Mj-i-  vy.     Discussion. 

—  440.   — '  Equation  d'un  |iai-aboloïde  dont  on  donne  les  deux  plans  principaux,  le  sommet  et  une  normale. 

—  450.  —  On  considère  trois  axes  de  coordonnées,  une  parabole  dans  le  plan  xO:  et  une  autre  parabole  dans  le  plan 
yi)z\  condition  pour  qu'on  puisse  faite  passer  un  paraboloïde  par  ces  deux  paraboles. 

—  451 .  —  Génératrices  rectilignes  de  la  surface    xy  -h  ;/;  -h  zx  =■  1. 

—  452.  —  Heconnaltre  la  surface    (x  -h  y  'y  —2x) -*-  z  —  x  =  0.     Plans  directeurs,  génératrices  rectilignes. 

—  453.  —  Méconnaître  la  nature  des  quadriques  : 

•r'  -^  W'  -f-  :'  +  2  (X  -+- 1)  yc  -t-  2Xx;/  -<-  2Xx  =  0,  x'  -t-  2\y'  -t-  2xy  h-  6x:  -*-  2),y:  -  2j:  -+-  1  =  0, 

X»  -4-  2;/»  -t-  0,  -4-  !):•  -I-  2xy  +  2xî  -+-  2(À  -•-  liy:  -i-  21z  -+- 1  =  o. 

—  454.  —  Que  représente  l'équation  x:' —  xyî -+-»/:  — x  =  0  ?.  démontrer  que  la  surface  représentée  par  cette 
équation  contient  I  axe  <les  :.  M<^me  ([uestion  avec  X2 -h  x -f- y  =  0.  Chercher  s'il  existe  sur  0;  un  point  où  les  deux 
surfaces  admettent  même  plan  tangent. 

—  455.  —  Etudier  la  surface  x' -+-  zy'  —  z  =  0.  Trouver  et  construire  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
planes  à  l'origine. 

—  45G.  —Monder  que  la  surface  y'i' H- 8'«' -K  xV  =  Sjryj  est  coupée  par  la  sphère  x« -(  y» -4- a' =  1  suivant 
quatre  cercles. 
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Mécanique. 

—  457.  —  Un  point  M  décrit  un  segment  de  droite  AB  d'un  mouvement  vibratoire.  On  connaît  les  coordonnées  de  A 
et  de  B,  l'époque  de  passage  en  A  et  la  période.  Équation  du  mouvement,  .Même  problème  sur  un  arc  de  cercle. 

—  458.  —  Hodographe  d'un  mouvement  circulaire  uniformément  varié. 

—  459.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  se  déplaçant  sur  un  cercle  p  =  o  ces  6  d'un  mouvement  oscillatoire 
simple,  autour  du  point  A     (0  =  0). 

—  460.  —  Le  point  M  est  animé  d'un  mouvement  oscillatoire  simple  sur  la  demi-circonfé- 
rence AA  .  On  demande  la  vitesse  et  l'hodographe  du  mouvement. 

—  461.  —  Equation  du  mouvement  vibratoire  simple  sur  l'arc  AB,  égal  à  un  quadrant, 
\                  quand    t  =^  0,    le  point  M  est  en  A. 

\  —  462.  —  On  donne   une  circonférence  rapportée  à  deu.x  diamètres  rectangulaires.  Deux 

-  -  j mobiles  se  déplacent  sur  cette  circonférence  et  partent  en  môme  temps  du  point  A,  l'un    M  dans 

JA  ^  le  sens  direct,  l'autre  M'  dans  le  sens  opposé  de  façon  que  arc  AM  =  2  arc  AM'.  On  joint  MM'  ; 

/  trouver  l'enveloppe  de  la  corde  MM'. 

—  463.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  dans  le  plan  des  xy  un  cercle  C  de  rayon 
^\                        r  et  tangent   en  0  à  0//  ;  c'est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  S  est    situé  sur  0:,  à  une 

distance  du  point  Cigale  à  2r.  Quelle  est  l'autre  direction  de  plans  cycliques  du  cône?  Soit  M 
un  point  du  cercle  de  cette  seconde  famille  qui  passe  par  le  point  0,  P  le  point  du  cercle  de  base  C  aligné  avec  M  sur 
le  point  S  ;  sachant  que  le  mouvement  du  point  M  est  un  mouvement  uniforme,  on  demande  le  mouvement  du  point  P 
correspondant. 

—  464.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  droite  CD  d'un  mouvement  uniforme  et  la  droite  OD,  d'autre  part,  est  ani- 
mée d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  0,  avec  une  vitesse  angulaire  w.  Trouver  l'accélération  du  point  M  ;  construire 
le  vecteur  accélération.  ' 

—  465.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  r,  tangent  en  0  à  Oj.  Un  point  P  se  meut  sur  Oj  d'un  mouvement  unifor- 
mément varié  (on  donne  sa  position  initiale  Q,  sa  vitesse  initiale  v  et  son  accélération  y)  ;  on  mène  de  P  la  seconde  tan- 
gente au  cercle,  soit  M  son  point  de  contact.  Mouvement,  vitesse  et  accélération  du  point  M. 

—  466.—  On  considère  deux  points  mobiles,  M  sur  Ox,  P  sur  G;/,  animés  de  mouvements  uniformes  de  vitesses  «  et  r. 
On  mène  par  le  point  0  la  parallèle  à  MP  ;  étudier  le  mouvement  de  celte  parallèle  autour  du  point  0. 

—  467.  —  Mouvement  oscillatoire  sur  la  courbe  x  =  r(M  +  cosM),  y  =  r  (1  —  sin  m)  (on  supposera  u  =  o>t). 
Accélération. 

1  t 

—  468.  —  Mouvement  défini  par  les  équations    x  =  2sh  t,    y  =  shH,    2  =  — -  sh  2i  —  — • 

4  2 

—  469.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  l'hyperbole  xy  =  a',  sachant  que  le  mouvement  projeté  sur  l'axe  des 
X  a  pour  équation    x  =  ae^<. 

—  470.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ;  un  point  M  est  animé  d'un  mouvement  uniformément 
varié,  sa  projection  sur  l'axe  des  x  est  animée  d'un  mouvement  uniforme.  Trajectoire  du  point  M. 

•  ^ 

—  471.  —  Un  mobile  décrit  la  courbe     y  =  a  ch  —;    exprimer,  en  fonction  de  l'arc   et  de  ses  dérivées,  l'accélération 

a 
de  ce  mobile. 

—  472.  —  Un  mobile  parcourt  la  courbe  p  =  a(\.  -h  cos  w)  ;  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  tourne  le  rayon  vecteur 
autour  du  pôle  est  constante  et  égale  à  k.  Calculer  l'accélération  tangentielle  et  l'accéléralion  normale  du  mobile.  Calculer  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

—  473 .  —  Un  mobile  se  déplace  dans  un  plan  de  façon  ([ue  son  accélération  tangentielle  et  son  accélération  normale  soient 
constantes.  Déterminer  l'hodographe  de  son  mouvement. 

—  474.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  une  sphère  de  centre  0.  Un  point  M  sur  la  sphère  est  défini  par  l'angle 

a 

sOM  =  9    et  l'angle  »  que  fait  le  plan  ::0.>I  avec  Ox.  On  a  entre  9  et  o  la  relation    tg  -—  =  e^^f.    Etudier  le  mouvement  de 

ce  point,  sachant  que  sa  vitesse  est  constante  et  égale  à  k.  Calcul  de  l'accélération. 

—  475.  —  Un  point  M  décrit  une  ellipse  suivant  la  loi  des  aires,  le  pôle  étant  le  centre  de  l'ellipse  ;  hodographe. 

—  476.  —  Hodographe  du  mouvement  d'un  point  dont  le  rayon  vecteur  balaye  des  aires  proportionnelles  au  temps  sur 
la  courbe    x{x*  -+-  y-)  —  ay'^  —  0. 

—  477.  —  Vitesse  et  accélération  du  mouvement  d'un  point  sur  la  courbe  p-  =  a'cos'O -f- ft'sin'O,  le  mouvement 
s'effectuant  de  façon  à  ce  que  1  aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  soit  proportionnelle  au  temps. 

—  478.  —  Construire  la  courbe  a;'  -l- j/'  =  1  ;  mouvement  d'un  point  qui  se  déplace  sur  cette  courbe  de  façon  que 
les  aires  balayées  par  le  rayon  vecteur  soient  proportionnelles  au  temps  ;  vitesse,  accélération. 

k 

—  479.  —  Un  mobile  décrit  la  courbe  p  =  a""  avec  une  vitesse  égale  à  — .  Trouver  l'accélération. 

—  480.  —  Forme  de  la  courbe  p  =  .  Accélération  normale  et  accélération  tangentielle  d'un  point  se  dépla- 

sin'-l 
2 

çant  sur  cette  courbe,  la  vitesse  angulaire  étant  constante. 
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—  481     —  Construire  la  courbe     —    =  o  cb  o  ;    un  mobile  se  déplace  sur  celte  courbe  avec  une  vitesse  telle  que 
V*  =  k*  ch  20  ;     trouver  son  accélération. 

—  -1H2.  —  Un  point  se  déplace  sur  la  courbe  p  = avec  une  vitesse  v  =  ;    trouver  laccéléralion  de 

sin'  Y  cos  -^ 

ce  point. 

—  483.  —  In  point  se  déplace  sur  la  courbe    (x«  -+- y»;«  —  a'  (x«  -  y\  =  0  ;  déterminer  l'accélération  de  façon   que 
la  vitesse  soit  constante. 

—  484   —  Trouver   l'accélération    tangentielle   et  l  accélération    normale    d'un    point    se    déplaçant    sur    l.i   courbe 
x*  —  y'  =  o'.    de  façon  que  sa  vitesse  soit  proportionnelle  à  son  ordonnée. 

—  48ô.   —  Un  mobile  est  en  mouvement  sur  l'hyperbole    j'  —  «/*  =  a«  ;    la  grandeur  de  sa  vitesse  est  inversement 
proportionnelle  à  x' .  Chercher  l'hodograplie  du  mouvement,  le  construire. 

—  48G.  —  L'n  point  M  décrit  une  hyperbole    xy  =  a*  :    la  vitesse  du  ijoint  M  est  proportionnelle  au  carré  de  sa  dis- 
tance à  l'origine.  Calculer  son  accélération. 

—  487.  —  Une  parabole   dans  un  plan  est   parcourue  par  un  point  .M  de  façon  (jue  la  vitesse  aréolaire  de  ce  point  soit 
proportionnelle  à  son  ordonnée.  Trouver  l'hodographe  de  re  mouvement. 

—  488.  —  Vitesse  et  accélération  tangentielle  du  mouvement  d'un  point  sur  la  courbe    =  =  a  sin»  —,    en    supposant 
que  l'accélération  normale  est  constante. 

(U 

—  489.  —  On  donne  la  courbe    o  =a  cos'—;   un  point   se   déplace   sur  cette    courbe  de  façon    que    l'accélération 
normale  soit  égale  au  rayon  vecteur  p.  Construire  l'hodographe. 

a* 

—  490.  —  Construire  la  courbe    ?'  =  — -. — - — :    un  mobile  se  déplace  sur  cette  courbe  de  façon   nue  l'accélération 

sin  00)  ^         ' 

normale  soit  proportionnelle  à  p.  Trouver  l'accélération  tangentielle. 

—  491.  —  Un  mobile  décrit  la  courbe    p'  =  cos'w,    <ie  façon  que  le  vecteur  vitesse  soit  vu  de  l'origine  sous  un  angle 
droit.  On  demande  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  décrire  un  arc  de  courbe  AB. 

(o 

—  492.  —  Construire  sommairement  la  courbe    p  =  a.  cos'—.    Cette  courbe    est  décrite   par  un  mobile  M  de  façon 

que  le  vecteur  vitesse  MV  soit  à  chaque  instant  la  projection  sur  la  tangente  du  rayon  vecteur  OM.  Cîilculer  cette  vitesse  et 
trouver  l'accélération  tangentielle. 

—  493,  —  Un  point  mobile  décrit    l'hyperbole     —  —  .^ 1  =  0;    son  accélération  est  constamment   parallèle  à  une 

asymptote.  Calculer  la  grandeur  de  cette  accélération  pour  chaque  point  de  la  courbe. 

—  494.  —  Un  point  M  décrit  un  cercle  avec  une  vitesse  constante  ;  il  est  le  centre  d'un  cercle  de  rajon  constant  sur 
le(|uel  se  déplace  un  point  P  d'un  niouvcinent  circulaire  uniforme.  Trajectoire  du  point  F. 

{A  suivre.) 
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2582.  —  Deux  navires  A  et  il  décrivent  dos  droites  qui  se  croi.senl  en  0  avec  des  vitesses  respec- 
tives r,  et  V2. 

\o  I^ludier  les  variations  de  leur  dislance  AU  =:  (/  et  de  l'angle  HAO  =  •>•  on  fonction  du  temps. 
Distance  minimum.  Conditions  de  rencontre. 

2«  l-ieu  du  nulieu  de  AM.  Knveloppe  de  la  droite  AB, 

3»  Montrer  que  trois  observations  (linmoméln-es  de  la  dislance  d  ou  do  l'angle  x  suffisent  pour  obtenir 
ces  éléments  ii  rli;i(|ue  instant. 

4»  On  prend  deux  fois  des  observations  clirononiélrécs  et  simultanées  de  d  et  x.  Si  Ion  connaît  la  roule  et 
la  vitesse  r,  du  navire  A.  la  trajectoire  du  navire  B  est  déterminée.  Calculer  sa  visasse  vi  ainsi  que  l'angle 
AOH  =  a.  (Cb.  Pacé.  enseigne  do  vaisseaui. 

2583.  —  Un  considère  une  hyperbole  écjuilalèro  jiassant  aux  sommets  A  et  H  dune  ellipse  et  au  centre  de 
colle  ellipse. 

Trouver  le  lieu  du  centre  ;  l'onvoloppe  des  asymptotes;  l'enveloppe  des  axes;  le  lieu  des  foyers. 
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2468.  —  On  donne  un  ellipsoïde  E  et  une  sphère  S  de  centre  m.  On  considère  un  plan  va- 
riable P  assujetti  à  cette  condition  que  son  pôle  p  par  rapport  à  S  soit  situé  sur  son  diamètre 
par  rapport  à  E. 

1°  Lieu  du  pôle    p    du  plan    P    et  mveloppe  de  ce  plan. 

2°  Démontrer  que  la  courbe  C  lieu  du  point  p  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué 
commun  à  l'ellipsoïde  et  à  la  sphère  ;  réciproquement. 

3°  On  fait  varier  le  centre  w  de  la  sphère  S  sur  une  droite  A  et  l'on  choisit  de  plus  le 
rayon  de  cette  surface  de  façon  qu'elle  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  ;  déterminer  la  surface  2 
lieu  de  la  courbe  C  et  l'enveloppe  du  plan  P.  Pour  quelles  positions  de  la  droite  ^  la  surface  2 
est-elle  de  révolution  ? 

4°  On  considère  un  point  M  et  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  toutes  les  qua- 
driques  passant  par  la  courbe  C,  relative  à  une  sphère  fixe  S  ;  démordrer  qu'ils  passent  par 
un  même  point    M'  ;  déterminer  le  lieu  du  point    M',    lorsque    M    décrit  une  droite    D. 

T)"  On  suppose  en  particulier  que  la  droite  D  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  est  située  dans 
le  plan  osculateur  de  la  courbe  G  en  ce  point;  montrer  que  le  lieu  de  M'  est  une  droite  D'  et 
trouver  le  lieu  de  cette  dernière  droite  lorsque    D     varie    en    satisfaisant    aux    conditions    indiquées 

précédemment. 

Iet2.  I.—  Les  plans  diamétraux  P'  et  les  dia- 
mètres Dp,  de  l'ellipsoïde  E  font  partie  d'une 
gerbe  (0)  de  sommet  0  qui  est  réciproque  à  la 
gerbe  (co)  de  centre  w,  obtenue  en  menant  de  o) 
les  perpendiculaires  wK  sur  les  plans  P'  ainsi  que 
les  plans  perpendiculaires  sur  les  diamètres  Dp*. 
La  polaire  réciproque  de  la  gerbe  (0)  par  rapport 
au  cône  asymptote  de  l'ellipsoïde  est  donc  une  gerbe 
(()')  boniograpliiquc  à  la  gerbe  (o)),  car  deux  gerbes 
(w)  et  (0)  réciproques  à  une  même  troisième  sont 
b()n>ogra|)hiques  entre  elles.  Les  gerbes  (m)  et  (0') 
sont  donc  rapportées  l'une  à  l'autre  d'après  la  loi 
suivante  : 
A  un  rayon  de  (w)  correspond  dans  (0')  le  diamètre  Dp',  conjugué  du  plan  P',  normal 
au  rayon  choisi.  A  un  plan  de  (w)  correspond  dans  (0')  le  plan  conjugué  du  diamètre  de  F  nor- 
mal  au  plan  choisi. 

Si  deux  rayons  bomologues  des  gerbes  (oj)  et  (0')  se  coupent,  leur  point  d'intersection  est 
l'un  des  points  p  considérés,  ce  qui  prouve  d'abord  que  le  lieu  du  point  p  est  indépendant  du 
rayon  de  la  sphère  S.  Or  les  rayons  bomologues  incidents  de  deux  gerbes  bomograpbiques  se 
coupent  sur  uue  cubique  gauche,   car  les  sections  des  deux    gerbes  par    un   plan    quelconque    sont 
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deux  systèmes  plans  hoinograpliiques  qui  ont  en  général  trois  points  doubles  ;  deux  plans  homolo- 
gues des  gerbes  se  coupent  suivant  une  sécante  de  la  cubique  car  leur  droite  d'intersection  est  le 
support  de  deux  ponctuelles  homographiques  qui  ont  en  général  deux  éléments  doubles.  La  con- 
sidération des  rayons  Ox,  Oy,  Oz,0(j)  de  la  gerbe  (C)  montre  que  la  cubique  C  passe  par  les 
points  à  l'infini  des  axes  de  E,  et  par  le  point  w  où  elle  admet,  comme  tangente,  T.,  le  rayon 
normal  au  plan  conjugué  de  Oo),  c'est-à-dire  aussi  au  plan  polaire  de  w  par  rapport  à  E.  En 
considérant  (dO  comme  rayon  de  la  gerbe  (w),  on  voit  que  C  passe  par  0  et  y  admet  comme 
tangente    To     le  diamètre  conjugué  du  plan  normal  à    wO. 

Soit  T  l'un  quelconque  des  six  points  d'intersection  de  la  cubique  C  avec  l'ellipsoïde.  La 
droite  œT  est  donc  perpendiculaire  au  plan  conjugué  du  diamètre  OT,  et  en  particulier  au  plan 
tangent  en    T    à  l'ellipsoïde  ;    wT    est  par  suite  une  normale  h  celui-ci.  Donc  : 

Le  liea  da  point  p  est  ane  cubique  (jnucJie  équilulcrc  qui  passe  par  les  points  0  et  œ,  et 
dont  les  directions  asyniptotiques  sont  celles  des  axes  de  l'ellipsoïde.  Sa  taj\gente  en  m  est  por- 
ninle  au  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  F.  ;  la  tnn<jenle  en  0  est  le  diamètre  conjuyuc 
des  plans  normaux  à  Ow.  Celle  cubique  est  la  ctdnqttc  des  normfUes  du  point  co  relativement 
à  l'ellipsoïde. 

IL  —  Si  T,  e.'it  un  point  commun  à   S  et  à   ('.,    ojTj  est  normal  au  plan  Umgent  en  Tj  à  la  sphère  ; 
OTi  en  est  le  diamètre  conjugué  dans   E.    Donc  : 

//  existe  en  général  six  plans  tangents  à  une  splidre  quelconque  dont  les  points  de  contact 
sont  les  centres  des  sections  que  ces  plans  déterminent  dans  une  quadrique  à  centre  donnée. 

Soit  ABCI)  le  tétraèdre  conjugué  commun  à  l'cllip.'ioïde  et  ;\  la  sphère  :  il  est  orthocentrique, 
c'est-à-dire  que  ses  quatre  hauteurs  concourent,  en  o)  ;  il  est  au.ssi  ortliogonal,  c'est-à-dire  que  ses 
arêtes  opposées  sont  rectangulaires.  Or,  ()\  est  conjugué  au  plan  BCl)  ;  donc,  d'a})rès  la  géné- 
ration de  la  cubique  donnée  au  n°  I,  on  voit  ([ue  le  |M»int  A  est  situé  sur  cette  courbe.  Il  en  est  t!e 
môme,    par   analogie,    des    i)oifils     li,  (.,  I),. 

III.  —  On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  est  une  cubique 
gauche  circonscrite  au  tétraèdre  conjugué  commun.  Pour  le  fai.sceau  défini  par  les  surfaces  E,  S, 
cette  cubique  passe  par  les  points  0,  w.  A,  B,  (!,  1)  :  comme  elle  a  ainsi  six  points  commims  avec  la 
cubi(jue  (!,  elle  lui  est  identique.  Mais,  d'autre  pari,  celte  cubique  C  se  trouve  déjà  définie  par 
l(  s  six  pieds    T    des  normales  issues  de    w.    Donc   : 

La  cubifjue  Ci  est  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  (juadri(iues  du  faisce(Ui  ponctuel  défini  par 
l'ellipsoïde  K  et  par  la  splière  S  ;  elle  est  le  lieu  des  pieds  des  sixains  de  normales  abaissées  du 
point  (0  sur  loides  ces  f/j/ac/nV/i/cs.  Elle  conserve  cette  double  fonction  si,  dans  la  détermination 
du  faisceau,  ponctuet,   on  sul>slitue  à    S    une  sfdiére  concentrique   quelcontiue. 

Or,  parmi  les  sphères  ((incenlriques  à  S,  ligure  le  plan  de  l'infini,  qui  peut  être  considéré 
»  oiiiiiie  une  sj>hère  de  rayon  inliniment  grand.  Cette  sphère  spéciale  définit,  avec  E,  le  faisceau  des 
quadri(|ues  homothétiques  à    E. 

Donc,  si  on  ajisocie  une  sphère  <pielcon(iue  le  centre  w  à  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes  ho- 
moihétifpies  à  E,  on  obtient  une  cv*  de  faiscetnix  ponctuels  de  (piatlHipies  par  rapport  aux(piels 
la  cul)i(pu'    C.    représente  une  fonction   invari(m!e  :  d'où    phisieurs   torollaires,    dont    les  suivants 

1^0  lieu,  des  pieds  des  nornudes  abaissées^  d'un  point  fixe  «o  sur  des  quiulriques  hofnothéti- 
ques  est   une  cul)i(pie  gauche  équilatère  ; 

La  cubii/ue  (.  [xisse  par  les  sommets  d'une  injuiité  de  tétraèdres  orthocentriques,  ce  qui  éla- 
blil   le  «  réciprocjuement  »  du  "2°  de  la  cpiestion. 

IV.  —  Nous  av(ins  sup[H)sé  (pie  le  point  m  ne  se  trouve  pas  dans  un  plan  de  symétrie  de  l'el- 
lipso'ide.  S'il  est  situé  dans  le  ])lan  xi)y,  pur  exemple,  les  deux  gerbes  homographiques  (0')  ci 
(w),    (voir  I;  ont   le  plan    xi)y  comniun  el   les  deux  faisceaux  homographiques  de  rayons  qui  y  sont 
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contenus  engendrent  l'hyperbole  d'Apollonius  du  poinf  <o  relative  à  la  section  principale  de  l'el- 
lipsoïde. La  cubique  C  se  complète  par  la  droite  normale  au  plan  xOy,  qui  joint  les  pieds  des 
deux  autres  normales  à  l'ellipsoïde,  issues  du  point  w.  La  section  de  la  figure  par  le  plan  ocOy 
donne  des  propriétés  de  l'hyperbole  d'Apollonius. 

Si  6)  se  trouve  sur  l'axe  Ox,  la  cubique  C  se  compose  de  cet  axe  et  des  deux  droites  qui,  avec 
Ox,  forment  les  hyperboles  d'Apollonius  du  point  w  par  rapport  aux  sections  principales  situées 
dans  xOy  et  xOz.  Enfin,  si    w    est  le  centre    0,  la  cubique  C   se  compose  des  trois  axes  de  symétrie. 

V.  —  On  sait  qu'une  cubique  gauche  C  est  projetée  de  l'un  de  ses  points  suivant  un  cône 
du  second  ordre.  En  projetant  la  courbe  de  l'un  des  points  oj,  0  ou  du  point  à  l'infini  de  Oz,  on 
a  les  théorèmes   : 

Les  Jionnales  à  une  quadriqiie  à  centre  issues  d'un  point  œ  sont  situées  sur  un  cône  équila- 
tère  ayant  comme  génératrices  le  diamètre  wO,  les  normales  aux  plans  de  symétrie  ainsi  que 
la  normale  au  plan  polaire  de    co. 

Les  pieds  des  normales  à  une  quadrique  à  centre,  issues  d'un  point  w,  sont  projetés  du 
centre  0  suivant  les  génératrices  d'un  cône  équilatère  qui  contient  les  axes  de  symétrie  de  la  qua- 
drique, le  rayon  Ow,  ainsi  que  le  diamètre  conjugué  au  plan  normal  à  Oco.  Ce  cône  ne  change 
donc  pas  si    w    décrit  le  diamètre    Oco. 

Les  projections  orthogonales,  sur  un  plan  de  symétrie  xOy,  d'un  point  w  et  des  pieds  des 
nojTnales  issues  de  ce  point  sont  sept  points  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  0  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  à  Ox,  Oy.  La  tangente  en  0  est  la  projection  du  diamètre  conjugué  au 
plan  normal  à    Ow. 

Enveloppe  du.  plan  P,  en  considérant  une  sphère  fixe  S  de  centre  w.  —  Cette  enveloppe  est 
la  surface  polaire  réciproque  de  la  cubique  gauche  C  par  rapport  à  la  sphère  S.  C'est  donc  une 
surface  développable  (S')  ayant  comme  arête  de  rebroussement  une  cubique  gauche  C  oscula- 
trice  à  tous  les  plans  P.  Les  tangentes  à  C  sont  les  conjuguées  des  tangentes  à  C  par  rapport 
à    S    et  les  points  de    C    sont  les  pôles  des  plans  osculateurs  à    C.    Donc   : 

L'enveloppe  du  plan  P  est  la  développable  osculatrice  à  la  parabole  gauche  C,  réciproque 
de  la  cubique  C  par  rapport  à  S.  Cette  parabole  admet  comme  plans  osculateurs  les  plans  paral- 
lèles aux  plans  de  symétrie  menés  par  w,  ainsi  que  le  plan  polaire  de  0  par  rapport  à  (co).  Le 
plan  polaire  de  w  par  rapport  à  l'ellipsoïde  contient  la  tangente  à  la  parabole,  située  dans  le  plan 
de  l'infini.  Les  tangentes  en  deux  points  homologues  des  courbes  C  et  C  sont  rectangulaires.  Les 
surfaces    S    ci   S    ont  six  plans  tangents  communs  (voir  II). 

On  sait  que  les  plans  osculateurs  P  à  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre  C  enveloppent, 
dans  un  plan  osculateur  quelconque  de  celle-ci,  une  courbe  du  second  ordre  tangente  à  C 
Puisque  C    est  une  parabole  gauche,  le  plan  de  l'infini   lui   est   osculateur.    Donc    : 

Si  par  un  point  quelconque  on  mène  les  plans  parallèles  aux  plans  P,  ils  enveloppent  un  cône 
du  second  ordre  dont  chaque  génératrice  est  parallèle  à  une  tangente  de  la  courbe    C. 

3.  Ce  qui  précède  montre  que,  si  t»  décrit  une  droite  A,  la  surface  engendrée  par  la  cubi- 
que C  est  indépendante  du  choix  du  rayon  de  la  sphère  S.  Nous  distinguerons  deux  cas  suivants 
que  la  droi.te  A  est  une  sécante  de  la  cubique  C,  c'est-à-dire  s'appuie  sur  cette  courbe  en  un 
second  point  w^  ou  suivant  que  A  est  une  demi-sécante  de  C,  c'est-à-dire  n'a  que  le  point  a> 
commun  avec    C. 

1"  Cas.  —  Le  point  w^  appartient  à  toutes  les  cubiques  C,  car  la  droite  A  est  l'homologue 
de  Oo),  dans  toute  gerbe  (w)  qui,  avec  la  gerbe  (0'),  engendre  les  courbes  C  (voir  I).  Dès 
lors,  les  cônes  équilatères  de  sommets  w^  et  perspectifs  aux  cubiques  C  ont  en  commun  les 
génératrices  A,  co^O  et  les  perpendiculaires  aux  plans  de  symétrie  de  E  :  ils  sont  par  suite  iden- 
tiques. Donc   : 
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Si  A  est  une  sécante  de  la  cubique  (..  loules  les  cubiques  C  sont  sur  le  cône  équilalère  île 
sommet  o)j. 

Soient  Z,  Y,  X,  les  points  où  A  perce  les  plans  xOy,  xOz,  yO:.  Du  point  Z  on  |xnil  mener 
deux  normales  à  E  non  silu(!^es  dans  le  jilan  X)y  ;  cl,  en  vertu  de  \\,  1".  la  droite  qui  joint  leurs 
jiieds  pfisse  par  o>.   Donc    : 

Si  d'un  point  (jiielconque  (•>,  d'une  riihitjue  île  normales  C.  on  mène  les  parallèles  aux  axes, 
elles  rencontrerd  E  en  des  a.nples  de  points  tels  ijuc  les  norm(des  se  coujtent  en  trois  points 
X,  Y,  Z  nliijnés  sur  une  droite  (pu  passe  /"'/•  w,  cl  qui  recoupe  C  au  point  m  pour  leipiel  elle 
est  cubique  des  ttormnles.  Les  liyprrl>oles  d'Apollonius  des  poiids  X,  Y,  Z  par  rapport  aux  seetiims 
jirincijiales  correspomlnnles   soiil   sur  le  cône  de  sommet    <■),  et  perspectif  n    (.. 

Corollaires.    —    I.    Kn    sup(H)sanl    que     A     soit  une  noitnale  issue  de    w,    un  a   : 

Si  d'un  point  variable  de  la  normale  en  T  à  une  quadriipu-  V.  nn  mèm-  h-^  rinij  niilres 
nornudes,    leurs  jiieds  sont  sur  un   même  cône  de  sommet    T. 

II.  —  Toutes  les  cubiipws  tir  normales  (pu  passent  par  un  mrnïe  poinl  (->,  sont  situées  sur  un 
cône  lie  sommet  ci),. 

•i»  ruN.  —  La  ciihicpie  (!  et  la  semi-st'eante  A  dt'linissenl  une  quadrique  (ï)  circonscrite 
à  (.  et  admettant  A  comme  gén(''ralricc.  l  ii  plan  <iuelcon<pie  -  coupe  (]  en  deux  |K)inls  M.\ 
tels  (pic  MN  est  une  j:énéralrice  de  (S)  ci  aussi  l'intersection  de  deux  plans  homologues  des 
gerbes  (0)  et  (lo)  (voir  1"),  c'est-A-dire  (pie  le  plan  «oMN  est  normal  au  dianiMre  conjugué  du 
plan  OMN.  Si  donc  on  substitue  au  point  <■)  un  jMiint  quelconque  (•>'  de  A,  M\  reste  l'intersec- 
tion  du   plan    (1)  .M\    et    de  son  liomolo^'iic    OMN    dans  la   perhe    (O'). 

l'ar    suite,     MN    ot     une    corde   de    la    cul»i(pic    (/     relali\c   à     <•)'     et   comme 

J5 -^ — r?         MN     c*^!    dans    un    plan    ipiel(dn(pie   j)assant    |)ar    A,    on   en   conclut   (pic    (-'  est 

Idulc    enli('''re   sur    (  -  ).    I'iiis(]uc    la    (■ul>i(jue    relative   au    point    de   percée     Z   <lc 
A    avec    Oj-y    se  comjMtsc  il  une      li>perl)ole  équilat(''-re  cl    dune  droite    (D^)     iior- 
.0  /  inale  à    Oj'V,    on  en  con(  lut  (pie 

Si  <»  décrit  uiw  draile  quelc(ui(pie  A,  les  cut>iqiu'S  des  normales  rela- 
tives à  (.)  enijendrent  une  qtuidri<iue  (S)  qui  contient  les  hyperboles  d'Apol- 
/o/i/N.s,  rehdives  aux  sections  principales  de  Vcliipsolde,  des  pitiids  où  A  f)erce 
les  pl(n)S  de  symétrie.  Ias  droites  <pn  joiqneul  les  pieds  des  nornidcs  issues  de  ces  i>oints  sont, 
aeec  A,  <pudre  qénératrices  de  même  système  de  la  quadrique  (S).  Cette  qundiique  est  un 
liyperboUûde  à  une  nappe  éipubdère  ou  un  i>arabololde  hyperttolitpu'  équilalère  suivant  ipie  A 
n'est  fias,    <,u   est   pandièle   à   un   jdim   de  syv'liie. 

Pour  (pie  la  surface  -  soit  de  révolution,  il  r.nii  d  il  siiflit  (pie  >on  cAue  asymptote  le  soit  ; 
donc  il  fini  (pie  la  droite  A  soit  |>.-irallMe  à  lune  îles  génératrices  de  I  Un  des  deux  cônes  de  ré\o- 
lution    di'liiiis    par    les   i.xes   de    s\niélrie   de    I  ClIipsoïdc. 

4.   I.   —  a)  Si   le  point    M    est  sur  la  ciiKiipie    C      la   tangente    Tm    à  celle  courbe  en  ce  point 

est    dans    le    plan    laiii/eiii    en      M     à    Itiiite    ipi.nli  icpie   (pii   passe   par    ('.     Dans  ee  cas     loiil    [Hiint   de    Tm 

est   un    point     M  . 

b)  Si  \I  est  sur  la  tangente  à  (.  en  un  point  M',  la  langenle  T.v'  est  dans  le  plan  lan- 
gent (Il  M  à  toutes  les  (pia(lri(pies  circonscrites  h  '  les  plans  polaires  de  M  passent  d<inc 
par     M  . 

c)  Si  M  est  (pielconque  dans  lespace  il  existe  une  seule  siVante  réelle  ou  idéale  de  la  cubique 
qui  passe  par  M  :  ses  points  d  appui  étant  V .  V.  les  plans  jMjlaires  de  M  (xissenl  évidemment 
par  le  {mùiiI  M  (  (Uijugiié  liarmoni(pie  de  M  sur  les  ix»inls  V,  \ .  On  dit  (pic  les  points  M  et  M' 
son/  cinijuipn''s  par  rapport  à  la  euldque. 

II.    -     (  .lien  liujis    le    lien    (In    point     M       Inisipic   M     dci  ni    mie    droite     |) 
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a)  Si    D    est  une  corde    UV    de  la  cubique,   les  points    M    et    M'     se   correspondent   involutivc- 
nient  sur  cette  corde.  Le  lieu  de    M'    se  compose  de  la  droite    UV    et  des  tangentes  à  la  cubique 
^  aux   points    U,  V. 

h)  Si  D  est  une  tangente  dont  le  point  de  contact  est  M',  ce  point  est  le  conjugué  de  tout 
point  de  la  tangente  et  il  a  coninie  conjugué    n'importe  quel   point  de  la  tangente. 

c)  Si  D  s'appuie  en  un  seul  point  A  sur  la  cubique,  le  i)oint  M'  correspondant  à  un  point 
M  se  trouve  sur  la  corde  MUV  issue  de  M,  ainsi  que  dans  le  plan  polaire  du  rayon  D,  relative- 
ment au  cône  de  sommet  A  et  perspectif  à  la  cubique.  Ce  plan  polaire  tt  est  indépendant  de  la 
position  du  point  M  sur  D.  Quant  à  la  sécante  MUV,  elle  décrit  un  système  réglé.  Donc,  en 
général,  le  point  M'  engendre  une  conique  passant  par  A  et  située  dans  le  plan  -ir.  Il  faut  aussi 
lui  adjoindre  la  tangente  en  A  à  la  combe,  qui  renferme  tous  les  points  correspondant  à  la  posi- 
tion   A   du  point   M. 

d)  Si,  cependant,  la  droite  D  est  dans  le  plan  osculaleur  -/  de  la  cubique  au  point  A,  la 
tangente  Ta  fait  partie  du' système  réglé  engendré  par  la  corde  MUV.  D'autre  part,  le  plan'polaire 
de  D  par  rapport  au  cône  A  contient  Ta.  et  coupe  par  suite  le  système  réglé  suivant  Ta  et 
suivant  une  génératrice  D',  de  même  système  que  D.  Le  lieu  du  point  M'  est  donc  la  droite  D' 
et  la  tangente    Ta-  • 

Cremona  donne  aux  droites  D  et  D'  le  nom  de  droites  associées  par  rapport  à  la  cubique 
{Mémoire  de  géométrie  pure  sur  les  cubiques   gauches.  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,   1862). 

e)  Si  D  est  une  droite  quelconque  de  l'espace,  soient  S^,  S^,  S3  trois  points  quelconques  dé  la 
cubique.  Ils  sont  les  sommets  de  trois  cônes  circonscrits  à  cette  courbe.  Les  plans  polaires  d'un 
point  M  de  D  par  rapport  aux  trois  cônes  se  coupent  en  M'.  Si  M  décrit  la  droite  D,  ses 
plans  polaires  engendrent  trois  faisceaux  homographiques  ayant  connue  axes  les  polaires  de    D    par 

•  rapport  à  ces  trois  cônes.  Donc  : 

Le  lieu  du  point    M'    est  une  cubique  gauche.  Les  polaires  de  la  droite    D    par  rapport  à  tous 
les  cônes  circonscrits  à    C    sont  des  sécantes  du  lieu  de    M'. 
En  résumé   : 

Si  D  est  une  sécante  de  C,  le  lieu  du  conjugué,  par  rapport  à  C,  d'un  point  M  de  D  se 
compose  de  la  sécantd^et  des  tangentes  en  ses  points,  d'appui.  Si  D  est  une  tangente,  celle-ci  con- 
stitue le  lieu.  Si  D  est  une  semi-sécante  quelconque,  le  lieu  est  une  conique  passant  par  le  point 
d'appui  de  D  sur  la  cubique  ;  la  tangente  en  ce  point  fait  partie  du  lieu.  Lorsque  la  semi-sécante 
est  dans  un  plan  osculateur,  le  lieu  se  compose  de  sa  droite  associée  et  de  la  tangente.  Si  la  droite 
est  quelconque,  le  lieu  est  une  cubique  gauche. 

5.  La  première  partie  rentre  dans  l'un  des  cas  précédents.  La  seconde  s'énonce  :  Chercher  le 
lieu  des  points  conjugués,  par  rapport  à  une  cubique  gauche,  des  i)oints  d'un  plan  osculateur.  Trai- 
tons le  cas  plus  général  oiî  le  plan  est  quelconque. 

Soient  A,  B,  C  les  points  de  la  cubique  situés  dans  le  plan 
quelconque;  Ta,  Tb,  Tc  les  tangentes  en  ces  points  ;  Ra,  Rb,  Rc,  les 
rayons  polaires  du  plan  ABC  par  rapport  aux  cônes  de.sonnnets 
A,  B,  C  et  perspectifs  à  la  cubique  ;  0  le  point-  d'intersection  des 
plans  osculateurs  en  A,  B,  C,  ce  point  0  étant  dans  le  plan  ABC  ; 
0',    le   conjugué   du  point    0    par  rapport  à  la  cubique. 

Les  conjugués  des  points  d'une  droite  quelconque  (D)  de  l'es- 
pace sont  sur  une  cubique  gauche  (\oir  4")  qui  a  en  général  trois 
points  communs  avec  le  i)lan  ABC.  Le  lieu  cherché  est  donc  une 
surface  du  troisième  ordre  S3 .  Le  conjugué  de  A  est  n'importe  quel 
point  de  la  tangente  Ta.  Donc  les  tangentes  Ta,  Tb,  Tc  sont  des 
génératrices  de   S3.    Les  conjugués  des  points  de    BC    sont  sur    BC  ;   par  suite,     AB,  BC,  CA    sont 
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sur  Sj.  Les  conjugués  des  points  où  les  tangentes  à  la  cubique  percent  ABC  sont  les  points  de 
contact  :  la  cubique  donnée  est  située  sur  -3.  Les  points  d'une  droite  passant  par  A  ont  pour 
conjugués  les  jKjints  d'une  conique  i)assanl  par  A  et  dont  le  plan  contient  Ra;  donc  les  droites. 
Ra,  Rb.  Rc  sont  des  génératrices  de  Ï3  l't  tout  [dan  qui  les  coidierd  recoupe  Sj  suivant  une 
conique.  Le  rayon  Ra»  se  trouvant  dans  le  plan  tangent  au  cône  de  sommet  A,  est  rencontré  par 
Tb  el  Te.  Il  en  résulte  que  les  six  génératrices  rectilignes  Ta,  Rb.  Te,  R.v,  Tb,  Rg  sont  les 
côtés  d'un  hexagone  gauche;  les  droites  AH,  BC,  CA,  qui  joigneid  les  fjoinis  de  rencontre  des 
couples  de  côtés  opposés,  soiU  trois  génératrices  de  la  surlace.  Les  corgugués  des  points  de  AO  sont 
(voir  4°)  sur  une  droite  passant  par  0',  par  le  conjugué  liiniKniicpic  A',  de  A,  sur  Bt]  et  qui  s'appuie 
sur  Ta  el  Ra-  Donc  le  fK)int  0'  est  le  jx.iiil  coiimnin  aux  plans  R.vTa.  RuTh,  RoTc,  et  les 
trois  droites  O'Ai,  O'Bi,  O'C,  sont  dans  le  plan  conjugué  du  plan  ABt!  par  rapport  à  la  cubique. 
Par  suite   : 

/.es  droites  qui  joignent  les  couples  de  sommets  opposés  de  l'hexagone  gauche  concourent  en 
un  point  0'  de  ^3.  Les  plans  définis  par  les  couples  de  côtés  opposés  de  l'hexagone  recoupent 
I,  sidvant  Irt/is  droites  concourant  eti  0'  et  situées  tlans  le  plan  conjugué  du  fdan  ABC  par  rap- 
port à  la  cubique  donnée. 

Les  conjugués  des  points  d'une  droite  <pn-lcon<pie  du  plan  ABC  sont  sur  une  ciddijuc  gauche 
aytnd  (voir  4°)  les  droites  Ra,  Rb,  Rc  pour  cordes.  Elle  coupe  le  plan  ABC  en  trois  p<tints  situés 
sur  les  côtés  du  triangle  ABC  et  projetés  des  sommets  \,  B,  C  suiiuud  tr^^is  droites  concourantes 
au  pôle  trilinéaire  de  la  droite  transf(/rmée. 

Ainsi,  la  surface  -j  peut  être  engendrée  par  une  ciibiiiiic  gain  lie  vaiiablc  on.  de  trois  manières 
différentes^,    [lar   une   conicpie   variable. 

Lorsque  li;  [)lan  AB(;  es!  osculateur  {')"  de  la  (pieslion)  le  lieu  des  <-onjugués  de  ses  points  est 
une  surface  cubique   réglée  adiiullaiil    aussi    une   gén<  ralioii  p.tr  cubicpies  gauclies. 

li.    Di:.\L\,    à    \  irelles-les-Cliimay,    Brlgiipie. 
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2395..  —  On  gonfle  une  l)uUe  de  savon  (wec  du  gaz  tl'éclairage  qu'on  assimilera  à  un  gaz 
[uirjdil  (le  densité  consl(ndc  d  =  0,4.  Iai  huile  a  un  rayon  égal  à  W,"",  une  épaisseur 
(■  =  ()'""', 0(12;  Iti  densité  du  litpdde  est  égale  à  1.  On  négligera  d'abord  la  dijjérence  entre  la  pres- 
sion  intérieure  et   la  pression   de  ialmrjsphére  (unl)i(nde. 

1°  La  pression  extérieure  étant  Il„  =  760"""  de  mercure  normal  (dcnsilé.  1:5, C»),  /(/  tempéra- 
ture l')"  el  la  masse  spécifique  de  l'air  dans  ces  conditions  étant  a  =  0,i)U\2:\.  calculer  la  masse 
de  la  t)ulle,  la  poussée  qu'elle  subit  et  la  force  ascensionnelle  V.  On  calculera  numériquenwnl  la 
valeur  de  V  en  milligrajiinws-poids  pour  un  rrrv'on  \\„  =  2*'"'  el  on  cherchera  la  valeur  du  rayon 
W     telle  tpte   la   \>ulle  soit   en   équilit>re. 

2°  Dans  les  mêmes  conditions  atmosphéri(pies,  chercher  la  valeur  de  la  vitesse  limite  d'ascen- 
sion d'une  bulle  de  rayon  \\„  en  admettant  que  la  résislrmee  <le  l'air  est  donnée  par  la  formule 
O  =  ASj'',  où  8  est  la  surface  d'un  grand  cercle  de  la  sphère,  h  une  constante  égale  à 
25X10~*   C.  (i.  .S.     ('.(denier   numériquement   tu    valeur  île  la  vitesse  limite    v   pour      H„  =  2'"'". 

3°  On  suppose  mainlenatd  (pie  la  t)ulle  parvienne  dans  une  région  on  ht  pression  atmosphérique 
n'est    plus    (pie     H,""'     de    mercure.    On    admet    qnr   lu   Irmprrnlinr   est    rrsirr   lu   luriiir   ri   que  iaccé- 
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lération  de  la  pesanteur,   égale  à    981  C.  G. S.,     n'a  pas  changé.  Le  rayon  de  la  bulle,  qui  était   Rq, 
devient     R^  ;     la  force  ascensionnelle  a-t-elle  changé  ? 

Admettant  que  le  coefficient  k  est  proportionnel  à  la  pression,  chercher  comment  varie  la 
vitesse  limite  en  fonction  de  la  pression.   La  bulle  s'élèvera-t-elle  indéfiniment  ? 

4°  On  tiendra  compte  désormais  de  la  différence  entre  la  pression  intérieure  pi  et  la  pression 
extérieure  p^.  On  prendra  pour  la  tension  superficielle  du  liquide  la  valeur  A  =  30  mg.  poids  cm. 
On  posera  pi  =  Pe  (1  +  f)  et  on  calculera  e  pour  Rq  =  2"".  La  force  ascensionnelle  au  niveau 
du  sol  a  une  valeur  F^  =  F  (1  + 1])  légèrement  différente  de  F.  Calculer  la  fraction  r\  (pour 
Ro  =  2'""). 

5°  De  même,  lorsque  la  pression  extérieure  a  pris  la  valeur  H^  plus  faible  que  Hq,  le  l'ayon 
de  la  bulle  na  pas  rigoureusement  la  valeur  R^    calculée  au  paragraphe  3,  mais  une  valeur  très  peu 

TT 

différente    R'^  =  R^  (1  + 1).     Écrire    l'équation   qui  donne  1\\   puis  calculer  t,   en  fonction  de    -rp- 

et  de    e  ;    on  pourra  remplacer    R\    par    R^    dans  des  termes  correctifs  et  négliger  les  puissances 

H 

de     t,    supérieures    à    la   première.    Calculer  numériquement    t,    pour     —-  =  0,729     et    une   bulle 

Ho 
ayant  sous  la  pression    Hq    un  rayon  égal  à  2  cm. 

.6°  Tenant  compte  encore  de  e,  indiquer  dans  quel  sens  la  force  ascensionnelle  varie  avec  H^. 
Si  la  bulle  se  trouve  en  équilibre  à  une  certaine  hauteur  dans  une  atmosphère  dont  la  température 
est  supposée  constante  et  où  la  pression  décroît  régulièrement  à  mesure  qu'on  s'élève,  cet  équilibre 
est-il  stable  ? 

(Ecole    normale    supérieure    et    bourses    de    licence,    groupe    l,  concours   spécial   pour   les    démobilisés    de    1919.) 

4 
1 .   La  masse  du  gaz  contenu  dans  la  bulle  a  pour  expression  —  uR^  X  0,00123  x  0,4. 

O 

La  masse  de  la  paroi  est  égale  à    4TrR5  x  0,0002  x  I ,    où  0,0002  représente  l'épaisseur  de  la  paroi  en 

centimètres. 

4 
La  masse  de  l'air  déplace  est    —  irRg  X  0,001^3. 

On  en  déduit,  pour  la  force  ascensionnelle,  en  grammes-poids, 

(1)  F  =  47rR^r  j  Ro  X  0,00123  (  1  —  0,4)  —  O^OOOâl  • 

En  faisant    R^  =  2"=",     on  trouve    F  =  \A'^^,1. 

La  force  ascensionnelle  serait  nulle  et,  par  conséquent,  la  bulle  en  équilibre  pour  une  valeur  de  R  telle 

que  l'on  eût  '  i-RX  0,00123(1  -0,4)  -  0,0002  =  0, 

O 

1 

d'où  l'on  tire  R  =  -r-^-  =  O^'^.Si. 

1,23 

2.   La  force  ascensionnelle,  en  unités  C.  G.  S.,  a  pour  expression 

47rR2ri.  R„  X  0,00123  (1  —  0,4)  -  0,0002l981  ; 

la  résistance  de  l'air,  25  X  10~^  X  jrRgu^ 

Ces  deux  forces  seraient  égales  pour  la  valeur  limite  de  v.  On  aurait  alors 

25xl0-=Xu2  =  4riRo -h  0,00123  (1—0,4)-  0,0002l981 . 

Pour    R(,  =  2,     le  calcul  donne  «  =  67,6 
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3.  La  masse  du  gaz  est  invariable,  celle  de  la  paroi  liquide  également.  U  masse  de  lair  déplace  occupe 
sensiblement  le  môme  volume  et  est  sensiblement  à  la  même  pression  que  le  gaz  ;  elle  est  donc  égale  à  la 
masse  du  gaz  divisée  par  la  densité  de  celui-ci  et.  par  conséquent,  invariable.  La  force  ascensionnelle  est 
donc  constanic. 

Sous  la  nouvelle  pression  11„  le  rayon  de  la  bulle  est  devenu  K,  et  le  coelTicient  k  a  été  multiplié  par 

ir 

le  rapport  des  pressions  — ^    La  nouvelle  vitesse  limite  est  donc  donnée  par  récjualion 

-rp  X  25  X  10^  X  ^Rry'  =  F. 


D'autre  part,  la  loi  de  Mariolle  donne 

(2)  -51  =  - 

H3 

Remplaçons  R,  par  cette  expression  ;  il  vient 


23xlO-^X-Roo»  =  yI^ 
Soit  f'o  la  valeur  de  v  correspondant  à     II,  =  11„  : 

25x10-»XrR2u,i  =  F, 
d'oîi  l'on  déduit  o»  —  v-(  —  \  *  • 

Le  carré  de  la  vitesse  limite  varit;  en  raison  inverse  de  la  racine  cubique  de  la  pression  et  celle  vitesse 
croît  quand  la  pression  diminue.  On  s'en  rend  compte  a  pnori  par  ce  fait  que,  dans  l'expression  de  la 
résistance  de  l'air,  la  diminution  de  k  fait  plus  que  compenser  l'augmentation  de  R,. 

La  bulle  sélèvcrait  indéfiniment  si,  devenant  trop  mince,  elle  ne  devait  pas  finir  par  crever. 

4.   Les  pressions  étant  évaluées  en  unités  C.  (J.  S  ,  on  a 

.    '»-^  / .        4A   I  \ 


d'où,  pour     R  =  2, 


4x0.0;{xî»«l  I 

X-=T. T:z-r. ^rr  =  O.OOOOoS. 
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La  pression  du  gaz  intérieur  étant  plus  grande,  dans  le  rapport  l  -h  e,  cpio  la  pression  ambiante,  il 
sulFil.  pour  calculer  la  force  ascensionnelle  F,,  de  multiplier,  dans  l'expression  (i),  la  densité  0,'i  du  gaz 
par     1  -f  £,    ce  qui  donne 

K.  =  K  --';  .lV',XO,O0llTxn.U,  ou  K.  =  v\  1 R..XO.OOt23xO.^. T 

•^  •  L  R„XU,U0123X0,G -U,UO(KJ  J 

En  faisant     R„  =  i,     on  trouve 

F,  =  vl  \  —  ^t\,  ,r,,ù  r,  =  —0,000065. 

Comme  on  pouvait  le  prévoir,  F,  est  plus  petit  que  F,  puisqu'une  augmentation  de  pression  du  gaz 
équivaut  à  une  augmentation  de  sa  densité. 

5.  Pour  calculer  R,,  remarquons  (pi'aux  pressions  extérieures  II„  et  II,  correspondent  des  pressions 
intérieures  ayant  respectivement,  on  unités  C.  G.  S  ,  les  expressions  suivantes  dans  lesquelles  ,u  désigne  la 
masse  spécificpie  du  mercure, 

'«A  ,,  4A 
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La  relation  (2)  doit  donc  être  remplacée  par  la  suivante 

R'  =  R 


4A 

'^^"^  rT  I 


soit,  sensiblement,  en  remplaçant  dans  le  terme  correctif  Rj  par  Ri, 

4A 


R'i  =  Ru 


4A 
Rq 


R, 


ihi^g 


R„ 


H.-:? 


4A /Hi\i 


Rn    MI 


ou,  en  remarquant  que 

et  remplaçant  R^  en  fonction  de  Ri 


1 


4A 

^  =  -5-Xtï 

Ro  "oi^^ 


3± 

R. 


1 


Si     iii  ^  0,729,     on  a     (  —  )=>=  0,81,    et  bi  l'on  pose    R;  =  R,  (1 -i- 


on  trouve 


19 


243 


—  0,0000045. 


6.  Soit  G  la  masse  du  gaz  et  F  la  masse  de  la  paroi.  La  masse  de  l'air  déplacé  est 

G         »,  G  1 

0,4         p.  0,4        1+e 

e  correspondant  maintenant  à  une  valeur  quelconque  de  la  pression.  La  force  ascensionnelle  est  donc 


^  =  ^^h^^ 


-1  -p 


F 


or  =-<a- 


ou,  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  £, 

4A  1  .  .        .  4A  /  H.  M     1  ,        .     ,  .         . 

Or,   £  =  ^p— X  77 '     soit  approximativement  -=-—    — -  y  — »   et  varie  donc  en  raison  inverse 

R        Hi[^^  ^^  Ro  \  Ho  /    \\i\>-g 

de  Hi  ^  .  Si  H,  diminue,  t  augmente,  la  force  ascensionnelle  diminue  et  la  bulle  peut  se  trouver  en 
équilibre  à  uae  certaine  hauteur.  La  force  asceasionnelle  devenant  négative  au-delà  de  cette  hauteur,  cet 
équilibre  doit  être  stable. 

Solution  convenablement  développée,  mais  seulement  en  partie  exacte  de  M.  P.  Millon,  à  Paris. 

^-0.4"^  (i'  ^]  t  QUESTION  PROPOSÉE 

2584.  —  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  Oa;,  Oy,  on  considère  les  courbes  (C)  de  ce 
plan  qui  possèdent  la  propriété  suivante  :  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  H  la  projection  de  0 
sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe,  la  médiane  01  du  triangle  OMH  a  une  longueur  constante  a. 

1"  Former  l'équation  différentielle  (E)  qui  lie  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  (C). 

2°  Montrer  que  si  l'on  passe  en  coordonnées  polaires  p,  w,  d'origine  0  et  d'axe  polaire  Ov,  l'équation 
différentielle  (E)  devient  l'équation  (E')  : 

3d^rf(o*  4-  fo2  —  4a«)(rfo2  +  o^rfco-)  =0.  _ 

I   .  .        .^         A  K  ni  _        ) 
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3°  Intégrer  celte  dernière  équation  différentielle,  en  se  servant  du  changement  de  variable    p»  =  a»M. 

4*  Déduire  de  l'équation  (E),  indépendamment  lie  toute  intégration,  que  si  une  courbe  (C)  ne  se  réduit  pas 
k  UD  cercle  de  centre  0,  son  rayon  de  courbure  en  M  est  égal  à  3  OH . 

0°  Montrer  que  l'équation  générale  des  courbes  (C)  peut  s'écrire,  en  désignant  par  i  une  constante  arbi- 
traire, 

t 


(f)'  = 


cos'  îi»  —  S)  -♦-  sin  '  (to  —  |i) , 
En  conclure  la  forme  des  courbes  (C). 


[Cerlifieat  de  Mathimaliquet  générales.  Paris,  1913}. 
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2527.  —  a  el  b  étant  des  (quantités  positives  doiiuéet     {a<Cb)  : 

1"  Étudier  la  variation  de  la  fonction     — '■ quand  x  varie  de  n  à  b  Iceiif  fonction  se  rencontre 

x*(//    -  X) 

dans  l'étude  du  pendule  de  Foucault)  ; 

2"  Calculer  l'aire  A  lirnilée  par  la  courbe  dont  l'équation,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires, 

n*(.r  —  a)  ,        ,, 

<)x    et    Ou,    est      y^  =  et   par   son    iisijmptote      x  =  b.      rour    int'tgrer    on    pourra    poser 

x*{b  —  x) 


*      //  —  X 


3"  Calculer  l'abscisse  du  centre  de  gravité  d''  la  pirtion  de  l'aire  A  qui  est  comprise  entre  les  deux 

droites     x  -~  a     et     x  =  -»     ri  chercher  In  limite  vers  laquelle  tend  cdie  abscisse  quand  b  augmcnl-; 

a  ->r  b 

indéfiniment,  a  restant  fiie.  Pour  trouver  cetl'  limili',  ou  pourra  prsnr     b  =  —    el  faire  tendre  t  vers  zéro. 

X  —  a 
1.    La  fonction     y  =  ? est  nulle  poiu     j  —  a     el    nfinie  poni      x  =  b  ;      elle  est  con- 

x'(o  —  X) 

slammenl  positive  dans  l'inlervalie  (a,  b).  Sa  dérivée, 

,T{h  — a\  —  'i(.r  —  n)(b  —  T) 

^    "^  x\t>  —  xY  ' 

est  visiblement  positive  dans  le  voisinajfe  de     x  —  a     el  de    j-  =  h.     Dans  l'intervalle  [a,  b)  elle  a  le 

signe  de  son  numérateur 

j.^(j  _  „)  _  ii(x  —  a){b  —  .r)  £3E  2r*  —  (3a  -^  b)x  -+-  2a'/  ; 

c'est   un    trinôme    du    second    degré    dont    les    racines    sont    réelles    ou    imaginaires    suivant    que 

{'ia-^b)*  —  i(\ab  =  b^  —  i{)ab-\  9a*  =  {b  —  a){b  —  9a)     est  positif  ou  négatiL 

i°     a<C.b  <  l)a  :     le  trinôme  n'a  pas  de  ra«  inrs;  y'  est  positive  dans  tout  l'iolervalle  {a,  b)  el  y 

croit  de  0  à    -h  »  . 

Mrt  -f-  h 

f     b  =  9n  :     le   trinôme   a  une   racine   double,     x  —  =  3f7,     comprise   entre  a  v\   b  ; 

4 

y'  s'annule  sans  changer  de  signe  pour     x  =  l]n     et   y  croit  encore  de  0  à     -h  x  ;     pour    x  =  ,1f?,     la 

courbe  présente  un  point  d'inilexion  à  tangente  liori/.oniale. 
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3°    9a  <  6  :     le  trinôme  a  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  a  et  b,  car  on  a    a  <  — ^— —  <  6 

4 

et        f{a)  =  a{b-a)>0,  f(^^^—\  =  __(*  _  a)(6 -9a)<  0,  f[h)  =  b{b-a)<0. 

y   s'annule  en  changeant  de  signe  pour  deux  valeurs,  x^  et  x^,  comprises  entre  a  et  6  et  séparées 
par ;     y  croît  de  0  à  un  maximum  1/,,  puis  décroît  de  y,  à  un  minimum  y,  et  croît  ensuite 

jusqu'à    -f- 00  .     Les  valeurs  de  Xi  et  Xq  sont  données  par  la  formule 

3n-hbznz  ^(b  —  a)(tj  —  ^a) 
x  =  ^ 

et  les  valeurs  de  j/i  et  y^  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

/y2  +  1 8aô  —  27a2  =+=  v/(6  —  a)(6  —  9a)» 


y  = 


^ah'^ 


2.   L'aire  A  a  pour  valeur    A  =  2  /    — \J  j —dx.     Si  l'on  pose     sJ  ^ =  t,     on  en  déduit 

X  —  a         b  —  X         b  —  a 

d  ou  X  =  a-\ ^  = -,  dx  — 


2(6  —  a)tdt  r+- 

x'xir:f:7iF=4«'(»-")y.     ^^ 

Posant 


A  =  2r^""^^^'' 2(6-a)<û^f         ,  ,,^       ^  /^+-  <2rf< 


/^  A  B 


et  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

/2=  A(l  -{-r-)-^B[a  +  bl^). 

^                          et                        a            /          a  \  a 

Pour     /2= -,    on  a -  =  Al -),     d'où     A=  — 


b  h  \  b  J  b  —  a 

1 

et  pour     l*  =  —  \,  —  \  =  B(a  —  /»),  d'où     B  = 

b  —  a 

On  est  ramené  à  calculer 

La  première  intégrale  se  calcule  immédiatement  : 

Pour  calculer  la  seconde;  on  posera     t  =  uW— L,     d'où     rf^  =  rfuv/— » 
L'aire  A  est  donc  égale  à    40^  -^[  1  —  y -^  )  =  2-a"(  1  — V -7- )  " 


3.     L'abscisse  du  centre   de   gravilé   de   l'aire  comprise  entre  les  deux  droites    x  =  a    (/  =  0) 
lab 


<'(       X 


a  -\-  b 


I  I  II  \  fxydx 

{  t  —\/  -  -       est  donnée  par  la  formule     X  =  '     '  , —  •     Or, 

V         >     6  /  fudx 
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Pour  calculer  cette  intégrale,  on  remarquera  que 

1  — f»      .         {^i^  —  'ii*,  dt  ^      t*dt 


i^±^_^4.=JL„=  't'--:'-,/>^^4^-^ 


d*où  l'on  déduit 

„  r    iHi  r   dt  t  ^  ,        t 

On  aura  donc,  i)our  l'intégrale  déOnie,  _ 

Jxydx  =  a\0-  a)[arc  tg  /  -  Y^Tf],  '    =  "'^*  ~  ''^['''''  *°  ^T  ~  ^J  * 
De  même, 

Par  suite,       r^rf-r  =  ^a^l arc  tgy -^  —  V -^  •  jj  • 

L'abscisse  du  centre  de  gravité  de  l'aire  envisagée  est  donc 

/a           sjiib 
arctgV-; r 


X=' 


arctgV/-^-V/-^.-r 


b        ^    b      i 
Pour  trouver  la  limite  de  X  quand  b  augmente  indéfiniment,  posons     b  =  —  ',     il  vient 

arc  tg£ 


x  =  7«-7^ ^ r- 

arc  tp  E  —  e.  — 

4 

Remplaçant  arc  tg  ;  et    j-     par  les  premiers  termes  de  leurs  développements  en  séries, 

arc  tge  =  e  — y-+-  JZ^T^  =  ^  ~ ''^ -^  "  '  ^ 

il  vient  ^ 


2 


■I-t) 


a               3 
et  la  limite  cherchée  est      \  =  —  x 


T       H'-t) 


P.    L. 


Bonnes  solutions  île  MM.   IUba»  RaymoncJ.  ^.ole  (iart>  et  méli.rs  .ie  Paris  ;  A.  Bu«KB,à  Alger.  A.  Hitinel.  à  Canne»  ; 
Maurice  Monskau,  lycée  de  Brest  ;  L.  Sutrk,  h  Uenni  s. 

252S.—  On  donne,  par  rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaire»,  Ox  et  Oj/,  une  circon- 
férence (C),  de  rnijon  U,  ayant  son  centre  sur  Ox  ru  un  point  C,  d'abscisse  posiliie  a.  f'n  point  mobile  P, 
qui  parcourt  cette  circonférence,  est  le  centre  d'um-  circonférence  (1),  de  rayon  variable,  assujettie  à  rester 
tangente  à  l'axe  Oy.  On  désigne  par  t  l'angle  variable,     t  =  (Cx,  CP).     que  fait  avec  l'axe  Ox  le  rayon  CP. 
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1°  Démontrer  que  la  circonférence  variable  (r)  est  tangente  à  son  enveloppe  en  deux  points,  l'un  placé  sur 
la  droite  Oj/,  Vautre,  M,  ayant  pour  coordonnées   x  =  2cos^  ^f/z  +  Rcos  t),  y  =  a  sin  2/-+-R  sin  <(2h-  cos  2<) 


2o  Tracer  la  courbe  (E),  décrite  par  le  point  M,  dans  l'hypothèse     R  = 


2v/-2 
3 


3"  Calculer,  à  l<=m  /)ré5,  /a  longueur  totale  de  la  courbe  (E),  rfans  ce/<e  înéme  hypothèse,  et  en  suppo- 
sant    a  =  1™. 

4°  Le  point  P  occupant  une  position  quelconque,  déterminer  le  point  d'intersection  de  la  tangente  en 
V  à  la  circonférence  (C)  avec  la  tangente  en  M.  à  la  courbe  (E)  ;  el  comparer  les  directions  de  ces  deux  tan- 
gentes. En  déduire  la  construction  géométrique  du  point  M  et  de  la  tangente  à  la  courbe  (E),  connaissant 
le  point  P.  Construire  géométriquement  les  tangentes  menées  à  la  courbe  (E)  parallèlement  à  une  direction 
donnée. 

N.  B.  —  On  appréciera  les  solutions  qui  s'aideront  de  considérations  géométriques  :  en  particulier,  la 
quatrième  partie  p  ouït  a  être  traitée  sans  calcul. 

1.   Les  coordonnées   du   point    P    sont    x  =  a  -\-B.  cos  t,    y  =  R  sin  ^     Le  cercle   (r)   a  pour 

équation 

[x  —  (a  -h  R  cos  <)]»  -t-  (y  —  R  sin  t)*  =  (a  -H  R  cos  ty, 
ou  en  simplifiant, 

(1)  a;2  -  2(a  H- R  cos /Jx -4- (y  —  R  sin  <)^  =  0. 

Les  poinls  caractéristiques  sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  droite 

(2)  2Rsin  <.x  — 2R  cos  <(y  —  R  sin  0  =  0 

menée  par  le  point  de  contact  Q     (a?  =  0,     y  =  R  sin  t)     où  (r)   touche  Oy,  parallèlement  à   CP  (de 

coelficient  angulaire  tg  t).  Ce  résultat 

était    facile    à    prévoir  géométrique- 
ment :    si   on  prend   deux  positions 

voisines  P  et  P'  du  point  P  sur  le  cercle 

(C),  les  deux  cercles   correspondants 

(r)  et  (r')   se  coupent  en  deux  points 

m  et  q,  tels  que  la  droite  mq,  qui  est 

leur  axe  radical,  soit  perpendiculaire 

à  la  ligne  des  centres   PP'.   P'  venant 

se  confondre  avec  P,  le  point  q  vient 

se  confondre  avec  Q  et  ^rn  a  pour  posi- 
tion limite  la  perpendiculaire  menée  du  point  Q  sur  la  tangente  en  P  au  cercle  (C)  ;  le  point  m  a  pour 
position  limite   M,    symétrique  du  point  Q  par  rapport  à  cette  tangente.  En  ce  point  M,   la  courbe 
enveloppe  admettra  pour  normale  le  rayon   P.M  du  cercle   (F).   Soit  0  l'angle  que  fait  PM-  avec  Ox  :  la 

tangente  au  cercle  PT  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à     <-<-  y"'     ^"^  ^^^  bissectrice  de  l'angle  formé  par 

PM  (direction  6)  et  PQ  (direction  tt)  ;  on  a  donc    t-h^  =  — ^»    d'où  0  =  2/.   Or,    PiM  =  a -t- R  cos  <. 

On  en  déduit  les  coordonnées  du  point  M  : 

ar  =  a  -H  R  cos  <  -h  (a  -f-  R  cos  0  cos  2/  =  2(a  -h  R  cos  0  cos*  t, 
y  =  R  sin  «-f-(a  -t-K  cos  <)  sin  2<  =  a  sin  2<  +  R  sin  /(1-+-2  cos*  0- 
Pour  vérifier  ces  valeurs,  nous  tirerons  de  l'équation  (2)    y  —  R  sin  /  =  x  tg  /. 
Portant  dans  l'équation  (1),  il  vient 

x^  —  2(a -I- R  cos  t>  H- xMgM  =  0, 


3/ 

T 

V^^^~^  M. 

\.. 

/    /K      / 

\ 

/        /          \        / 

\ 

^  ^^ "^  ' 

Q 

W      "     1 

/ 

0 

^ 

y 

i/ 

^^fm^""-^ 

sV 

^ 

~j^  / 

\ 

\ 

Il  /  "^ 

\r' 

\ 

Q' 

V  ->^ 

1 

\ 

Q 

\^ 

; 

0 

\^ 

/ 

d'où    X  =  0,     correspondant  au  point    Q,    et    x  = 
pondant  au  point  M  ;  d'où  l'on  déduit 


2(a  -t-  R  cos  0 
1  -H  tg^  t 


=  2(a  -+-  R  cos  t)  cos*  t,     corres- 
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1/  =  Il  fin  <  -^  2(a  ■+-  H  cos  0  sin  /  cos  /  =  a  sin  2/  -+-  R  siii  M  -h  i  cos*  0» 
valeur  équivalente  à  celle  qui  est  itidiquée  dans  l'énonce. 


ày 


2.  Pour  construire  la  courbe  (E),  on  calculera  d'abord  les  dérivées  de  x  et  »/  par  rapport  à  l 

dx 

-^  =  ~  2R  sin  /  cos*  <  —  4(a  +  R  cos  0  cos  /  sin  /  =  —  sin  2/(ia  -4-  3R  cos  0, 


^^    =  2a  ces  2/  ^  R  cos  t{l  -H  2  cos-  /)  —  4R  sin-  ;  cos  <  =  ^a  cos  2/  -+-  R  cos  <(1  -h  2  cos»  /  —  4  sin»  /) 

=  2a  cos  ^l  -+-  R  cos  /^3  cos*  t  —  3  sin^  /)  =  cos  2/r2a  -r-  3R  cos  /) . 

En    général,   ces    deux    dérivées  s'annuleionl    simullanément,    en    chang<  ant    de    >ignp,    pour 

2"       /  „         2a  \ 

cos  t  =    -  — -     (  en  supposant     R  >  —  J  ,    ce  qui  fait  prévoir  un  point  de  lebroussennenl  pour  (E)  ; 


diins  le  cas  que  Ton  doit  étudier,     R  = 


,    celle  valeur  de  cos  /  fe  réduit  à 


»    qui  annule 


du  dy 

le  facteur     cos  2f  =  2  cos-  t  —  1     de  — —  ;  donc  — -  s  annulera  sans  changer  de  signe  et  on  aura  un 

point  de  rebroussement  à  tangente  liorizontale.  Le  coeffirietit  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (E) 

du  /  TZ    \ 

au  point  M  est    m  =  -j-  =  —  colg  2i  =  Ig  /  2/  -+-  —  j  ,    résultat  prévu,  puisque  la  normale  PM   fait 

avec  Ox  un  angle    '>  =  'il. 

Enfin,  remarquons  que  la  courbe  (E)  est  rerliliable  dans  tous  les  cas,  puisque 

(  dsy     /  dxy     /  du  \* 

d  (.11  _        ds  =  \  2a-i-3Rcos  l  \  dt. 

iav/2 
Dans  rhyftothèse     R  =  — : —  i    on  a 


2v^2 


ia^i 


dx 


T  =  2(1  cos2  /(  1  H ~  cos  t  Y  II  =  a  sin  il  -h  -^ —  sin  /il  -f-  2  cos*  r), 


=  —  2a  sin  2/(1  -+-  v^î  cos  0, 


-^   ='ia  cos  2/(1  +v'2cos  /)  =  2a(/2cos  /—  l)(v/2cos  / -i- 1;'. 

la  courbe  est  évidomnipnl  symélrique  par  rap- 
port à  Taxe  des  x  (changement  de  /  ea  — t);  il  suffît 
pour  l'éludier  de  faire  varier  /  de  0  à  t..  On  a  le 
tableau  suivant 


/ 

0 

371 

4              -1           \ 

t: 

X 

i.;(i+^ 

f) 

\  «5  N  0  /  ^  X 

-('-!-^) 

y 

0 

,    7a    ^     2a»/ï\     a      ^ 

'      3      *    3    ^  a  / 

0 

m 

—  « 

0         r^-x          0 

-H  X 

On  fn  déduit  la  forme  de  la  courbe. 

3.  Longueur  dt'  l'nrc.  —  On  a,  dans  le  cas  actuel, 

f/i  =  2a  I  «  H-  vï  cos  /  I  dr. 

3n  . 

Pour  0</<  -;— .    on  prendra  </*  =  2afl -4- v  zcosOa/, 
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et  pour    —^  <  <  <C  '^»    rfs  =  —  2a(  1  -f-  /2  cos  t)di.    Par  suite,  •— 

4 

arc  ABDE  =  i  ^  ^a{\  ^  ^t  cos  t)dt  =  [ 2at -h  "-la ^/I  sin  fV  =  2a(-^-hl 


et 


doù 


arc  EF  =  /    —  2a(l -+- v^^  cos  Ofif<  =  [— 2a<  —  2av/ï  siii  M    =  _2flr -h  2a[^^  4- l). 


arc  ABL)EF=^  a(:i-H- 4)  —  2fl-  =  a(Tr  +  4), 
et,  pour  la  longueur  totale,     2a(--i-4).     Pour    a  =  1"",     la  longueur  totale  sera,  en  mètres,     Sr-i-S, 
soit  14™, 28,  à  1  centimètre  près. 

4.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  première  pailie,  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (E),  qui  n'est 
autre  que  la  tangente  MT  au  cercle  (r),  rencontre  la  tangente  en-P  au  cercle  (C)  au  point  T  situé  sur 
0(/.  C'est  ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  par  le  calcul. 
.La  tangente  en  P  au  cercle  (C)  a  pour  équation 

X  —  n  —R  cos  t         y  —  R  sin  / 
—  R  sin  f  R  cos  t       ' 

ou,  en  ordonnant, 

X  cos  t  -\-  y  sin  t  —{a  cos  ^  -t-  R)  =  0 ; 
de  même,  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (E)  a  pour  équation 

a;  —  t>(a-i- R  cos  f)  cosM   _   y  —  a  sin  2<  —  R  sin  <(l -4-2  cosM) 


—  sin  2/(2«  H-  3R  co&  t)  cos  ttcla  H-  ;iR  cos  i) 

un  n:i  u\ 

X  cos  2<  -f-  y  sin  2/  —  2  cos  t{a  cos  ^  n-  R)  =  0. 
Leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 


a  cos  t  -H  R  ?in  t 

2  cos  i{a  cos  t  -+-  R)       sin  2< 


(a  cos  /-t-R) 


1  sin  t 

2  cos  t      sin  2< 


cos  t         sin  l    I 

1 

cos  '21        sin  2;  | 

cos  t  a  cos  <  -h  R 

cos  t'/       2  cos  <(a  cos  < -f- R) 


(a  cos  t  -+-  R) 


sin  t 

cos  <  1 

cos  2<      2  cos  / 


=  V, 


cos  i         sin  < 
cos  2f        sin  2/ 


sin  / 


a  cos  < -h  R 
sin  t 


c'est  bien  un  point  de  Oij. 

t'es  équations  mon  lient  en  outre  que  la  première  tangente  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à     f  -t-  —  '   la 

seconde  un  angle  égal  à    2<  H- -- .    ce  qui  r^sulte  d'ailleurs  des  considérations  géométriques  indiquées 

plus  haut. 

Gela  étant,  connaissant  le  point  P  sur  le  cercle  ((-),  pour  construire  le  point  M  correspondant,  on 
mènera  la  tangente  en  P  au  cercle  (G)  jusqu'à  ja  rencontre  en  T  avec  Oy,  et,  de  ce  point  T,  la  seconde 
tangente  TiM  au  cercle  (r)  ayant  pour  cenlie  le  point  P.  M  sera  le  point  cherché  et  MT  la  tangente  en 
ce  point  à  la  courbe  (E). 

Soit  enfin  à  mener  à  la  courbe  (E)  les  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  TP  est  visible- 
ment bissectrice  de  l'un  des  angles  formas  par  MT  avec  Oy  ;  le  problème  revient  à  mener  au  cercle  (C) 
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les  tangentes  parallèles  à  deux  directions  données  ;  on  obtiendra  quatre  points  de  contact  P   et  par 
suite  quatre  points  M  et  quatre  tangentes  répondant  à  la  question. 

P.   L. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Babas  Raymond,  école  d'arts  et  métiers  de  Paris;  Raymond  Ciiirol,  ingénieur  à  Douvrin; 
A.  HrTiNEL,  à  Cannes;  F.  Maisonnet,  à  Chamberet,  Corrt/.e  ;  M.,  à  Guéret  ;  M.  Roux,  instituteur  au  Creusot  ;  C.  Diltoyi; 
AL.  VP,  Paris  ;  L    Sutre,  à  Rennes.  

2529.  —  Un  corps  solide^  homogène,  pesant,  a  la  forme  d'un  cylindre  circulaire  droit  dont  la 
hauteur  est  égale  au  raijon  de  la  base.  Il  repose  sur  un  plan  incliné,  par  trois  saillies  hémisphériques,  de 
dimensions  négligeables,  réduites  à  trois  points  A,  (3,  C,  placés  aux  sommets  d'un  triangle  éguilatéral  ÏMcrit 
dans  la  circonférence  de  base.  Le  frottement  au  contact  du  plan  avec  les  deux  saillies  U  et  C  est  très  faible 
et  sera  considéré  comme  nul  ;  mai<!  au  contact  avec  lu  troisième  saillie  A,  t7  y  a  un  frottement  de  glissement 
su/^sanl  pour  qu'il  soit  possible  de  placer  le  corps  sur  le  plan  de  façon  qu'il  y  repose  en  équilibre. 

On  désigne  par  a  l'angle  aigu  d'inclinaison  du  plan  sur  un  plan  horizontal,  par  a  le  rayon  et  la 
hauteur  du  ci/lindre,  par   P  son  poids,  par  f  le  coef^cient  de  frottement  en  A. 

1»  Démontrer,  sans  ca'cul,  que,  lorsque  le  corps  est  en  équilibre,  le  point  A  se  trouve  dans  le  plan 
vertical  qui  contient  l'axe  du  cylindre.  On  n'étudiera  dans  la  suite  que  la  position  pour  laquelle  le  point  A 
se  trouve  placé  au-dessus  de  la  droite  BG. 

2°  Déterminer  en  direction,  sens  et  intensité,  les  réactions  exercées  en  A,  B,  C,  pur  le  f)lan  sur  le  corps. 
V  On  fait  varier  la  pente  du  plan.  Pour  quelle  valeur  extrême  de  cette  pente  l'équilibre  se  rompt-il? 
et  de  quelle  façon  tend-il  à  se  rompre  lorsque  cette  valeur  extrême  est  atteinte  ?  Calculer  cette  valeur  dans 
l'hypothèse     /"  =  1 . 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point   A,   pour  axes  :  Ax  suivant  la  ligne  de  plus  grande 

pente  du  plan  incliné  dirigée  vers  le  bas,  Aj/  suivant  l'horizon- 
tale du  plan  incliné,  en  avant  et  A:  suivant  la  normale  dirigée 
vers  le  liant.  Les  forces  agissant  sur  le  corps  solide  sont  :  son 
poids  représenlé  par  un  vecteur  P,  appliqué  au  point  G.  milieu 
(le  la  ligne  (jui  joint  les  contres  0  «t  0'  dos  deux  bases;  des  réac- 
tions (normales)  du  plan  incliné,  Q,  applicjuée  en  B  et  (Js  appli- 
quée en  C,  et  eniin  une  réaction  (oblique)  du  même  plan  en   A, 

T 

soit  R,  telle  que  le  rapport  —  de  sa  composante  langentielle  à  sa 

composante  normale  soit  inférieur  ou  an  plus  égal  au  coellicicnt  de  frottement  /. 

Si  l'équilibre  a  lieu,  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces  par  rapport  à  A:  sera  nulle,  ce 
qui  exige  que  Mom',  P  =  0,  car  la  réaction  II  rencontrant  A:  et  les  réactions  O,  et  o.  lui  étant  paral- 
lèles, leurs  monuMits  par  rapport  à  cet  axe  sont  nuls.  Le  vecteur  P  sera  donc  situé  dans  un  plan  conte- 
nant A:;  or,  ce  plan  est  vertical,  puisqu'il  conli.Mit  P;  il  contient  évidemment  l'axe  du  cylindre,  qui 
est  la  parallèle  à  A:  menée  par  le  point  (i  :  c'rsl  donc  le  plan  vertical  mené  par  l'axo  du  cylindre;  il 
coupe  le  plan  incliné  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  menée  par  le  point  A,  c'est-à-dire  suivant  Ax- 

D'après  l'énoncé,  la  droite  BC  se  placera  an-dessous  de  A,  perpendiculairement  à  AO,  donc  suivant 

.       .  3a  _4_      v'3       .,      ,  ,  . 

une  horizontale;  les  points  B  et  C  auront  pour  coordonnées    x  =  —  .    y  =  ±a  —  ;    il  est  bien 

évident  (jue  tout  se  passeia  symétriquement  par  rapport  au  plan  des  zx  :     Oi  =  Oi  =  <J    'l  la  réaction 
en  A  se  réduira  à  une  composante  normale,  N,  suivant  A:  et  une  composante  tangpntielle  T,  suivant 

/3a  \ 

A.r  et  en  sens  contraire.  Kn  rempla(;ant  0,  et  Q,  par  leur  réî-uitante  20  appliquée  en  11.  x  =  -j-  •  !/  =  0J» 

on  sera  ramené  aux  conditions  d'équilibre  d'un  système  plan  : 
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Psina-T  =  0,  N4-2Q  -  Pcos  a  =  0,  ^  P  sin  a -+- aP  cos  a  -  3aQ  =  0. 

[Cette  dernière  équation  exprime  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  Ay  est  nulle.  En  effet, 
le  poids  F  a  pour  point  d'application  G,  de  coordonnées  a,  0,  —  ,  et  pour  composantes  P  sin  a,  0, 
—  P  cos  a  ;    son  moment  par  rapport  à  \y  est  donc 

—  .  P  sm  a  — a(—  P  cos  a)  =  —  P  sin  a  -f-  aP  cos  a. 

Pour  la  résultanle,  2Q,  des  réactions   Qj  et  Qa,  le   point  d'application  est    — ,    0,    0,    lescompo- 

santés  0^  0,  2Q  et  le  moment,    0 —x2Q  =  —  3aQ. 

Enfin,  pour  N  et  T  les  moments  sont  nuls.] 
On  tire  de  là 

^P.  P  ,.Tr.  /P.  2P  \P 

Q  = -^  sm  a-h— -  cos  a,     N  =  P  cos  a  —    -— sm  a-f- — -  cos  a    =-— (cosa  —  sin  a),     T  =  Psin2, 
b  ô  \  à  o  /        3 

Pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  il  faudra  : 

1°     N  >  0,     exprimant  que  le  corps  repose  sur  le  plan  incliné,  d'où     1g  a  <  I,     a  <  —  ; 

f                                                     f 
2°    T  <  /^N,    c'est-à-dire    sin  a  <-7-  (cos  a  —  sin  a),    ou    tg  a  <  — -,    condition  qui  entraîne 

ô  O   -{-   f 

la  précédente. 

=  1,     on  trc 

pour  retenir  le  corps,  qui  glissera  sur  le  plan  incliné  de  façon  que  le  point  A 
décrive  la  ligne  de  plus  grande  pente  Ao:. 

Étudions  le  cas  où  le  point  A  serait  au-dessous  de  BC.   Les  équations 
O"^'^  /  d'équilibre  seraient 

Psina  — Tr=0,     N -j- 2Q  — P  cos  a  =  0,    -|- P  sin  %— oP  cos  a  h-SaQ  =  0, 

P  P  /  2P  P  \         P 

d'où      0  =  __  cos  a sin  a,       N  =  P  cos  a  —  (  —  cos  a —  sin  a  )  =  —  (cos  a  -h  sin  a)      (  t 

3  G  \    'i  3/3 

T  =  Psina;     il  faudra     Q  >  0  (tg  a  <  2)     et    T  </Nnga  ^   .    _  .)•     Pour    /"=!,    on  trouve 


1  1 

Pour    f=  \,     on  trouve     tg  a  < —     Pour    tg  a  >. — ,    la  réaction  tangenlielle  est  insuffisante 

4  4 


P.    L. 


Bonnes  solutions  de  MM.  A.  Hdîinbl,  à  Cannes;  C.  Delvoyk;  L.  ScinE,  à  Kennes. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1921) 


ÉCOLE  CENTRALE  [Suite). 


0 


A 


1 1  195.  -  Un  point  M  se  dt'-place  sur  la  rliaînette  y  =  rh  x  d'un  mouvement  uniforme.  Autour  de  ce  point  M,  tourne, 
d'un    mouvement    uniforme,    un    système    d'axes  de   coordonnées   rectangu- 
laires MX.  MY.  On  demande  d'étudier  le  mouvement   d'un   point  flxe  de  ce 
plan  mobile. 

—  10(5.  —  On  a  (|nalre  barres.  OAF'R,  tournant  autour  de  0  et  de  A, 
(|ui  sont  fixes;  le  mouvement  de  1'  est  uniforme;  étudier  l'allure  de  It, 
sachant  que    OA  =  OH  =  n,     AP  =  \'\\  =  6    et  a  <  6. 

—  107.  —  l'ne  droite  AB  de  longueur  constante  plisse  sur  deux  axes 
de  coordonnées  rcrlanpulaires.   On  donne  la  vitesse  w*  du  point  A,  ainsi  que 

son  accélération  y*.  On  a<lieve  le  rectanple  OAOB;  étudier  le  mouvemL>nl  du  point  0". 

—  108.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  dans  le  pl.in  des  x//,  un 
point  M  décrit  le  cercle  j;'  -^  y'  =  II';  dans  le  plan  des  yz  un  point  M  décrit  le  cercle 
j/>  -+-  3«  =  h';  lorsque  le  point  M  est  en  A,  le  point  M  est  en  B  et  les  mouvements  de  M 
et  M  sefficlutnt  suivant  la  même  loi.  Étudier  le  mouvement  du  point  P,  milieu  de  la 
droite  .MM". 

—  100.   —  On  donne  trois  :ixes  de  coordonnées  rectangulaires,  dans  le  plan  des  xz  la 
parabole  2'  =  2px  et  dans  le   plan  des  yz  la  parabole  y'  =  2pz .   Deux  mobiles  se  déplacent 
sur  cfs  paraboles  avec  des  ace  lérations  constantes  en   grandeur 
et  direction.  Rtudier  le  mouvement  du  milieu  de  la  droite  (|ui 
joint  les  positions  des  deux   mobiles  .'i  un    instant  quelconque. 

ôOO.   —  On  consiibre  une  circonférence  (|ui  roule  sans 

glisser  sur  une  droite  Ox  ;  on  donne  riiitensité  de  la  vitesse  et  de  laccélération  du  point  C, 
centre  «le  la  circonférence,  à  un  instant  donné  ;  on  demande  la  vitesse  et  l'accélération  du 
point  B  au  même  instant. 

_  501.  —  On  donne  un  cercle  0  et  un  ileuxiéme  rticle  de  même  rayon,  extérieur  au  premier  et  qui  roule  sur  lui, 
sans  nlisser.  On  donne  un  point  M  fixe  dans  le  plan  du  second  cercle.  Rtuiiier  le  mouvement  de  ce  point,  sachant  que  la 
vitesse  angulaire  est  égale  a  1.  Montrer  «|ue  la  normale  à  la  trajectoire  passe  à  chaque  instant  pir  le  point  de  contact  des 
deux  cercles. 

—  502.  —  In  cercle  perpendiculaire  au  plan  xOy  se  déplace  en  roulant  sur  un  cercle  de  centre  0  situé  dans  le  plan 
xOy.  Si  on  considère  un  point  M  du  premier  cercle,  on  demande  la  projection  sur  le  plan  xOy  de  la  trajectoire  décrite  par 
ce  point. 

—  r>03  —  flquilibre  d'un  point  matériel  attiré  par  chacun  des  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  proportionnellement  à 
sa  distance  ■'i  ces  côtés. 

—  îtiilk.  —  On  donne  un  triangle  ABC,  ;  un  point  M  de  son  plan  est  attiré  par  les  côtés  du  triangle  proportionnel'e- 
ment  à  ces  côtés.  Condition  d'équilibre. 

—  505.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaire»,  une  circonférence  ayant  son  centre  h  l'origine  et  de  rayon  égal  à 
l'unité;  A  étant  le  point  où  la  circonférence  coupe  l'axe  des  .r,  trouver  la  position  d'équilibre  d'un  point  M  qui  glisse  «ant 
frottement  sur  la  circonférence  et  est  soumis  à  deux  forces,  l'une  MA.  dirigée  vers  A  et  égale  à  la  distance,  l'autre  F  défi- 
nie par     .\  =  //•,  Y  =  X*,  X  et  y    désignant  les  coordonnées  du  point   M. 

—  50(1  —  Positions  d'équilibre  d'un  point  pesant  se  dépla(;ant  sans  frottement  sur  une  circonférence,  ce  point  étant 
repoussé  proportionnellement  k  la  distance  par  les  deux  extrémités  A  et  B  d'un  quadrant,  le  coefficient  attribué  au  point 
B  étant  trois  fois  [)lus  grand  que  celui  du  poirtf  A.    Cas  où  il  y  a  frottement. 

_  r>07  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  circonférence  située  sur  un  plan  incliné  ;  il  est  attiré 
par  le  point  If  pins  haut  de  la  circonférence,  la  force  d'attraction  étant  proportionnelle  à  la  distance  E(|uilibre,sans  frolte- 
ment,  puis  avec  frottement. 

—  508.  -  Positions  d'équilibre  d'un  point  M.  mobile  sans  frottement  sur  une  parabole  y*  =■  2px  et  soumis  à  deux 
forces,  l'une  dirigée  vers  le  foyer  et  égale  à  la  distance  MF,  et  l'autre  dont  les  projections  sont     —  x'  et  j/'. 

—  500.  —  On  donne  dans  le  plan  vertical  la  courbe  p  =  a".  Un  point  pesant  se  déplace  sur  cette  courbe  et  est 
repoussé  par  le  pôle  proportionnellement  à  la  distance.  On  demande  les  positions  d'équilibre. 

—  .MO  —  Positions  d'é(|UJlibre  de  deux  points  pesants  se  déi>laçant  sans  frottement  sur  une  parabole  à  axe  verti- 
cal, et  se  repoussant  en  raison  inverse  de  leur  distance. 

—  511  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  parabole  rapportée  h  .son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet.  Soient  A 
et  B  les  deux  points  de  la  parabole,  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'axe  et  ayant  la  même  abscisse  que  le  foyer. 
On  conoidère  un  point  M  non  pesant,  mobile  sur  la  parabole  et  attiré  par  les  points  A  et  B  proportionnellement  .i  la  dis- 
tance. .Sachant  i|u'il  y  a  fri>ttemcnf,  trouver  les  positions  d'éi|uilibre. 

—  512  —  In  point  M,  pesant,  mobile  sur  une  hélice  d'axe  vertical,  est  attiré  par  un  point  A  de  cette  hélice,  propor- 
tionnellement a  la  distame.  On  demande  la  position  d'équilibre. 
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513.  —  On  donne  une  hélice   tracée  sur  un   cylindre   dont   l'axe   est  incliné  à   45°   sur  la  verticale;  un  point  M, 

pesant,  se  déplace  sur  cette  hélice.    Positions  d'équilibre,  sachant  qu'il  y  a  frottement.  Même  problème  en  supposant  l'axe 
faisant  un  angle  de  SO"  avec  la  verticale. 

—  514.  —  Un  point  M  est   mobile  sans  frottement  sur  un  ellipsoïde  ;  il   est   soumis    à  deux   forces  constantes,  dont 
l'une  dirigée  vers  le  centre  de  Tellipsoïde  et  l'autre  parallèle  à  Ox  ;  déterminer  les  positions  d'é(iuilibre. 

515.  —  On  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes.    Un  point  pesant  se  meut  sur  la  surface,  sans   frottement  ;  il 

est  d'autre  part  attiré  par  le  sommet  A  sur  l'axe  Oz  proportionnellement  à  la  distance  MA.  Positions  d'équilibre  du  point 
sur  la  surface.  Cas  oii  il  y  a  frottement. 

—  516.  —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  un  paraboloïJe      —   +  -^-    —  22  =  0 

et  il  est  attiré  par  l'axe  0^,  proportionnellement  à  la  distance.  Positions  d'équilibre  du  point. 

y^        z*    - 

—  517.  —  Un  point  pesant  se  déplace  sur  le  paraboloïde    — -f- 2j;  =  0,    sans  frottement.    II  est   attire  par 

l'axe  03,  proportionnellement    à  la  distance.  Positions  d'équilibre. 

—  518.  —  On  considère  le  paraboloïde  x*  +-2y^  =  z.  Equilibre  d'un  point  pesant  repoussé  par  0:  proportionnelle- 
ment à  la  distance,  et  situé  sur  ce  paraboloïde. 

—  519.  —  On  considère  un  paraboloïde  elliptique,  d'axe  0;,  admettant  0  comme  sommet,  et  les  plans  xOz,  yOz 
comme  plans  de  symétrie.  Position  d'équilibre  d'un  point  pesant  placé  sur  ce  paraboloïde  et  repoussé  par  l'axe  des  : 
proportionnellement  à  la  distance. 

—  520.  —  On  donne  une  demi-sphère  creuse;  un  point  pesant  placé  à  l'intérieur  est  attiré,  proportionnellement  à  la 
distance,  par  une  tangente  donnée  au  grand  cercle  horizontal.  Position  d'équilibre. 

—  521.  —  On  donne  le  cône 1-  y*  —  s''  =  0  et  la  droite  x  =  d,  y  =  2z.    Un  point  M  de  l'espace, est  soumis  a 

des  forces  proportionnelles  aux  distances  de    M    à  la  surface  et  à  la  droite.  Quelles  sont  les  positions  d'équilibre. 

x^ 

—  522.  —  Un  point  est  mobile  sans   frottement  sur  la  surface  d'équation    —  +  2/' —  1  =  0  ;  il  est  attiré  par  deu  x 

forces,  l'une  F  d'attraction  vers  la  droite    x  -l-  y  ^  1,  z  =  a;,    l'autre  Q  suivant  la  normale  à  la  surface  ci-dessus.  Détermi- 
ner les  positions  d'équilibre  du  point. 

—  523.  —  On  donne  un  segment  de  droite  AB  dontle  milieu  est  0;  construire  un  vecteur  appliqué  en  0,  connaissant 
les  grandeurs  des  moments  de  ce  vecteur  par  rapport  aux  points  A  et  B.  G;"s  où  le  point  0  est  un  point  quelconque 
sur  AB. 

—  524.  —  Lieu  des  vecteurs  équipollents  à  un  vecteur  donné  et  tels  que  le  rapport  de  leurs  moments  par  rapport 
à  deux  points  0  et  0'  soit  constant. 

—  525.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires,  un  point  A  sur  0.r  et  un  point  B  sur  Ci/.  Un  vecteur  variable  OV 
est  appliqué  au  point  0,  tel  que  le  rapport  de  ses  moments  par  rapport  aux  points  A  et  B  soit  constant.  On  demande  le 
lieu  de    OV. 

—  526.  —  On  donne  un  vecteur  CD  fixe,  et  deux  points  A  et  B  fixes,  situés  l'un  sur  Ox,  et  l'autre  sur  Oy.  Surface 
engendrée  par  un  vecteur  équipollent  h  CD  et  dont  le  rapport  des  moments  par  rapport  à  A  et  à  B  soit  constant. 

—  527.  —  Une  sphère  a  son  centre  au  point  0,  origine  des  coordonnées.  Un  vecteur  MV  a  son  point  d'application  en 
un  point  M  de  la  sphère,  est  situé  dans  le  plan  tangent  h  la  sphère  en  M,  a  sa  projection  X  sur  Ox  donnée,  et  son  moment 
L,  par  rapport  à  Ox,  donné  également.  Lieu   de  l'extrémité  V  de  ce  vecteur. 

—  528.  —  On  considère  un  vecteur  pour  lequel  la  projection  sur  Oz  et  le  moment  par  rapiiorl  à  Os  sont  supposés 
constants  ;  il  reste  constamment  dans  le  plan     z  ^^  ax  -h  by  -h  c  ;    montrer  que  sa  ligne  d'action  passe    par   un  point  fixe. 

—  529.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  deux  droites  :  D,  d'écjuations  z  =a,  y  =  vtx  ; 
D',  d'équations  z  —  —  a,  y  =  — toj.  Trouver  un  vecteur  dont  on  donne  le  point  d'application  dans  l'espace  et  Us 
moments  par  rapport  aux  deux  droites  D  et  D'. 

—  530.  —  On  considère,  en  axes  rectangulaires,  le  cercle  d'équations  :  =  0,  j' -t-  y^  —  B'.  Placer  un  vecteur  dont 
l'origine  soii  sur  ce  cercle,  qui  fasse  un  angle  de  45"  avec  la  tangente  au  cercle  en  ce  point  et  qui  admette  des  moments 
donnt's  L,  M,  N  par  rapport  aux  trois  axes  de  coordonnées. 

—  531 .  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  la  courbe  définie  par  les  équations  c'  =  ay,  z^  —  a'x. 
On  donne  un  vecteur  dont  le  point  d'application  se  déplace  sur  Oz  et  dont  la  ligne  d'action  s'appuie  sur  la  courbe  donnée. 
La  projection  de  ce  vecteur  sur  Ox  est  constante,  ainsi  que  son  moment  par  rapport  à  l'axe  des  x\  lieu  de  l'extrémité  de  ce 
vecteur. 

—  532.  —  Un  vecteur  est  porté  par  une  génératrice  recliligne  de  la  surface  y^  —  z''  =  ar.  Son  origine  est  dans  le 
plan  des  yz,  son  extrémité  dans  le  plan    x  =^  a  ;    lieu  de  l'extrémité  du  moment  de  ce  vecteur  par  rapport  à  l'origine. 

—  533.  —  On  donne  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  Or  et  son  plan  parallèle  au  plan  des  yz.  Un  vecteur  PQ 
varie  en  restant  parallèle  au  plan  des  xy,  son  origine  P  se  déplaçant  sur  Os  et  son  extrémité  Q  sur  la  circonférence  donnée. 
On  prend  le  moment  du  vecteur  par  rapport  au  point  0  ;  lieu  de  l'extrémité  M  de  ce  moment 

—  534.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  quatre  lignes  d'action  de  vecteurs  parallèles  au 
plan  des  xy  ;  on  donne  les  angles  quelles  font  avec  le  plan  xOz.  Calculer  les  intensités  des  quatre  forces  pour  que  le 
système  admette  une  résultante  générale  nulle. 

—  535.  —  On  donne  un  système  de  vecteurs  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires;  la  somme  géométrique  et  le 
moment  résultant  pjir  rapport  au  point  0  sont  donnés  et  portés  par  Os.  On  considère  la  droite  x  —  a,  y  =  mz   et  un  point 
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s   sur  cette  droite.  Lieu  de  l'extrémilt'  du  moment  par  npport  au  point  S   quand  ce  point  se  déplace  sur  la  droite  ;  lieu 
décrit  par  le  moment  lui  mf'-me. 

—  536.  —  Un  consiiii-re  dans  le  plan  du  tableau  trois  vecteurs  formant  les  côtés  d'un  triangle 
rectangle  ab:  (on  a  :  oft  =1.  fcc  —  2i.  Ce  sont  les  projections  de  trois  vecteurs  Je  l'espace  :  AB, 
situé  dans  le  plan  du  tableau.  BC,  tel  que  C  ait  pour  cote  -h  2  par  rapport  à  ce  plan  et  CI),  tel 
que   D  .lit  pour  cote    —  2;  réduction  du  systi-me  par  rapport  au  point  M,  milieu  du  vecteur  CD, 

—  537.  —  In  système  de  vecteurs  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  est  déflni  par  ses  éléments  de  ré  ludion 
en    0.    Kédujre  le  systime  à  trois  vecteurs,  l'un  appliqué  <n   0,  lautre  parallèle  à    Ux,   et  le  troisième  parallèle  à    Oj/. 

—  538.  —  On  donne  un  système  de  >ecteurs  par  les  cléments  de  sa  réduction  au  point  0  ;  réduire  ce  système  à  trois 
vecteurs  dont  l'un  .soit  porté  par  Ox,  l'autre  parallèle  à   Uv    et   le  troisième  parallèle  à  03. 

—  539.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rc  tan^ilaires  et  un  système  de  vecteurs  défini  par  sa  résultante 
générale  et  son  moment  résultant  par  rapport  au  point  (t.  Soient  S  et  S  deux  points  donnés  sur  Oz  et  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  point  0;  décomposer  le  système  en  trois  vecteurs,  deux  a  deux  perpendicul.iires,  l'un  étant 
parallèle  A  Ox,   le  second  appliqué  en   S  et  le  troisième  .ippliqué  en  S'. 

—  540.  —  On  donne  un  triangle  AISC  et  trois  forces  parallèles  P,  0,  ft  appliquées  aux  trois  sommets;  on  demande 
de  trouver  trois  forces  appliquées  aux  milieux  des  côtés  <lu  triangle,  paralli-les  aux  précédentes  et  leur  faisa.it  équilibre. 

—  541.  —  On  donne  un  système  de  forces  par  sa  résultante  générale  et  son  moment  résultant  en  un  point.  Réduire 
ce  système  à  deux   forces,  lionl  I  une  passe  par  un  pjint  donné  et  l'autre  soit  située  dans  un  pian  donné. 

—  542.  —  Héduire  un  système  de  forces  donné  à  deux  forces,  l'une  ii[>pliquée  en  un  point  donné  et  l'autre  coupant 
une  droite  donnée. 

—  543.  —  Héduire  un  système  de  forces  donné  à  deux  forces,  l'une  située  dans  le  plan  x-(-y-t-2-(-l=0,  l'autre 
parallèle  à  Oz. 

—  544.  —  Réduire  un  système  de  forces  donné  à  deux  forces,  dont  lune  passe  par  un  point  donné  et  ait  une 
intensité  donnée. 

—  545.  —  Soit  un  cercle  de  centre  0  dans  le  plan  des  xi/ ;  réduire  un  système  de  vecteurs  à  deux,  rencontrant 
normalement  l'un  l'axe  Or,  l'autre  le  cercle  donné. 

—  5'»6.  —  On  se  donne  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  et  un  système  de  vecteurs  par  les  projections  de  sa 
somme  géométri(|ue  et  de  son  moment  résultant.  Héduiie  ce  système  de  vecteurs  à  deux,  l'un  appliqué  en  0,  l'autre 
parallèle  a  un  diamètre  conjugué  du  |)remier,  par  rapport  a  I  ellipsoïde. 

—  547.  —  On  donne  un  triangle  é(|uilaléral  dans  le  jdan  liori/ontal  de  cote  0  :  on  considère  trois  vecteurs  dont  les 
origines  sont  en  A,  H.  C,  sommets  du  triangle  et  dont  les  extrémités,  de  cotes  1,2,3.  se  projettent  ortliogonalement  en 
B,C,  A.  liéduire  re  système  «à  un  veeteur  et  à  un  couple  applwiué  au  centre  de  gravité  du  triangle. 

_  548.  —  On  donne  deux  forces,  lune  appliquée  «mi  A  sur  Ox  (x  =  h)  faisant  avec  Ox  im  angle  de  •i.'î"  et  avec  Oi/ 
un  angle  de  fO»,  l'autre  applujuée  en  H  sur  0//  (;/  =  b)  et  Tiisant  avec  Ox  et  Oy  des  angles  de  tiO*  ;  l'intensité  commune  est 
égale  a  1.  Composantes  de  ces  forces  sur  les  trois  axes;  réduire  à  une  force  unique  et  à  un  roupie  d'axe  parallèle  à  la 
force. 

—  5119.  —  On  considère  un  cône  de  ré\olulion  dont  le  rayon  de  base  est  égal  à  1,  et  la  hauteur  égale  à  2  ;  on  le 
coupe  par  un  plan  passant  jiar  le  milieu  île  l'axe  et  faisimt  un  angle  de  60"  avec  Taxe.  Trouver  le  rentre  de  gravité  du 
tronc  de  cône  ainsi  obtenu. 

—  550.  —  On  donne  un  solide  altaclié  en  un  point  fixe  0;  son  centre  de  gravité  G  est  sur  Ihorizonlale  de  0  et  son 
poids  est  P.  On  mène  la  peri)endiculaire  en  0  à  OC  ;  en  un  point  B  de  cette  perpendiculaire  est  appliquée  une  force 
perpendiculaire  au  plan  HOC.  et  d'intensité  I».  .Maintenir  ce  corps  en  équilibre  en  lui  appliquant  en  un  point  quelconque 
A  wntt  force  d'intensité    P.    On  prendra    OB  =  OC  =  a. 

—  551  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  et  un  corps  solide  qui  a  un  point  {ïxo  à  l'origine  0;  son  centre  de 
gravité  est  sur  l'axe  Ox  en  A,  d'abscisse  n\  son  poids  esl  P.  (Inelles  sont  les  forces  appli(|uées  lune  en  It  sur  Oj/  et, 
perpendiculaire  à  Oi/.  l'autre  en  C  sur  0;  et  perpemliinliire  a  Oj,  nécessaires  pour  le  maintenir  en  état  d'équilibre  '.' 
A  quelles  conditions   la  pression  supportée  en   0   serateilela  plus  laible  possible? 

—  552.  —  Un  corps  solide  a  un  point  fixe  situé  à  l'origine  des  coordonnées.  Il  est  soumis  à  trois  forces  :  1»  son  poids, 
le  centre  de  gravité  est  sur  Ox  et  a  pour  abscisse  n  ;  2"  une  force  appliquée  en  un  point  B.  pris  sur  Oy  >0B  =  b). 
parallèle  à  Ox,  mais  d'intensité  inconnue  ;  3°  une  force  dont  le  point  d  application  est  sur  la  verticile  du  point  A  et  dont  la 
direction  est  parallèle  au  plan    .r  -*-  y  4-  C  =  0.     Sachant  qu'il  y  a  équilibre,  déterminer  les  éléments  inconnus 

—  553.  —  On  donne  un  cube  ayant  quatre  arêtes  verticales;  ce  cube  est  pesant  el,  de  plus,  il  est  soumis  A  l'action 
d'un  roupie  placé  dans  l'une  des  faces  de  front.  l'rouver  le  lieu  des  points  du  cube  (|ue  l'on  peut  fixer  pour  (|ue  réquilibre 
ait  lieu. 

—  554.  —  Un  corps  solide  est  soumise  l'nclion  d'un  système  de  forces  dont  on  connaît  les  éléments  de  réduction  par 
rapport  h  l'origine  ;  ce  rorps  a  un  axe  fixe  autour  duquel  il  peut  glisser  et  tourner  sans  frottement  Conditions  d'équilibre. 
Déterminer  une  force  K.  d  intensité  connue  et  iippli(|uée  en  un  point  A  du  solide,  de  telle  façon  que  le  corps  soit  en 
équilibre.   Solution  analytique  et  solution  géomélrn|ue. 

—  555.  —  Un  corps  solide  est  soumis  a  l'action  de  deux  forces,  l'une  paralble  à  Os  a  son  point  d'application  B 
sur  0;/,  d'ordonnée  h  ;  lautre,  parallèle  a  Oj/.  a  son  point  d  application  A  sur  Ox,  d'abscisse  a. 
On  donne  un  plan  x  t-  y  -+-  3  =  o  :  choisir  dan*  ce  plan  un  axe.  tel  que  le  corps  ayant  cet  axe 
fixe  soit  en  équilibre  sous  l'action  des  deux  forces. 

—  550.  —  In  cube  pesant  et  homogène  repose  sur  un  plan  horizontal  par  les  deux  sommets 
A  et  B  et  par  le  point  M.  milieu  .le  CD.  sans  frottement,  lue  force  portée  par  la  diagonale  FC 
el  appliquée  en  V  tend  h  le  faire  basculer.  Calculer  en  direction  et  intensité,  la  force  borixontale 
qu'il  faudrait  appliquer  au  sommet   K    pour  (|uc  l'équilibre  soit  maintenu. 

—  557.  —  lin  corps  solide,  pnsmc  droit  régulier  h  base  carrée,  repose  sans  frottement  sur 
l)                    C               le  plan  horizontal  ;  il  esl  soumis,  outre  l'action  de  son  poids,  à  l'action  d'une  force  K  appliquée 

en  un  sommet  de  la  b^se  supérieure  el  dirigée   suivant   la   diagonale  correspondante  du  solide. 
Maintenir  ré(|uilibre  par  une  force  borizoïilale. 
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—  558.  —  On  donne  deux  droites,  l'une  \erticale,  l'autre  horizontale,  non  situées  dans  un  même  plan;  équilibre 
d'une  barre  de  longueur  donnée  l  s'appuyant  sans  frottement  sur  ces  deux  droites. 

On  donne  un  cercle  de  rayon    R    dans  un  plan  vertical  et   une  tangente  à  ce  cercle  ;  une  barre  pesante 

R     , 
de  longueur —  s  appuie  sans   frottement  sur  le  cercle  et  sur  la  tangente.   On  demande  les  positions 

d'équilibre. 

—  560.  —  On  considère  la  parabole  x-  =  2py;  une  barre  pesante  AB  s'appuie  en  A  sur  la  parabole, 
en  B  sur  l'axe  Oy  (le  point  A  sur  la  parabole  a  même  cote  que  le  foyer  F).  Trouver  la  longueur  AB 
sachant  qu'il  y  a  équilibre;  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

—  561.  —  On  considère  une  coupe  hémisphérique  dont  AB  est  le  diamètre  horizontal  supérieur. 
Une  barre  lixe  AC  s'appuie  en  A  surje  bord  de  la  coupe  et  en  C  sur  le  point  le  plus  bas  de  la  coupe, 
sa  longueur  étant  par  suite  égale  à  Ry/i.    Une  barre  mobile  de  longueur  égale  au  rayon   R    s'appuie  sans 

frottement  sur  la  barre  fixe,  d'une  part,  et  fur  la  paroi  inlérieurede  la  coupe, d'autre  part    Fquilibre  de  celte  barre  mobile. 

—  562.  —  Une  surface  hémisphérique  de  rayon  R,  de  poids  p  =  25kg,  est  surmontée  par  un  cylindre  droit  de 
hauteur  4U.   de  poids    pi  =  S'-^^-'.     Trouver  le  centre  de  gravilé  de  tout  le  système.  Si  on  l'incline,  se  redressera-t-il  ? 

—  563.  —  Un  triangle  rectangle  isocèle  pesant  CDE  est  situé  dans  un  plan  vertical.  11  repose  sans  frottement  sur 
deux  clous  A  et  B,  non  situés  au  même  niveau.  Trouver  les  positions  d'équilibre:  on  suppose  AB  =  a.  CD  =  CE  =  2a 
et  la  droite    AB    est  inclinée  à  45°  sur  l'horizontale. 

—  564  —  On  considère  deux  clous  A  et  B  fixés  dans  un  mur  vertical  ;  la  distante  horizontale  de  ces  clous  et  leur 
distance  verticale  sont  toutes  deux  égales  à  a,  la  droite  AB  étant  par  suite  à  45»  sur  l'horizontale.  Un  angle  droit    MNP 

repose  par  sa  branche  MN  sur  le  clou  A  et  par  NP  sur  le  clou  B  ;  on   a  d'ailleurs    MN  =  et    NP  =  a.    Équilibre  de 

cet  angle  droit  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement. 

—  565  —  Position  d'équilibre  d'un  triangle  équilatéral  pesant  et  homogène,  de  côté  a  et  de  poids  p.  Ce  triangle 
OAB  est  suspendu  par  son  sommet  0  et  le  sommet  B  est  attiré  par  un  point  C  de  l'horizontale 
du  point  0,  tel  que  OC  =  a,  proportionnellement  à  la  distance  CB  ;  cette  force  est  telle  que 
lorsque  AB    est  horizontale,  elle  est  égale  ;i  p. 

—  566.  —  Une  échelle  AB  est  appuyée  contre  un  mur  vertical  (en  B)  et  repose  sur  un  sol 
horizontal  (en  A)  ;  il  n'y  a  de  frottement  ni  en  A,  ni  en  B.  Le  point  A  est  relié  au  point  0  par 
un  cable  OA.  Une  surchage  p  se  déplace  sur  l'échelle  pesante  et  de  poids  P.  Etudier  les  variations 
de  la  tension  du  cable,  suivant  la  position  de  p. 

—  567.  —  Une  barre  homogène  AB,  de  longueur  21,  s'appuie  par  ses  extrémités  sur  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  fait  un  angle  de  30»  avec   Oy  ;  la  barre  est  maintenue  par  un  fll 

([ui  joint  le  point    A    (situé  sur  Ox)  à  un  point   C   sur   Oy,   d'ordonnée     — ■    Calculer  la  tension 
de  ce  fil. 
568.  —  Une  barre  CD,  de  longueur   l,    est  pesante,  rigide,  mais  non  homogène.  Trouver  son  centre  de  gravité, 
sachant  qu'elle  est  en  équilibre  dans  les  conditions  suivantes  :    CD  est 
horizontale,   D  est  flxé  par  un  fil  au  point  A  d'une  horizontale  située 
au-dessus  de  CD  et  telle  que,  D'  étant  la  projection  de  D  sur  cette  hori- 
zontale,   D'A  =  l;    de  même  pour  C,   flxé  par  un  fll  au  point  B  de  la 

/ 

même  horizontale,    BC  =  —  ;  on  donne    DD'  =  CC  =  /. 

2 

—  569.  —  Un  cercle  pesant   de  rayon  r    glisse  avec  frottement 
sur  un  plan  incliné  à  30»  ;  un  ûl  OA,  de  longueur  a,   relie  un  point  A   de  la  crconférence  à  un  point  0  du  plan  incliné. 
On  demande  la  position  d'équilibre. 

—  570.  —  Dans  un  plan  vertical,  on  donne  deux  barres  articulées  de  même 
longueur  l  et  de  poids  p  et  P  ;  l'une  tourne  autour  de  0,  l'autre  autour  de  A  et  le 
point  B  glisse  avec  frottement  sur  le  sol  Ox.  On  demande  l'angle  d'ouverture  en  A 
lorsqu'il  y  a  équilibre. 

—  571.  —  On  considère  une  barre  AB   reposant  par  ses  deux  extrémités  sur  une 

parabole    x^  =  ipy,    l'ordonnée  du  point  A   étant    —    et  celle  du  point   B  étant  2p  ; 

quel  est  le  coefûcient  minimum  de  frottement  aux  extrémités  de  la  barre  pour  qu'elle  se  tienne  en  équilibre  dans  la 
position  donnée? 

—  572.  —  On  donne  un  mur  vertical  et  un  sol  horizontal.  Un  solide  formé  d'un  rectangle 
terminé  par  deux  demi-cercles  repose  sur  le  mur  sans  frottement  et  sur  le  sol  avec  frottement. 
Equilibre,  le  c<t'fficient  de  frottement  étant    f. 

—  573.  —  On  donne  un  demi-cercle  vertical  de  diamètre  AB  et  de  centre  0; 
une  barre  CD  s'appuye  en  C  sur  le  demi-cercle  (AOC  =  SO")  et  en  D  sur  le  prolon- 
gement du  diamètre  (CDO  =  45»).  En  C,  il  n'y  a  pas  de  frottement  ;  en  D,  il  y  a 
frottement  et  l'angle  du  frottement  est  égal  à  IS». 
Sachant  qu'il  y  a  équilibre,  on  demande  où  se  trouve 
le  centre  de  gravité  de  la  barre. 

—  574.  —  On  donne  un  cercle  vertical  reposant  en  0  sur  l'horizontale  x'x\  une 
barre  AB  s'appuie  en  A  sur  le  cercle  (l'angle  du  rayon  G,\  avec  l'horizontale  est  de  30°) 
et  il  n'y  a  pas  frottement  en  A  ;  elle  s'appuie  en  B  sur  x.'x  (AHu  =  30»)  et  il  y  a 
frottement  en  B.    Trouver  la  valeur  du  coefûcient  de  frottement  f. 
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Géométrie  et  géométrie  descriptive  (MM.   Malloizel  et  Thybaut). 

—  575.  —  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles. 

—  57G.  —  .Mener  par  un  point  un  cercle  orthogonal  ;i  deux  cercles  donnés 

—  577.  —  Construire  un  cercle  de  rayon  donni''  passant  par  les  points  communs  à  deui  cercles  donnés.  Cas  où  le 
points  d'intersection  sont  imaginaires. 

—  57S.   —  On  donne  deux  cercles  et  un  point.    Faire   passer  par  ce   point  un  cercle   qui  coupe  les  deux  premiers 
suivant  des  angles  donnt's  a  et  [i,  Tracer  une  droite  coupant  deux  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés. 

—  571).   —   Rapport  anliarmc  ni(|ue  de  quatre  points  en   ligne  droite.  Propriétés  de   ce  rapport.    Etant  donnés  trois 

points  A,  F!,  C  en  ligne  droite,  construire  le  point  D  tel  que    (ABCD)  =  — ,     p  et  q  étant  des  longueurs  données. 

—  580.  —  Faisceaux  harmoniques.  Construire  la  quatrième  droite  d'un  Taisceau    connaissant  les  trois  autres 

—  581.  —  Construire  un  cercle,  connaissant  son  rayon  et  la  polaire  d'un  point  donné   A    par  rapport  à  ce  cercle. 

—  582.  —  Construire  un  cercle,  connaissant  un  point  extérieur  A,  la  polaire  P  de  ce  point  par  rapport  au  cercle 
et  une  tangente  à  ce  cercle. 

—  58ÎI.  —  On  se  donne  une  circonférence  de  centre  (-,  un  point  0  intérieur  et  un  angle  droit  de  sommet  0  ilont 
les  rfMés  rencontrent  la  circonférence  en    A    et   »  ;    lieu  du  milieu   M    de    AB  ;    enveloppe  «le    aB. 

—  584.  —  D'un  point  lixe  V,  on  abaisse  la  perpendiculaire  l'M  sur  une  tangente  variable  à  une  courbe  donnée  G; 
déterniint-r  la  tangente  en  un  point  à  la  courbe  lieu  du  pidl   .M   «le  cette  perpendiculaire    podaire). 

—  585.  —  On  donne  deux  cercles  ;  on  mène  à  chacun  une  tangente  de  fm;on  que  l'angle  formé  par  ces  deux  tangentes 
soit  égal  à  un  angle  donné  V.  Lieu  du  point  de  rencontre  I'  de  ces  deu\  tangentes;  tangente  en  I'  à  ce  lieu.  Lieu  d'un 
point    M    invariablement  lié  à  l'angle    V. 

—  580.  —  Honiotliétie  ;  définition;  figure  liomolhélifiin'  d'une  droite,  d'un  cône.  On  donne  deux  cônes  S  et  S,  l'un 
déduit  lie  l'autre  par  translation.  Démontrer  que  ces  deux  cônes  sont  homothétiqucs. 

—  587.  —  Projection  siéréographique. 

—  588.  —  Déterminer  le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points  donnés.  Démon- 
trer (jue  la  projection  du  sommet  sur  le  plan  de  base  est  l'orlhocentre  du  triangle  de  base. 

—  580.  —  On  donne  trois  droites  de  l'espace  et  un  point.  Mener  par  ce  point  une  droite  faisant  des  angles  égaux 
avec  les  trois  droites  données. 

—  500.  —  Sphère  inscrite  à  un  tétraèdre. 

—  501 .  —  Déterminer  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite  donnée. 

—  502.  —  On  donne  trois  points,  A,  li,  C.  et  la  droite  A  ;  déterminer  une  sphère  passant  par  les  trois  points  et  inter- 
ceptant sur  la  droite  un  segment  de  longueur  donnée. 

—  503.  —  Déterminer  une  sphère  tangente  aux  trois  arêtes  d'un  trièdre  et  à  un  plan. 

—  504.  —  On  donne  deux  plans  et  une  droite  ;  construire  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  aux  deux  plans  et  à 
la  droite.  Condition  de  possibilité. 

—  505.   —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  P  et  a  deux  droites  de  l'espace. 

—  50(>.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  R  tangente  à  trois  droites  données,  deux  d'entre  elles  s'appuyant  sur  la 
troisième. 

—  507.—  Construire  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  trois  droites  données,  dont  deux  sont  dans  un  même  plan. 

—  508.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  àileux  cercles  0  et  t)',  tangents  entre  eux  intérieurement  (ou  extérieu- 
rement .  Tangente  en  un  point.  Cas  où  l'un  des  cercles  deNient  une  droite. 

—  500.  —  Points  de  rencontre   d'une  droite   et  d'une  conique,   déflnie    p.ir    un  foyer,  la   directrice   correspondante 

et  rt'xcentricité. 

MF 

—  (500.  —  On  donne  un  point  F,  une    droite  D  et  l'on   considère  le  lieu   des  points  M  tels  que    ^tt  =^  ^'  *"i  étant    la 

M  K 
MF 
distance  du  point  M  a  la  droite  D,  puis  une  seconde  droite  D'  et  le  lieu  des  points  M  tels  que    — —  =  e-  Trouver  les  points 

communs  a  ces  deux  lieux 

—  GDI.  —  On  donne  deux  ellipses  qui  ont  un  foyer  commun  ;  mener  une  tangente  commune  à  ces  deux  ellipses. 

—  (>02.        On  donne  une  ellipse    par  ses  deux  axes;  tracer  deux  diamètres  conjugués. 

—  <>0:t.  —  Une   ellipse    étant  déflnie    par  ses  quatre   sommets,    trouver  ses  points  d'intersection    avec  un  diamètre 
uelconc|ue. 

—  GO't.  —  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote  et  trois  points.  Construire  un  cylindre  hyperbolique. 
connaissant  cpittre  points  et  un  plan  asymptote. 

—  G05    —  Lieu  des  points  d'où  on  peut  mener  k  la  parabole  deux  tangentes  rectangulaires. 

—  OOO.  —  Construire  une  parabole  connaissant  un  foyer  et  deux  points. 

—  0O7.  —  Construire  une  parabtde  passant  par  deux  points  donnés,  connaissant  la  directrice.  Discussion. 

—  G08  —  Construire  une  parabole  connaissant  deux  points  et  l'axe  ;  chercher  le  sommet  et  les  tangentes  aux  deux 
points  donnés. 
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—  609.  —  Construire  une  parabole,  connaissant  son  axe  et  deux  tangentes. 

—  610.  —  Déterminer  une  parabole,  connaissant  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

—  611.   —  Théorème  de  Dandelin  pour  un  cylindre  de  révolution. 

—  612.  —  On  donne  deux  droites  par  leurs  projections  ;  mener  une  horizontale  de  longueur  donnée  s'appuyant  sur  ces 
deux  droites. 

—  613.  —Mener  une  droite  rencontrant  orthogonalement  un  cercle  horizontal  et  une  frontale  donnés  ;  démontrer 
que  cette  droite  rencontre  l'axe  du  cercle. 

—  614.  —  Faire  tourner  un  point  (a,  a')  autour  d'une  droite  (D,  D  )  d'un  angle  donné. 

—  '615.  —  Un  plan  est  donné  par  deux  droites  ;  le  faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical  jus((u'à  ce  qu'il  pisse  par 
un  point  donné.  Combien  le  problème  admet-il  de  solutions  ? 

—  616.  —  Faire  tourner  une  droite  autour  d'un  axe  vertical  jus(|u'à  ce  ([ue  sa  projection  horizontale  passe  par  un 
point  donné.  Même  question  avec  la  projection  verticale. 

—  617.  —  Déterminer  la  droite  symétrique  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

—  618.  —  Un  vecteur  est  donné  par  ses  projections  ;  on  donne  une  droite  aussi  par  ses  projections;  construire  le 
moment  du  vecteur  par  rapport  à  la  droite. 

—  619.  —  Distance  d  un  point  à  un  plan  défini  par  une  échelle  de  pente. 

—  620.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite,  à  une  droite  de  profil. 

—  621.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  données.  On  donne  une  droite  de  profil  {ab,  a'  b)  et  une  droite 
quelconque  ;  mener  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites. 

—  622.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  parallèles  au  second  plan  bissecteur. 

—  623.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  en  géométrie  cotée. 

—  624.  —  Angle  de  deux  plans  définis  par  leurs  trace».  Angle  de  deux  plans  définis  par  leur  droite  d'intersection  et 
deux  points. 

—  625.  —  On  donne  un  pentagone  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  (s,  s)  qui  est  le  sommet  d'une  pyramide 
dont  le  pentagone  donné  est  la  base;  trouver  la  vraie  grandeur  d'un  dièdre  de  la  pyramide. 

—  626.  —  Angle  de  deux  plans  définis  par  leurs  échelles  de  pente. 

—  627.  —  Trois  plans  sont  donnés  par  leurs  lignes  de  pente  ;  construire  le  trièdre  formé.  " 

—  628.  —  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  un  triangle  abc,  base  d'un  tétraèdre  dont  le  quatrième  sommet 
est  (d,  d').   Sphère  inscrite  dans  le  tétraèdre. 

—  629.  —  On  donne  trois  points  (a,  a'),  b,b'),  {c,c');  dans  le  plan  de  ces  trois  points  construire  un  carré  sur 
(bc,  b'c')    comme  côté  ;  projections  de  ce  carré.  Ce  carré  est  ia  base  d'un  cube  :  construire  ce  cube. 

—  630.  —  Construire  un  carré  qui  ait  pour  sommet  un  point  (a,  a')  donné  et  dont  un  côté  soit  placé  sur  une  droite 
donnée  ;  puis  construire  un  cube  sur  ce  carré  comme  base. 

—  631.  —  Construire  un  cube  connaissant  un  point  A,  sommet  de  ce  cube,  et  la  diagonale  d'une  face  ne  passant 
pas  par  A. 

—  632.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  un  point  (s,  s)  hors  du  plan,  et  la  projection  horizontale  d'un  segment 
du  plan.  Sur  ce  segment  comme  côté,  on  construit  un  carré,  dans  le  plan.  Trouver  les  projections  et  le  volume  de  la 
pyramide  de  sommet  (s,  s')   ayant  pour  base  le  carré  ainsi  construit. 

—  633.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  ;  mener  dans  ce  plan  une  droite  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
donné    a    et  formant  avec  les  traces  du  plan  donné  un  triangle  d'aire  donnée. 

—  634.  —  On  donne  une  horizontale  de  cote  8  et  un  point  de  cote  5  ;  ce  point  est  le  centre  d'un  cercle  situé  dans  le 
plan  défini  par  la  droite  et  le  point.  Mener  à  ce  cercle  une  tangente  de  pente  donnée. 

—  635.  Un  plan  est  défini  par  deux  droites  (A,  A'),  (B,  B)  qui  se  coupent  en  un  point  (u,  w),  centre  d'une  ellipse  située 
dans  le  plan.  Cette  ellipse  se  projette  horizontalement  suivant  une  ellipse  admettant  comme  axes  les  droites  A  et  B  ; 
trouver  les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  dans  l'espace. 

—  636  —  On  donne  une  droite  (D,  D'),  un  point  (p,  p')  sur  cette  droite  et  un  autre  point  {m,  m'),  en  dehors.  Contours 
apparents  du  cylindre  dont  la  directrice  est  un  cercle  passant  par  (m,  m),  et  tangent  à  (D,  D  )  au  point  (p,  //)  :  on  donne 
Il  direction  {g,  g')  des  génératrices. 

—  637.  —  On  donne  un  cône  dont  la  directrice  est  une  circonférence  dans  le  plan  horizontal.  Construire  un  cylindre 
dont  on  donne  la  direction  des  génératrices  et  dont  la  directrice  est  l'intersection  du  cône  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

—  638  —  Dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  on  donne  un  point  (o,  o),  centre  d'un  cercle  de  rayon  connu  ;  dans 
un  plan  parallèle  au  premier,  se  trouve  un  second  point  (oj,  u'),  centre  d'un  second  cercle  de  rayon  également  connu  ; 
contours  apparents  du  cône  passant  par  ces  deux  cercles  ;  volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  deux  plans  paral- 
lèles donnés. 

—  630.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  un  point  dans  ce  plan  ;  ce  point  est  sur  une  circonférence  située  dans 
le  plan  et  tangente  aux  traces  du  plan  et  cette  circonférence  est  la  base  d'un  cône  de  révolution  de  hauteur  donnée. 
Représenter  ce  cône. 

—  640.  —  Construire  un  cône  connaissant  sa  directrice  (une  ellipse  dans  le  plan  horizontal),  un  point  de  sa  surface 
et  deux  droites  de  l'espace,  telles  que  chacune  d'elles  soit  située  dans  un  plan  tangent  au  cône. 

—  641.  —  Construire  un  cône  dont  on  donne  la  base,  qui  est  un  cercle,  et  trois  points. 

—  642.  —  Un  cône  de  sommet  {s, s')  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  un  cylindre,  dont  les  génératrices 
sont  horizontales,  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  vertical.  Mener  une  normale  commune  au  cône  et  au  cylindre. 
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—  043.  —  Normale  commune  à  un  cylindre  horizontal  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical  et  à  un  cylindre 
de  front  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  burizontal. 

—  044.  —  On  donne  un  cyliniire  dont  la  base  est  une  circonférence  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Mener  à  ce 
cylindre  une  normale  rencontrant  une  droite  donnée  et  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné. 

—  045.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et,  dans  ce  plan,  un  point  0  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné;  ce 
cercle  est  la  directrice  d'un  cône  de  sommet  (s,  $  i  ;   intersection  de  ce  cône  avec  une  droite  (I),  D  ). 

—  040  —  On  donne  trois  points  in,  a),  {b,  b')  {c,  c).  Dans  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points,  on  considère 
l'ellipse  de  sommets  A  et  H  et  passant  par  le  point  C  ;  celte  ellipse  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  [S,  s'j  :  déterminer 
l'intersection  de  ce  cùne  avec  une  droite  donnée  par  ses  deux  projections. 

—  047.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  la  base  est  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal  et  le  sommet  un  point  s,  s'). 
Tangente  a  la  section  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  048.  —  Intersection  d'un  cône,  dont  la  directrice  dans  le  plan  horizontal  est  une  parabole,  par  un  plan  déterminé 
par  deux  droites;  point  courant,  tangente  en  ce  point  ;  points  remaniuables. 

—  649.  —  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  S  ;  section  plane  du  cône  de  sommet  S  ayant  pour  base  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle   ABC,   le  plan  sécant  étant  un  plan  quelconque  mené  par    AB. 

—  050.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  la  directrice  est  un  cercle  du  plan  horizontal.  On  donne  le  sommet  par  sa 
projection  et  sa  cote  ;  le  plan  est  défini  par  sa  trace  horizontale  et  un  point  coté. 

[À  suivre.) 
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2585.  —  On  considère  l'équalion  différentielle 

d*v  .     „    di/  .0 

-~-  -h  2  sin  6  -f-  -f  1/  =  4  sin  — -  cos  x, 
ax'  ilx       •  2 

où  0  a  iiru'  valeur  constante  telle  que    0  <  6  <  iu. 

1°  Trouver,  pour  les  diverses  valeurs  de  6,  l'inlégralc  générale  de  celle  équation. 

2"  En  supposant  que  0  n'a  aucune  des  valeurs    0,  -| ,     tt,  —^,     trouver  l'intégrale  particulière  qui  sati.sfait 

...        ....  -  lUi         .  - 

aux  conditions  initiales  y  =  0,  -f—  =  1,  pour  a;  =  0. 

ax 

3»  (Chercher  vers  quelles  formes  limites  tend  l'expression  de  celle  intégrale  parliculière  lorsque  6  tend  vers 

-  3it 

chacune  des  valeurs    0,    —,    -n,  — • 

{CertiHeat  de  Mathematiquet  généralet,  Paris,  1910). 

2586.  -  On  donne  la  courbe  C  dénnie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équalions 

X  =  cos'f,  y  =  sin't,  z  =  co82/, 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

1»  Calculer  la  longueur  de  celle  courbe. 

2*  Calculer  l'aire  de  sa  projection  sur  le  plan  xOij. 

3o  En  combien  de  points  la  courbe  C  esl  elle  coupée  par  un  plan  parallèle  au  plan  jOy?  Lorsqu'un  point 
décrit  la  courbe,  comment  varient  ses  distances  au  plan  xOy  et  à  l'axe  0;  ! 

4*  Trouver  la  mériilieniie  (dans  le  plan  zOx)  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe  C  lorsqu'on 
fait  tourner  celle  courbe  auluur  de  0;, 

S"  Calculer  l'aire  (pie  balaye  la  courbe  C  sur  celle  surface  dans  ce  mouvement  de  rolatiim. 

[Certificat  de  Mathématiques  générales.  Paris,  1919.) 


Ebratum.—  Dans  la  question  244  'i,  parue  en  janvier  l'.i22,  une  erreur  assez  grave  s'osl  glissée  :  dans  les  lieux 
des  milieux  des  cordes  qui  passent  nu  point  0,  les  valeurs  de  p,  qui  correspondent  aux  quatre  points  de  rencontre 
p„  pi,  p,,  Pi  doivent  ^^Ire  estimées  sur  le  même  axe,  «u,  et  nous  devions  prendre  et,  —  p»,  p,,  —  p».  Celte  erreur 
nous  a  été  signalée  par  M.  I.BVAXELMnB,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Strasbourg. 

Imprimerie  Comte  J acquêt.  —  Bar  le  Duc.  ^^  RédaCteuV-Gérant  :    H.  VUIBEIIT. 
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2478.  —  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  reclangnluires  Ox,  Oy,  Oz,  on  considère  la  parabole  (P) 
définie  par  les  équations 

2  =  0,  y-  —  2p.r  =  0. 

Une  splière  variable  (S)  a  son  centre  sur  la  parabole  (P)  et  est  tangente  à  un  plan  fixe  (II)  d'équation  x==h. 

1°  Montrer  que  la  splière  (S)  est  orthogonale  à  une  sphère  fixe  (T)  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOy,  et 
est  tangente  à  une  infinité  de  sphères  fixes  (S').  Montrer  que  ces  sphères  sont  toutes  tangentes  à  un  même 
plan  (H')  et  orthogonales  à  une  même  sphère  (T')  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOz.  Trouver  le  lieu  des  cen- 
tres des  sphères  (S'). 

Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  d'une  sphère  (S)  avec  une  sphère  (S')  en  fonction  des 
coordonnées  des  centres  de  ces  deux  isphères. 

2"  Trouver  le  lieu  (G)  du  point  de  contact  M  quand  la  sphère  (S)  reste  fixe,  la  splière  (S')  variant,  ainsi 
que  le  lieu  (C)  du  point  de  contact  M  quand  la  sphère  (S')  reste  fixe,  la  sphère  (S)  variant.  Ces  deux  lieux 
sont  des  courbes  planes  ;  trouver  leurs  plans. 

Trouver  l'équation  de  la  surface  (S)  lieu  des  points  de  contact  M  des  différentes  sphères  (S)  avec  les  dif- 
férentes sphères  (S'). 

3°  Étudier,  suivarit  les  différentes  valeurs  de  h,  la  forme  de  la  surface  (S),  en  la  considérant  comme  en- 
gendrée par  les  courbes  (C)  ou  par  les  courbes  (G')-  Déterminer,  s'il  y  a  lieu,  la  portion  de  la  surface  (S) 
correspondant  aux  points  M  pour  lesquels  le^  deux  sphères  (S)  et  (S')  sont  tangentes  intérieurement. 

4°  Montrer  que  les  deux  courbes  (C)  sont  situées  sur  une  même  sphère.  Conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  sphère  donnée  pour  qu'elle  contienne  deux  courbes  (G).  Quelle  relation  géométrique  existe-t-il 
entre  le  centre  de  cette  sphère  et  les  centres  des  deux  sphères  (S)  correspondant  aux  deux  courbes  (G)  ? 

5°  On  considère  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  de  la  parabole  (P)  et  dont  le  rayon  est  une 
fonction  donnée  de  l'ordonnée  de  ce  point.  Comment  faut-il  choisir  cette  fonction  pour  que  les  sphères 
ainsi  définies  soient   toutes  tangentes  à  deux  sphères   fixes  ? 

1.  Soient  «o,  t/o,  0  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  (S).  Son  rayon  est  |  xo  —  h  \  et  on  a  j/g  =  2j>ro. 
Si  je  désigne  par  a,  Ji,  0  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  (T)  orthogonale  à  (S)  et  par  p  son  rayon,  je 
devrai  avoir 

foG,  -  a.)-'  +  (yo  —  fi)2  =  [Xq  —  /i)'  +  ;  2. 

OU,  en  développant  et  remplaçant  xa  par  ^. 

-(r  —  h)  ^  +  v/2_2?»/o  +  a2+  S^  — /i^-p2  =  0. 
\  p 

Ecrivons  (juc  ceci  est  une  identité  en  t/o  : 

—   "^  ~  ^'   H-  1  =  0,  -=0,  a2+  Îi2_/,2_p2  _  0. 

P 
Ces  trois  relations  déterminent  a,  i,  s  : 
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La  -sphère  T  a  pour  l.-iiUi-  !<.•  point    U   p-hfé,  0,  0).    Elle 

esl  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  h  est   >   ou    < — ^• 

Elle  passe  par  les  points  A  et  A'.  Toutes  les  sphères  (S)  ont 
pour  axe  radical  (c.)  la  parallèle  à  l'axe  des  :  par  0'.  Dans  le 
plan  jrOy  tous  les  grands  cercles,  tangents  à  la  droite  x=.h, 
ont  pour  centre  radical  le  point  0'.  Kn  particulier,  si  on 
considère  le  cercle  point  A  et  un  cercle  infiniment  voisin, 
leur  axe  radical  est  la  normale  en  A  à  la  pamliole  qui  coupe 
Ox  au  point  0'.  la  sous-normale  étant  égale  à  p. 

Soient    ai,    Jii,   -yi   les  coordonnées  do  centre  et    :i    le 
i.ivnn  d'une  sphère  (S')  Ungente  à  (S).  On  ;uira 

(o-o  -  a.)'  +  (i/o  -  3.)*  +  Yr  =  (  I  ^0  -  A  I  :±  .-;». 
avec  -+■  si  le  contact  est  extérieur,  —  s'il  est  intérieur.  Aiin 
de  supprimer  les  barres,  je  suppose  d'abord    xo  >  /i 


développe  et  je  remplace  xo  par  -^ 


.Vr. 


.vS 


P 


les  signes  se  correspondant.  Ceci  doit  être  une  identité  en   )/o  : 
a,  -  /»  ±  0 


4-1=0. 


=  0, 


='ÎH-rr-«-Tr-(/i^/.)*  =  0. 


Le  centre  de  (S')  est  dans  le  plan  xOz  (ce  plan,  de  même  que  le  plan  ■•Oi/,  est  plan  de  symétrie)  Il  reste 
deux  relations  pour  déterminer  <x^.  yi,  -, 

(2)  ai±-.,  =p  +  ^.  aî  +  vf  —  (/*  :p  :,)^  =  0. 

Par  conséquent,  il  existe  une  simple  infinité  de  sphères  (.S'I.  On  a  oi  =  rb  (p -+- ^  —  »•)•  ^'  •;>  parenthèse 
est  positive,  il  faut  prendre  le  signe  -f-  devant  et  le  contact  est  extérieur.  Si  elle  est  négative,  il  faut  prendre  le 
signe  —  et  le  contact  est  intérieur.  C'est  le  oontrairo  qui  aurait  lieu  en  supposant  xo  <  h.  Par  consiqnent, 
la  condition  pour  que  les  deux  sphères  (S)  el  (S'i  soient  tangentes  intérieurement  est 

(xo—  /,)  a.  —  p  — A)  >  0. 

Toutes  les  sphères  i>';  sont  tangentes  à  toutes  les  sphères  (S>.  Parmi  ces  dernières  il  en  est  une  qui  se 
réduit  à  un  plan.  C'est  celle  dont  le  centre  est  ;i  1  intini  sur  Ox.  Ce  plan  (II')  est  perpendiculaire  à  Ox  et  plan 
diamétral  de  la  sphère  (T).  Vérifions-le  :  Dans  le  cas  général  la  sphère  (S)  a  pour  équation 


yi 


X*  -h  yî  -f-  3»  —  (x  —  A)  -J^  -  2yyg  +  yg 


(x  _  Xo)»  +  (y  -  yo)«  -t-  ;'  =  (t,  -  A)»,  o  u 

Divisons  par  y*  et  faisons  tendre   yo   vers  linlini.  A  la  limite,  l'équation  se  réduit  à 


A»  =  0. 


T  —  h 


+  1=0. 


ou 


X  =  p-^-h,     équation  du  plan  (II). 

Toutes  les  sphères  (S')  sont  tangentes  à  ce  plan    lui  reste,  la  relation     ai  -±  Z[  =  ;> -h  A     le  montre  bien. 

Toutes  les  sphères  (S')  passent  par  les  points  A  et  A'  et  sont  tangentes  à  (11').  Par  conséquent  le  Hou  de 
leurs  centres  est  l'intersection  de  deux  parahoUnde.s  de  révolution  ayant  A  et  \'  pour  foyers  et  (II')  pour  plan 
directeur  commun.  C'est  une  parabole  (P'i  d'axe  o- .  située  dans  le  plan  .i(>;. 

On  voit  que  les  sphères  (S')  sont  de  même  nature  que  les  sphères  iS).  Elles  jouissent  des  mémos  propriétés. 
En  particulier,  elles  sont  toutes  orthogonales  à  une  mémo  sphère  (Y)  ayant  son  eentre  sur  l'axe  des  x.  Ce 
plan  (II)  est  celle  des  sphères  {S')  dont  le  cenlï*e  est  à  l'infini  sur  cet  axe.  Par  consoqtient,  le  point  ta>(A,  0,  0)  est 
le  centre  de  (T*).  Toutes  les  sphères  (S')  ont  pour  axe  radical  commua  (S')  la  droite  AA'.  Parmi  ces  sphères  il 
y  en  a  deux  do  rayon  nul.  Si  on  l'ail    pi  =  0    dans  [2),  il  vient 

«,  =  />-»-  A.  •  ,  =  ;,ï  —  (/,  ^-  ;.)»  =  -p{p^2h 

{i)  passe  par  ces  deux  points  H  el  B,  qui  sont  les  points  où  (P')  perce  le  plan  (n  ,  ;  ils  sont  ^ur  ^^  .  Le 
rayon  do  (T'),  «op.,  est  donne  par 


toB   =  u)0'  -i-y\  =  p*  — 
Il  est  réel  ou  imaginaire  suivant  que  A  est  ^  ou  >  0. 


pip  +  Hh)  =  -Iph. 
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Pour  trouver  l'équation  de  (!*';.  il  suffit  d'éliminer  pi  entre  les 
relations  (2)  : 

«î  +  TÎ  —  («1  —  pY  =  (",  ou  Y?  4.  2pa,  -  p2  =  0 . 

C'est  la  parabole  focale  de  la  parabole  (!').  Il  est  facile  de  démon- 
trer directement  que  le  foyer  F  de(P)  est  le  centre  d'une  sphère  (S')  et 
par  suite  le  sommet  de  (P').  En  effet,  soit  |j.  le  centre  d'une  sphère  (S) 
tangente  en  I  au  plan  (II).  Je  considère  la  sphère  de  centre  F,  de 
rayon  FG,  tangente  à  (S)  en  G.  Soit  E  le  point  où  la  rencontre  la 
(Ql    directrice  de  (P;  : 

FG  =  Fix  +  ixG  =  E.u  +  |jl1  =  El  = 


P 


Par  conséquent,  la  sphère  de  centre  F  est  tangente  à  toutes  les 
sphères  (S)  ;  en  particulier,  elle  passe  par  A  et  A'  et  est  tangente  au 
plan  (n')  en  0'. 

Les  deux  familles  (S)  et  (S')  sont  entièrement  réciproques  l'une 
de  l'autre. 

Soit  M  le  point  de  contact  d'une  sphère  (S)  avec  une  sphère  (S'). 
(S>  a  pour  centre  ix{xo,  yo,  0)  et  pour  rayon  R  =  |  xq  —  A  |  .  (S')  a  pour  centre  ;ji'(^1'  0,  yO  et  pour  rayon 
^\  =.  \p-\-h  —  ai  1  .     Les  coordonnées  du  point  M  sont 

en  prenant    X  =  ±-^  , 


1  -h  A  -^  1  -t-  À  1 

si  le  contact  est  extérieur,    —  s'il  est  intérieur.  Or,  dans  le  premier  cas,  le  pro- 


h   —  OLi 


duit    {xq  —  h](p  +  h  —  (xi)    est  positif  ;  dans  le  second,  il  est  négatif.  Donc,  dans  tous  les  cas,    ),  =  —  "" 

et  les  coordonnées  de  M  sont 

_    (p  ~h  h)xo  —  /ui 


(3) 


(p  A-  h —  ai)yo 


(xq  —  Alyi 


Xo  —  0.1  -\-  p  xo  —  ai  -t-  p  xo  —  ai  -t-  jp 

2.  Supposons   que  la  sphère  (S)  reste  fixe  et  que  la  sphère  (S')  varie.  Le  point  M  décrit  alors  une  courbe 

(C)  située  sur  (S).  Pour  trouver  cette  courbe,  j'élimine  ai  entre  les  deux  premières  formules  (3)  : 

(p  -i-  h]xQ  —  (0-1-  xo)x  (p  -+-  h)i/o  —  {p  -+-  xo\if 

a    = =:  ■ , 

~  X  ^h  —ï/  -hy» 

d'où  {x  —  h]i(p  +  x„)(/  —  (p  4-  h)yô]  =  {y  —  yo'.iip  +  «ox  ~  (p  -\-  /i]xo\  , 

en  réduisant  et  divisant  par    xq  —  h,    il  reste 

.'/oK  -\-py  —  y<){p  ■+■'()  =  0, 

qui  représente  un  plan  (Q)  passant  par  (3).  La  courbe  (G),  section  de  la  sphère  (S)  par  le  plan  (Q),  est  un  cercle. 

Les  points  l,  G  sont  des  points  M  particuliers.  La  trace  du  plan  (Q)  sur  le  plan  xOy  passe  par  0',  1,  G,  qui 
sont  donc  alignés-(directement,  il  suffit  de  remarquer  que  les  segments  O'I  et  IG  sont  tous  deux  parallèles 
à  FE). 

Supposons   maintenant  que  la   sphère  (S'j  reste  fixe;  quand  la  sphère  (S)   varie,  le  point  M  décrit  une 

courbe  (C)  située  sur  (S'j.  Pour  la  trouver,  j'élimine  xo  entre  la  i)remière  et  la  troisième  formules  (3)  : 

_   x(ai  —  p)  —  hoii    _   ;:(ai  —  p)  —  hyi 

Xq  — —  1 

X  — p  —  U  z  —  yi  , 

d'où  Yia:-(ai  —p)  -f-  /»a,(j  —  yO  =  h(iX  +  (p  +  /i)[-(a,  —  p)  —  /iyi]  ; 

en  réduisant  et  divisant  par    ax—p  —  h,    il  reste 

Y,a;  — jpi  —  Yi^i  =  0. 

Cette  équation  représente  un  plan  (Q'j  passant  par  (o'j.  La  courbe  (C),  section  de  la  sphère  (S')  par  ce  plan, 

est  un  cercle,  comme  la  courbe  (C) . 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  (Sj,  j'élimine  xo,  yo,  ai,  ',  entre 

M'^i  —  p)  —  't'ti  ,  ,  0  ■ 

y^  =  2pxo,       Yi  4-  2pa,  —  p^  =  0,       y^x  -+-py  —  yo(p  -i- h)  -  0,       ^^x  -  ps  —  ^ih  =  0 


Xo  =z 


X  —  p  —  /l 


Je  tire 
(4) 

Puis, 


2/0=  T'  ^  ^" 

X  —  p  ~  h 


p'y' 


{x—p~  h) 
py'^  =  2{x  —p  —  h)[{x  —  /t)a,  —  px]. 


x(ai  —p)  —  /lai 
T  =  -P 


,,  =  -£ 


X   —  Il 


'•  —  p  —  h 
2         2p  2L  {^■-li)'l 
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Je  remplace  «i  dans  (4)  : 


ixf  =  p[x—p—h) 


[x  —  h)*  —  z^  —  2x(x  —  h] 


X  —  /* 

(2)  [x  -  h)y*  =  (x  -  /)  -  hyi,'-  -  X-  -  --») . 

Telle  est  Téqualion  de  (I);  c'est  une  surface  «lu  troisième  ordre.  Si  on  la  roupo  par  le  plan  de  lintini,  on 
obtient    x{x'-  +  y^-\-  :*)  =  0,    droite  à  l'infini  du  j.lan  yO:  et  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

3.  Considérons  une  sphère  (S)  de  centre  u  ..  i/o),  tangente  en  I  au  plan  (IF).  Nous  avons  vu  que  le  plan 
(Q)  déterminé  par  la  droite  fixe  (o)  et  le  point  I  coupe  cette  sphère  suivant  le  cercle  (C).  Lorsque  le  point  |x 
décrit  la  parabole  (Pj,  le  cercle  (C)  enf,'endre  (ïj  Son  centre  y  décrit,  dans  le  plan  xOy,  la  cubique  (Fj  podaire 
de  (P)  par  rapport  au  point  0';  en  effet,  la  droite  -i';,  bissectrice  de  l'angle  EuF,  n'est  autre  chose  que  la 
tangente  en  |x  à  la  parabole. 

(I)  admet  évidemment  les  plans  xOy  et  xi)z  comme  plans  do  symétrie.  Pour  étudier  la  forme  de  (I), 
nous  supposerons  que  le  point  ii  décrit  la  braiw  he  Ou  de  la  parabole;  alors  le  plan  (())  tourne  depuis  la 
position  (ôOV)  jusqu'à  la  position  [rJïy'). 

Toutes  les  sphères  (S),  ayant  la  droite  (o)  pour  axe  radical,  la  coupent  aux  deux  mémos  points  B  et  R'. 
qui  sont  les  contres  des  sphères  (S')  de  rayon  nul.  Le  cercle  (C;  passe  par  ces  deux  points  lixes,  dont  les  cotés 

sont  données  par 

YÎ  =  -P(P-»-2/0. 

Ces  points  peuvent  être  réels  ou  imaginaires. 

La  droite  (o)  est  située  sur  (S)  ;  c'est,  en  etl»-!,  le  lieu  des  points  de  contact  des  sphères  tS')  avec  le  plan 
(II').  La  section  de  (E)  (surface  du  troisième  ordre)  par  le  plan  variable  (Q)  se  compose  de  la  droite  fixe  (8)  el 
du  cercle  (C).  Les  points  B  el  R'  sont  dos  points  doubles  de  (S).  Si  on  considère  la  section  par  lo  plan  limite 
(ôO't/')  X  =  p  +  h,  on  obtient  py'  =  0,  c'est-à  dire  deux  fois  la  droite  (?j)  (plus  la  droite  à  liuQnii.  ce  qui 
montre  que  ce  plan  est  tangent  à  (S)  tout  le  long  de  (ô). 

a)    h< —■     Les  points  15  et  B'  sont  réel?.  Ce  cas  présotite   peu   dmtcr.'l.  il  est  f;ieile  di- se   rendre 

compte  de  la  forme  géru'rale  de  (l). 
b)    /i> — ^(p  +  A,  abscisse  de  0',  >-^'  abscisse  de  F  J . 

Les   foinls  |{  el   R'  sont  imaginaires.  Ce  cas  se  subdivise 
ou  deux  autres  : 


'Nu, 

(k) 

I 

Y 

\ 

/ 

■■> 

^--.., 

y 

--/          ^. 

^ 

X"'""" 

"'y' 

/                      X 

\"  ^ 

1" 5"<'*<'^-      Los    pomts    A    ot    A'    sont  un:igi- 

naires.    Tra(;ons  (en   pointillé)  la  cubique   (F'».  Lorsque  le 
point  \i.   décrit  la  demi-parabole   Om,    le  point  I    décrit  la 

domi-droilo    «oY  :    la    distance    O'y    croit   consliuiruent    de     p  4- A     à     -j- w  ;     lo    rayon    y'    d"     cercle  (C) 

croit  constamment  de    —  'i     à    -h  «  . 

2"     /»  >  0.     La  cubique  (F)  touche  la   parabole  (P)  en   trois   points  réels  0,  A,  A'  qui  sont  les   pieds  des 

normales   à   la  parabole    issues  de    0'.    Lorsque    ^  décril  l'arc    OA.    la   distance   O'y   décroît   de    p  + /•     à 

O'A  =  ^pip-tih),  y'  décroît  de  h  à  0.  Lorsque  ;i  décril  l'arc  A»,  O'y  et  y'   augmentent  indéfiniment.  Dans 

ce  cas,  la  surface  (£)  présente  un  étranglement  au  point  A 
(de  mémo  au  point  A'). 

Le  raisonnement  est  absolument  lo  même,  quand  on 
considère  la  surface  (î)  comme  engendrée  par  les  cercles 
((".').  Il  suffit  <le  remplacer  la  parabole  (P)  par  la  parabole 
P'),  d'échanger  \h  droites  (8)  et  ('^').  etc.  Nous  nous  bor- 
nerons à  indi<iuer  les  résultats  :  Lorsque  le  centre  u'  de  la 
sphère  (.S')  décril  la  demi-parabole  Fr,  le  plan  (Q')  tourne 

de  -;^  autour  de  (5').  Les  ordonnées  des  points  fixes  A  et 

A'  sonl  données  par    yl  =  2ph.     Los  deux  cas  principaux  sont  : 

a)  /i  >  0    (A  «'t  A'  sont  réels,  cas  peu  intéressant); 

b)  /»  <  0    (A  et  A'  sont  imaginaires).  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 


xNv 

0 

.x/^f 

"X 

A 

.y 

/C\       U) 

(W  y 

V   Y„^--^ 

U   Y 

--'■''/       *\ 

/^ 

-^^r<T(r)_ 

-4-         ^ 

rf^hi 

\  " 

'  'v' 

'                      ,r 

1" 


^<h  <0.     La  distance  du   centre  dn   eorele  (C)  au  point  (o  croit   constamment  do    — /*    k 


-\    X. 


son  ra\oti  erolt  constamment  de    -^ -J- /< 


à     +  00  . 
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2«    h  <  — ^.    La  surface  (S)  présente  un  étranglement  au  point  B  (de  même  au  point  B'). 

Nous  ne  ferons  que  signaler  les  cas  particuliers  : 

h  =  — |-     [les  points  B,  B',  0'  coïncident  avec  le  foyer  F  de  la  parabole  (P)], 

/i  =  0    [les  points  A,  A',  w  coïncident  avec  le  foyer  0  de  la  parabole  (P')]. 

Nous  avons  vu  que  la  condition  pour  que  les  sphères  (S)  et  (S')  soient  tangentes  intérieurement  est 

(a;o  —  h)(oii—p  —  h)  >  0. 
Étudions  cette  inégalité  dans  les  trois  cas  précédents  : 

1"    /i>0.     a) — p  —  h    est  toujours  négatif;  il  va  contict  intérieur  si    xo  <_  Jt    et  la  portion  corres- 
pondante de  (S)  est  comprise  entre  les  plans  ôO'A  et  ôO'A', 
'P 
2"    — ■y<^<0,     xo  —  h    est  toujours  positif,    ai — p — )i    est  toujours  négatif  :  le  contact  est  toujours 

extérieur. 

3"  h  <i — ^.  cco  —  h  est  toujours  positif;  il  y  a  contact  intérieur  si  ai  >  p  +  A  et  la  portion  corres- 
pondante de  (s)  est  comprise  entre  les  plans  o'wB  et  owB'. 

4.  Considérons  deux  cercles  (C).  Ils  ont  pour  axe  radical  la  droite  (ô)  d'intersection  de  leurs  plans.  Par 
conséquent  ils  sont  situés  sur  une  même  sphère  passant  par  B  et  B'.  Pour  qu'une  sphère  donnée  contienne 
deux  cercles  (C),  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  passe  par  les  points  B  et  B'.  Nous  venons  de  voir  que  la  condition 
est  nécessaire.  Elle  est  aussi  suffisante  :  en  effet,  soit  une  sphère  (q)  passant  par  B  et  B'  ;  son  centre  a  est 
dans  le  plan  a^Oy.  Je  considère  le  cercle  de  diamètre  0'<t  ;  il  coupe  la  cubique  (r)  en  six  points,  à  savoir  :  les 

points  cycliques,  le  point  double  0'  et  deux  autres  points  y  et 
y'.  Les  plans  (S,  y)  et  (8,  y')  coupent  la  sphère  (q)  suivant 
deux  cercles  passant  par  B  et  B'  et  dont  les  centres  sont  y  et 
y'.  Ce  sont  donc  deux  cercles  (C).  C.  Q.  F.  D., 

Si  les  points  B  et  B'  sont  imaginaires,  on  peut  dire  :  il 
faut  et  il  suffit  que  la  sphère  (û)  ait  son  centre  dans  le  plan 
x^y  et  que  la  puissance  du  point  0'  par  rapport  à  cette  sphère 
égale    p(p-|-2/i). 

On  verrait  de  même  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  sphère  donnée  contienne  deux  cercles  (C) 
est  qu'elle  passe  par  les  points  A  et  A'. 

Considérons  une  sphère  (û)  de  centre  z,  contenant  deux 

7 ''\   1  J ^7^^^^^J^<^r^ — ^  c(M-cles  (C)  de  centres  y  et  y'  correspondant  à  deux  sphères 

(Sj  (le  centres  ^  et  fx'.  Le  point  ^  est  le  point  de  rencontre 
des  droites  (Jiy,  et  [Ji'y',  c'est-à-dire  des  tangentes  à  la  parabole 
(I*)  aux  points  \>-  et  jji'.  On  en  déduit  une  nouvelle  construc- 
tion (les  points  y  et  y'  connaissant  <t  :  il  suffit  de  mener  par 
a  les  tangentes  a  (P)  et  d'abaisser  de  0'  des  perpendiculaires 
sur  CCS  droites. 
On  voit,  en  outre,  que  les  sphères  (S)  sont,  parmi  les  sphères  (i»),  celles  qui  contiennent  deux  cercles  (C) 
confondus. 
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5.  Considérons  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  {xo,  i/o)  de  la  parabole  (P)  et  dont  le  rayon  R  est 
une  fonction  donnée  de  yo.  Écrivons  que  toutes  les  sphères  ainsi  définies  sont  tangentes  à  une  sphère  fixe  de 
centre  (a,,  |ii,  y,),  de  rayon  oi  : 


(^-«')'+(t/o-?.y^-hy^  =  (R±=.^^ 


ceci  doit  être  une  identité  en  ?/.  le  premier  membre  est  un  polynôme  du  quatrième  degré;  donc  le  second 
membre   aussi   et  R  est  un  polynôme  du  second  degré,    de    la  forme    \  ayl-^byo-tc  \  .    Dans  le  premier 

1 
membre,  il  n'y  a  pas  de  terme  en  yl.  Donc,     6=0.     En  outic,    a  =  -^— .     En  posant    c  =  —h,     on  obtient 

finalement 


11  =  1  J^~f*\  =  \^o-h\  . 
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Les  sphères  considérées  sont  toutfs  tangentes  au  plan  (n)  d'équation  x  =  h.  Ce  sont  les  sphères  (S) 
que  nous  avons  étudiées.  Nous  avons  vu  qu'elles  <onl  tangentes,  non  seulement  à  deux  sphères  fixes,  mais  à 
une  irifiuilé. 

Hubert  MAZET,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

Solutions  de  MM.  M.  Rotx,  au  Creusot  ;  G.  Laui,  .i  Douai;  (î.  R..  à  Paris;  Mussel. 


Solution  géométrique.  —  1.  Pour  montrer  qu'il  existe  uno  sphère  (T)  orthogonale  à  toutes  les  sphères 
(S)    et  .ivanl  son  centre  dans  le  plan   xOy,   il  sutlil  de  montrer  l'existence  d'un   point  du   plan   ayant  môme 

puissance  par  rapport  à  toutes  ces  sphtTes.  Soit    12    le  centre 
d'une  sphère  (S)  tangente  au  plan  (II)  au  point  K. 

Soit  i.  le  point  de  la  sphère  (S)  où  vient  le  point  K  dans  la 
rotation  de  centre  Q,  qui  amène  ûfi  sur  ûF.  On  a  FI,  =  (iK 
constant.  On  voit  donc  (|ue  la  sphère  (S)  est  enveloppée  par  la 
sphère  (S,,)  de  centre  F  et  de  rayon  GK.  Puis(iue  KL  est  parallèle 
à  F(i,  KL  rencontre  l'axe  Ox  en  un  point  11'  tel  que 
Hll  =  DK  =  p.  donc  indépendant  de  Q.  Ce  point  H'  est 
d'ailleurs  un  point  de  la  sphère  (S.',\  puisque  Fil'  =  C,K, 
rayon  de  cette  sphère. 

(>r,  la  sphère  de  centre  H'  et  de  rayon  ll'l  transforme  par 
inversion  la  sphère  (S,,)  en  le  plan  (n),  c'est-à-dire  que 
n'K.U'L  =  iTT*.  Ce  produit  étant  la  puissance  du  point  11'  par 
rapport  à  la  sphère  (S),  on  voit  que  celle  Sfthèrc  e»t  orthogonale 
à  la  sphère  d'inversion. 
Ainsi,  toutes  les  sphères  (S;  sont  orthogonales  à  la  sphère  (T)  de  centre  M'  et  passant  par  les  points  I  et  J. 
Celte  sphère  est  bilangenle  à  la  parabole  (P). 

Transformons  l'ensemble  des  sphères  (S),  le  plan  (")  et  la  sphère  orthogonale  (T)  par  inversion  par  rapport 
à  lu  sphère  de  centre  I  et  de  rayon  IJ.  Le  plan  H)  reste  inchangé.  La  sphère  (T)  se  transforme  en  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  xOy  et  coupant  ce  plan  suivant  une  droiteJO-  Les  sphères  (S).  Ungentes  au  plan  (n), 
orthogonales  à  la  sphère  (T)  et  ayant  leurs  centres  dans  le  plan  rO./,  se  transforment  en  sphères  (*)  ayant  leurs 
centres  sur  (/  et  tangentes  au  plan  11).  Ce  sont  dnnc  toutes  les  sphères  inscrites  dans  le  cOne  de  révolution  (j) 
de  sommet  J.  d'axe  t.  et  dont  l'un  àm  plaîis  tang-iils  est  (II;. 

Réciproquement,  par  inversion,  les  plans  tan-;ents  (s')  au  cône  (a)  fournissent  une  famille  de  sphères  (S') 
tangentes  à  toutes  les  sptières  (S). 

Les  plans  (s')  tangents  au  cône  (î)  sont  tang.  iilsen  particulier  à  la  sphère  (pi'i  inscrilo  le  long  du  parallèle 
du  point  I.  Cette  sphère  se  transforme  par  inverMon  en  un  plan  (II),  auquel  sont  tangentes  toutes  les  sphères 
(S').  Puisque  la  sphère  (ra)  est  tangente  en  I  au  plan  (H;  et  a  son  centre  snr  l'axe  {t),  le  plan  (n')  sera  parallèle 
au  plan  (II)  et  orthogonal  à  la  sphère  (T).  Le  plan  (IV)  est  donc  le  plan  parallèle  au  plan  (  i)  mené  par 
le  centre  li'  de  la  sphère   (T). 

Les  plans  tangents  au  cône  (u)  sont  en  outre  orthogonaux  aux  sphères  \i')  de  centre  J  sommet  du  cône. 
Les  sphères  (S)  sont  donc  orthogonales  aux  sphères  transformées  des  sphères  (O,  sphères  dont  les  centres 
décrivent  la  droite  IJ.  Il  existe  donc  une  sphère  1)  ayant  son  centre  en  II  dans  le  plan  .rOi  et  orthogonale  à 
toutes  les  sphères  (S), 

Les  plans  (.v')  passent  par  le  sommet  J  du  ci.ne  (7\  les  sphères  (S')  sont  des  sphères  passant  par  les  deux 
points  1  et  J.  Le  lieu  de  leurs  centres  est  donc  une  courbe  du  plan  des  x:.  On  va  montrer  que  c'est  la  para- 
bole (P*),  focale  de  (P).  En  eftet.  d'après  une  réciproque  évidente  de  la  première  partie  du  problème,  ce  lieu  est 
aussi  une  parabole  d'axe  Ox.  De  plus,  la  distante  du  plan  (M')  au  centre  II  de  la  sphère  orthogonale  (T) 
est  nu,  de  longueur  p  etdesMis  contraire  à  Hll  ;  la  parabole  <P')  a  donc  même  paramètre  p  et  sa  concavité 
tournée  vers  la  gauche.  Pour  la  déterminer,  il  sullit  alors  de  trouver  son  somui.t,  c'est-à-dire  trouver  la 
sphère  (S')  ayant  son  centre  sur  Ox.  C'est  préciMinenl  la  sphère  (■>'„)  précédemment  considérée,  de  centre  F 
et  dfl  rayon  FIT,  tangente  à  toutes  les  sphères  (.^)  en  des  points  analogiu^s  au  point  L.  Le  sommet  de  la 
parabole  (P'I  est  donc  le  foyer  F  de  (P).    (P)   et   (P)    sont  donc  bien  paraboles  focales. 

Soient  I'  et  J'  les  points  où  le  plan  (u')  coupe  la  parabole  (P');  ces  points  «ont  centres  de  sphères  de  rayon  nul 
appartenant  au  système  (S'),  donc  tangentes  aux  sphères  (S).  Ceci  prouve  que  les  sphères  (S)  passent  par  les 
points  r  ei  J".  Les  sphères  (S)  font  donc  parti.-  d'un  réseau  linéaire,  de  base  IJ'.  Les  sphères  orthogonale»  au 
r  seau  sont  les  sphères  du  faisceau  ayant  pour  base  le  cercle  d'intersection  des  cônes  isotropes  de  1'  et  J.  Si 
donc  r  et  J'  sont  réels.  ,o  e  .ni.    rsl  ima.'in  lire.  et  1 1  sphère  TTi  qui  l'admet  pour  grand  «;ercle  est  imaginaire, 
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et  inversement.  De  même,  les  sphères  (S')  font,  comme  on  l'a  vu,  partie  d'un  réseau  linéaire,  de  base  FJ;  si 
les  points-  Let  i  sont  réels,  la  sphère  (T')  est  imaginaire,  et  inversement. 

On  voit  ainsi  la  réciprocité  entre  les  deux  familles  de  sphères  :  on  considère  deux  paraboles  focales 
(P)  et  (P';  d'axe  Oa;,  de  paramètre  p.  et  deux  plans  (H)  et  (n')  perpendiculaires  à  Ox  en  deux  points  II  et  H'  tels 
que  HH'  =  p.  Le  plan  (II)  coupe  la  parabole  (P)  en  deux  points  I  et  J  ;  le  plan  (M')  coupe  la  parabole  (P')  en 
deux  points   I'  et  J'. 

La  première  famille  de  sphères  (S)  est  composée  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (P)  et  tangentes  au 
plan  (II);  elles  passent  par  les  deux  points  I'  et  J'  et  sont  orthogonales  à  la  sphère  (T)  de  centre  H'  et  passant 
par  les  deux  points   I   et  J. 

La  deuxième  famille  de  sphères  (S')  est  composée  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (P')  et  tangentes  au 
plan  (II');  elles  passent  par  les  deux  points  I  et  J  et  sont  orthogonales  à  la  sphère  (T)  de  centre  II  et  passant 
par  les  deux  points  I  et  J'. 

Enfin,  une  sphère  quelconque  de  la  famille  (S)  est  tangente  à  une  sphère  quelconque  de  la  famille  (S ,). 

De  cette  réciprocité  des  deux  familles  de  sphères,  on  déduit  que  toute  propriété  relative  aux  sphères  de 
l'une  des  deux  familles  appartient  aussi  aux  sphères  de  l'autre  famille.  Cette  réciprocité  apparaît  naturellement 
dans  les  transformations  par  inversion  :  on  a  vu,  en  effet,  qu'une  transformation  de  pôle  I  (ou  J)  transformait 
les  sphères  (S')  en  les  plans  tangents  à  un  môme  cône  de  révolutron  (j)  et  les  sphères  (S)  en  les  sphères  inscrites 
dans  ce  cône.  Réciproquement,  par  une  inversion  de  pôle  I'  (ou  .1),  ce  sont  les  sphères  (S)  qui  se  transforment 
en  les  plans  tangents  à  un  même  cône  de  révolution,  les  sphères  (S')  devenant  les  sphères  inscrites  dans  ce 
cône.  Une  propriété  quelconque  d'un  cône  de  révolution  fournit  ainsi  par  inversion  une  propriété  du  système 
(S)  et  la  même  propriété  pour  le  système  (S'). 

2.  Cherchons  le  lieu  (G)  des  points  de  contact  d'une  sphère  fixe  (S)  avec  les  sphères  (S).  L'inversion 
conservant  le  contact,  la  courbe  [C)  sera  la  transformée  du  lieu  (c)  du  point  de  contact  de  la  sphère  {s)  trans- 
formée de  (S)  avec  les  plans  {s')  transformés  des  sphères  (S').  Ce  lieu  (c)  est  le  parallèle  de  contact  de- la 
sphère  (s)  et  du  cône  h).  La  courbe  (C)  est  donc  un  cercle  de  la  sphère  (S). 

Le  plan  de  ce  cercle  est  le  transformé  de  la  sphère  déterminée  par  le  cercle  (c)  et  le  pôle  I  d'inversion, 
sphère  dont  le  centre  est  sur  l'axe  [t)  du  cône,  donc  orthogonale  à  (0.  Le  plan  de  (G)  sera  donc  un  plan  perpen- 
djculaire  au  plan  xOy  et  passant  par  le  centre  H  de  la  sphère  orthogonale  (T;.  Sa  trace  sur  le  plan  xOi/  est 
donc  la  droite  II'KL,  puisque  L  est  un  point  du  lieu.  Par  suite,  le  plan  de  (C)  est  le  plan  mené  par  H', 
c'est-à-dire  par  la  droite  IJ,  perpendiculairement  à  la  tangente  en  £2  à  la  parabole  (P);  cette  tangente  est  alors 
évidemment  l'axe  du  cercle  (C). 

Des  propriétés  de  réciprocité  exposées  précédemment,  il  résulte  que,  de  môme,  le  lieu  (G)  des  points  de 
contact  d'une  sphère  fixe  (S')  avec  les  différentes  sphères  (S),  est  le  cercle  (C)  de  section  de  la  sphère  (S')  par 
le  plan  mené  par  H,  c'est-à-dire  par  la  droite  IJ,  perpendiculairement  à  la  tangente  en  Q'  à  la  parabole  (P'); 
et  cette  tangente  est  l'axe  du  cercle  (C). 

Remaroue.  —  Le  point  de  contact  de  deux  sphères  tangentes  se  trouve  sur  la  droite  des  centres.  La  courbe 
(C)  appartient  donc  à  l'intersection  de  (S';  avec  le  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  Q'  de  (S')  et  s'appuyant 
sur  le  lieu  (P)  des  centres  des  sphères  (S).  La  courbe  (C)  étant  un  cercle,  ce  cône  est  de  révolution.  On 
retrouve  ainsi  la  propriété  connue,  et  dont  nous  nous  servirons  plus  loin  :  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de 
révolution  passant  par  une  parabole  (P)  est  la  parabole  (P')  focale  de  (P);  la  tangente  en  un  point  de  cette 
parabole  est  l'axe  du  cône  ayant  ce  point  pour  sommet. 

3.  Lieu  du  point  de  contact  d'une  sphère  (S)  et  d'une  sphère  (S')  quelconques.  —  C'est  la  surface  (S)  trans- 
formée par  inversion  du  cône  de  révolution  (a)  ;  c'est  l'enveloppe  commune  des  deux  systèmes  de  sphères,  donc 
le  lieu  des  cercles  (C)  et  (C)  qui  sont  les  courbes  caractéristi(iiies  de  ces  sphères.  Ceci  montre  que  les  deux 
familles  de  cercles  {('.)  et  (C)  sont  les  deux  fanîillcs  de  lignes  de  courbure  de  la  surface  (S).  Enfin,  les  normales 
à  la  surface  (x),  normales  communes  à  deux  sphères  (S)  et  (S'),  passent  par  les  centres  û  et  û'  de  ces  deux 
sphères;  la  développée  de  (s)  se  réduit  donc  aux  deux  paraboles  focales  (P)  et  (P'i  :  la  surface  (s)  est  une 
cyclide  de  Dnpin. 

Le  point  .1,  étant  point  double  du  cône  (c),  est  point  double  de  la  surface  inverse  (S),  et  par  suite  aussi, 
le  point  I,  et  ces  deux  points  sont  communs  à  tous  les  cercles  (C).  Les  points  1'  et  .1'  sont  donc  évidemment 
aussi  points  doubles  de  la  surface  (2)  et  communs  à  tous  les  cercles  (C).  Enfin,  tous  les  cercles  (C)  s'appuient 
sur  la  droite  I.I,  tous  les  cercles  (C)  sur  la  droite  IJ'.  On  voit  ainsi  que  la  surface  contient  les  deux  droites 
IJ,  IJ',  les  plans  tangents  en  tous  les  points  de  ces  deux  droites  étant  respectivement  les  plans  (II)  et  (11;.  On 
peut  enfin  vérifier  que  les  quatre  droites  (isotropes)  joignant  les  points  L  J  aux  points  I.J'  sont  également  situées 
sur  la  surface. 
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La  génération  simple  .le  la  surface  (^)  parles  cercles  (C|  el  [C  )  est  indiquée  par 
la  figure  ci-contre.  La  forme  de  la  surface  dépend  de  la  nature  de  ses  points  doubles, 
c'est-à  dire  de  la  position  du  système  des  deux  plans  (II)  et  (Il  ). 

i"  Il  est  à  droite  du  sommet  0  de  la  parabole  (P)  :  c'est  le  cas  de  la  ligure; 
I  el  J'  sont  imaginaires,  I  et  J  réels.  La  région  de  la  surface  (S  comprise  entre  I 
et  J  correspond  à  un  contact  intérieur  des  sphères  (Sj  et  iS  ),  car  pour  celte  région 
le  point  K  de  la  sphère  (S)  est  compris  entre  les  deux  points  r  et  J  qui  appar- 
tiennent à  (S  /. 

2*  Cas  intermédiaire  :  H,  el  par  suite,  I  el  J.  coïncident  avec  0;  les  cercles  , C  )  sont  tangents  en  ()  à  la 
parabole  •?).  La  sphère  (T)  orthogonale  aux  sphùr.s  (S'j  esfU  sphère  de  rayon  nul  de  centre  0,  foyer  de  (P), 
Ces  sphères  (S)  passent  donc  par  0  et  sont  tangintes  au  plan  II)  :  le  lieu  de  leurs  centres  constitue  bien  la 
définition  classique  de  la  parabole. 

3"  Il  est  entre  le  sommet  et  la  directrice  de  la  parabole  P;  alors  ir  est  entre  le  sommet  et  la  directrice 
de  (P).  Les  quatre  points  doubles  sont  imaginaires.  Kntin,  à  partir  du  moment  où  H  et  II'  sont  symétriques 
par  rapport  au  milieu  du  segment  OF,  les  formes  de  la  surface  (2)  se  retrouvent,  en  ordre  inverse,  telles 
qu'on  les  a  rencontrées  jusqu'ici,  les  rù\os  des  deux  paraboles   (P)    et  (P)  étant  simplement  échangés. 

Rkmauoue.  —  On  pourra  vérifier  que  la  surface  (ï)  admet  comme  pôles  d'anallagmatie  les  deux  points 
H  et  H ,  qui  sont  les  centres  des  sphères  (T)  et  T  )  orthogonales  respect  vement  à  chacune  des  deux  famill-s 
de  sphères  (S)  et  ^S)  dont  (S)  est  l'enveloppe. 

A.  Deux  cercles  (G)  sont  toujours  situés  sui  une  même  sphère,  car  les  cercles  inverses  c  étant  deux 
sections  droites  du  cône  (^  ,  il  existe  une  sphère  ayant  son  centre  sur  l'axe  (t)  du  cône  el  les  contenant  tous 
les  deux.  Cette  sphère  se  transforme  par  inversion  en  une  sphère  orthogonale  à  (T)  el  ayant  son  centre  dans 
le  plan  xOy. 

La  récproque  est  évidente  :  une  sphère  orthos,'onale  à  la  sphère  ;T)  et  ayant  son  centre  dans  le  plan  .cOy 
contient  deux  cercles  (Ci,  car  son  inverse,  ayant  son  centre  sur  l'axe  du  cône  (t).  coupe  ce  cône  suivant  deux 
parallèles  (r),  inverses  de  deux  cercles  (Ci. 

Soient  12,  et  Q,,  sur  la  parabole  (P],  les  centres  des  sphères  ^Sj)  et  (S-.)  contenant  les  deux  cercles  (C,)  el  (C. . 
On  a  vu,  au  paragraphe  2,  que  les  tangentes  on  il,  el  m  à  la  parabole  (P)  étaient  les  axes  dos  deux  cercles 
(C.)  et  ((',2).  Il  en  résulte  que  le  centre  U  de  la  sphère  passant  par  les  deux  cercles  est  le  point  de  rencontre 
de  ces  deux  tangentes,  c'est-à-dire  le  pôle  de  la  droite  o,   et  Uj  par  rapport  à  la  parabole    (P  . 

5.  On  sait  que  le  lie.u  des  centres  des  sphères  tangentes  k  deux  sphères  doimées  de  centres  .\  et  15  et  de 
rayons  U  et  IV  se  compose  de  deux  hypcrboloïdes  de  révolution  ii  deux  nappes,  ayant  pour  foyers  les 
points  A  el  B,  et  lieux  des  points  M  de  l'espace  tels  que  |.MA  —  M|{|  =  |R  _  U'|,  ou  |.MA  — MB|  =  H  -H  H'. 
suivant  (|uc  le  contact  est,  ou  non,  de  même  nature  (extérieur  ou  intérieur)  pour  les  deux  sphères. 

Pour  pouvoir  déterminer  une  famille  de  spluies  ayant  leurs  centres  sur  la  parabole  (P)  et  tangentes  aux 
deux  sphères  (A)  et  (B),  il  est  donc  nécessaire  que  la  parabole  (P)  soit  située  sur  l'un  do  ces  hyperboloïdes, 

soit  {()  .  Considérons  alors  le  cône  ayant  pour  sommet  le  foyer  A, 
et  contenant  la  parabole  P):  ce  cône  coupe  ((J)  suivant  deux 
courbes  planes,  donc  est  bilangent  à  (CI),  et  par  suite  bilangent  au 
cône  isotrope  du  foyer  A  qui  est  circonscrit  à  CM.  Le  cône  du 
sommet  A  cl  pas-^anl  par  (P)  est  donc  de  révolution.  Le  pt)int  A, 
et  par  suile  le  point  H,  doivent  donc  être  situés,  comme  on  l'a 
rappelé  au  paragraphe  2,  sur  la  parabole  (P'j  focale  de    P). 

r.'esi  une  condition  nécessaire;  il  est  alors  facile  de  voir  que 
les  deux  sphères  (A)  et  (II)  doivent  être  de  plus  tangentes  à  un 
même  [ilaii  perpendiculaire  à  0.r.  Soit,  en  effet,  r  le  rayon  de  la 
sphère  tangente  à  (A)  et  (B)  et  ayant. son  centre  au  point  0,  sommet 
de  (P)  et  foyer  de  (P'):  soit  a  et  6  ses  points  de  contact.  Faisons 
tourner  la  droite  AO  autour  de  A,  de  manière  à  amener  0  en  a 
sur  la  «lireclrice  de  (P'j.  Le  point  a,  qui  reste  sur  la  sphère  [A\ 
vient,  (luelle  que  soit  la  nature  du  contact,  en  un  point  a,,  silué  à 
une  distance  de  la  directrice  égale  à  «.  Par  une  opération  analogue, 
le  point  b  de  la  sphère  (B)  vient  en  f>t  à  la  même  dislance  de  la  directrice.  Les  plans  tangents  en  ces  dcui 
points  aux  deux  sphères,  étant  tous  deux  perpendiculaires  ii  (>x.  coïncidcnl  donc. 

On   voit  ainsi   que  les  sphères   (A)   et    (B)    .sont   deux  sphères  du  système     S')    du   problème  précèdent, 
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puLsqu'elles sont  tangentes  à  un  plan  (II';  perpendiculaire  à  l'axe  O.r  de  la  parabole  iP')  sur  laquelle  se  trouvent 
leurs  centres.  Par  suite,  les  sphères  ayant  leur  centres  sur  (P)  et  tangentes  aux  deux  sphères  précédentes  sont 
toutes  les  sphères  du  système  (S).  Elles  sont  donc  tangentes  à  un  plan  fixe  (11),  ce  qui  détermine  leur  rayon 
en  fonction  de  l'ordonnée  de  leur  centre. 

L.  THIBERGE,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 
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2479.  —  Elanl  donnés  deux  triangles  ABC,  A'B'C  inscrits  dans  une  conique  K,  si  par  un  point  P 
de  celte  conique  on  mène  une  droite  quelconque  la  coupant  en  un  second  point.  II,  et  que  sur  celte  droite 
on  prenne  un  autre  point  quelconque  D,  les  deux  coniques  IIDABC  et  IIDA'B'C,  qui  pissent  par  les 
points  H  et  D,  se  coupent  en  deux  autres  points  E  et  E'  situés  sur  une  droite  fixe 

Cette  droite  fîte  est  la  polaire  H  du  point  P  par  rapport  à  la  conique  qui  a  pour  triangles  conjugués 
communs  ABC  et  A'B'C 

Comme  la  propriété  à  établir  est  projective,  nous  pouvons  supposer  que  les  poi'  ts  G  et  C  sont  à 
l'infini,  et  prendre  comme  axes  de  coordonnées  les  tangentes  en  ces  points,  c'est-à-dire  les  asymptotes 
de  la  conique  K. 

L'équation  de  la  conique  est  alors    a:y  —  1  =  0,     et  un  point  de  cette  conique  est  bien  défini  par 

son  abscisse  x,  l'ordonnée  étant    — 

X 

Nous  désignerons  par  a,  b,  a',  6',  p,  h  les  abscisses  des  points  A,  B,  A',  W,  P,  II;  nous  sup- 
poserons que  le  point  C  est  à  l'infini  sur  0//,  le  point  C  à  l'infini  sur  Ox. 

On  voit  aisément  que  la  droite  AB  a  pour  équation  x ->!- aby  —  [a -\- b)  =  {)  ;  d'autre  part, 
l'équation  de  HG  est  x  —  /i  =  0  ;  par  suite,  l'équation  générale  des  coniques  passant  parles  points 
A,  B,  C,  H  est 

u{xy  —  I)-4-  [x  -t-  aby  —  {a-\-b}]{x  —  h)  =  0 . 

De  même,.réqualion  de  HG'  étant     ?/  =  ——,    ou     hy  —  l  =  0,     l'équation  générale  des  coniques 

passant  par  les  points  A',  B',  C,  II  est 

u'{xy  —{)-h[x-h  a'b'y  —  (a'  +  b'}]{liy  —  1)  =  0. 
Nous  allons  écrire  que  ces  deux  coniques  ont  pour  sécante  commune  la  droite  IIP, 

X  -+-  hpy  —  {h  -+-  p)  =  0, 
et  nous  désignerons  par     \x  -h  B(/-f-C  =  0     l'équation  de  la  sécante  associée.  Nous  aurons  une  iden- 
tité de  la  forme 
u{xy  —  1)  -h  (x  —  h)[x  -+-  aby       (a  -+-  b)\  -+■  A  u'{xy  —  1)  H-  (/'y  —  i)[x  -h  a'h'y  —  (a'  +  b')\ 

=  [x-i-  hpy  —  (/i  +  p)]{Ax  +  By  -+-  C), 
ou,  en  posant     u  -+-  (au'  =  X, 
>(xj/  _  1)  4-  (ic  —  fij[x-\-aùy  —  (a  -}-  b)\  -\-  [^{hy  —  i)[x -h  a' b' y  —  (a'  -\-  b')] 

^[x-]-  hpy  —  {h  -t-  p  '(Ax  -h  Bj/  -+-  C) . 
Écrivons  que  les  coefficients  des  termes  semblables  sont  égaux,  nous  avons 

(1)     1  =  A,  (2)     ixhu'b'  =  \ihp,  (;{)     X-ha6H-.u/t  ^  A///)  -t- B, 

(4)  —h—{a-hb)-ii  =  —\{h-]-p)-hC, 

(fi)  —  hab -ix[a'b'-^h{a'-hb')]  =  —ïi{h-^p)-^-C'ip, 

(G)  -  l  -\-  h{a  '^b)-\-  [j^i'i'  H-  6';  =  —  V.{h  -t-  ;») . 
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Les  relations  (Ij,  (i),  (4)  nous  donnent 

(7)  A=:,  Iî  =  _!12_L,  c  =  p- fx -(n-H  6). 

/' 
Uemplaçons  H  et  C  par  ces  valeurs  dans  la  relnlion  (o),  nous  avons  une  équation  qui  détermine  }i, 
et  nous  trouvons 

p^  —  («'  -f-  b'jp  -H  a'b' 
Portons  celte  valeur  de  n  dans  (7),  nous  oblenons 

n'ô'lp^  -{n+b)i)-¥ûh]  —pi(^a' -hb') -\-p[{a-^b)(a' -^- h')-ha'b'  -  ah]  — a'b' {a -^  b) 

\  =  i  ,       U  = ; -7; — —  »       C  =  ; 7—; — • 

p^  —  («'  H-  b)p  -+■  ab'  p»  —  (a'  -+-  b  )p  ■+-  a'b' 

Il  reste  à  vérifier  que  si  Ion  porte  les  valeurs  de  A,  B,  C,  u  ainsi  trouvées  dans  les  relations  (3)  cl 
(0),  on  obtient  deux  équations  en  X  qui  oui  la  même  solution. 

Les  valeurs  de  A,  B,  C  étant  indépendantes  de  A,  la  seconde  sécante  commune  est  lixe,  el  son 
équation  peut  s'écrire 
x[p*  —  («'  -h  b')p  H-  a'b' I  -f-  ya'b'lp^  —  {<i  -h  b)p  -+-  ab] 

—  p«(a'  -f-  b')  -t-  p[(a  -h  b){a'  -f-  b')  -^-  a'b'  —  ab]  —  a'b'(a  -y- b)  =  0, 
ou,  en  divisant  par  p, 

1 

(8)  p[x  -h  (l'h'y  —  (a'  -+-  b'j^  H [a'b'x  4-  aba  h' y  —  a'b'{a  ■+■  b)] 

—  x{n'  -h  b')  —  a'b'{a  -+-  b)y  H-  (n  4-  b){a' H-  b')  -+-  a'b'  —ab  =  0. 

Ur,  la  polaire  du  point     v(x=]),     y  =  — j     par  rapport  à  une  coniciue  que'conque 

Ax^  H-  -2Hx<j  -+-  Cy'  ■+-  2Dx  -H  2Ey  -+-  F  =  0 

est  p(\x  -+-  By  -h  D)  -h  —  (Bx  ~h  Cy  h-  E)  +  Dx  -h  Ey  4-  F  =  0 . 

P 
Si  nous  comparons  celto  écpialion  à  l'éqnalion  (8),  nous  voyons  immédiatement  (pic  la  droite  (8) 

est  la  polaire  du  point  P  par  rapi)orl  à  la  conique 

X»  -h  2a'6'xi/ -l-  aba'b'y^  —  2(a'  ■+-  b')x  —  'i(ib'{a  h-  b)y  -h [a  -h b){a' -h //)  +  a'b'  —  ah  =  0. 

il  nous  reste  à  démontrer  que  cette  coni(|ue  a  pour  triangles  conjugués  ABC  et  A'B'C.  On  verra 

aisément  que  la  polaire  du  point    A(a,  —  j     est  la  droite  BC     (x  =  /;),     et  que  la  polaire  du  point 

A'(n',  — p)    est  la  droite     B'C'(»/  =77);    et  cela  suffit,  car  l'équation  de  la  conique  étant  symétrique 
par  rapport  à  a  el  b,  et  à  a   el  6',  on  en  déduira  (jue  la  polaire  de  B  est  AC  el  la  polaire  de  B',  A'C. 


,  2480.  —   On  considère  deux  points  fixes  0  et  \  et  un   nombre  positif  donné  n. 

hliidicr  lu  courbe  lieu  des  points  M   tels  que 

ÂM*=-u.OA.OM. 

/\  Hif/éreiiles  courl'cs  qui  rorrespondent  aux  diverses  nlcursde  n.    Cas  où     n  =  4. 

Nous  formerons  l'éfiualion  du  lieu  en  coordonnées  polaires,  le  point  0  étant  le  |)ôle,  la  douii- 
droile  OA  étant  l'axe  polaire  ;  nous  poserons  OA  =  a,  et  nous  désignerons  par  p,  »•>  les  coordonnées 
polaires  du  point  M,  p  étant  positif  et  égal  à  (>M,  w  à  l'angle  AOM. 

On  a  par  hypothèse 

Â*r   =  n  OA .  OM  =  «ap  ; 
d'autre  pari,  !<•  triangle  AOM  donne 
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ÂÂT    =  Oa  +  UAi'  —  20 A .  OM  cos  o>  =  «2  4.  p2  _  .jao  cos  oj . 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  ÂM',  nous  obtenons  réqiiation  du  lieu    - 

/■(p,  w)  ^  û2  —  ap(2  cos  w  -t-  n)  -^a'^  =  0 . 

Si  l'on  change  w  en    —  w,     p  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe 
polaire  ;  nous  ferons  varier  w  de  0  à  ir,  et  nous  achèverons  en  tenant  compte  de  cette  symétrie. 
A  chaque  valeur  de  w  correspondent  deux  valeurs  de  p  qui  sont  réelles  si  l'on  a 


2  cos  u)  -f  n 


\^  —h 


4>  0, 


ou 


(2  cos  w  -h  n  -h  2)(2  cos  oj  -+-  ?i  —  2)  >  0 . 


Comme  n  est  positif,  le  premier  facteur  est  positif  quel  que  soit  to  ;  l'inégalité  se  réduit  à 


2  cos  w  +  n  —  2  >  0, 


ou 


cas  co  >  i — 


Si  cette  condition  est  remplie,  on  a  a  fortiori    2  cos  m  -\-  n  >  0,     et  l'équation  de  la  courbe  admet 

deux  racines  réelles  positives. 

n 
La  quantité     ^  —  -^    est  plus  petite  que  1  ;  nous  sommes  conduits  à  distinguer  trois  cas  suivant 

qu'elle  est  inférieure,  supérieure  ou  égale  à    —  I. 


i-j<-i, 


ou 


n  >4. 


La  condition  de  réalité  est  toujours  remplie  ;  l'équation  de  la  courbe 
admet  toujours  deux  racines  positives  qui  varient  d'une  manière  conti- 
nue, et  nous  obtenons  les  branches  de  courbe  PMQ  et  RNS  ;  puis,  en 
achevant  par  symétrie,  nous  obtenons  la  figure  1. 

Pour  avoir  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  avec  Ox,  nous 
calculons 


tgV  = 


ou 


p'  '  /?  2p  —  a(2  cos  0)  4- n) 

Pour    o>  =  0     et    w  =  Tt,    /■,'„  est  nul  et  /"p  ne  l'est  pas,  puisque  les 
racines  de  l'équation   en   p   sont  différentes  ;    donc  p'  est  nul,  tg  V  est 
inflnie,  et  les  tangentes  aux  points  P,  Q,  R,  S  sont  perpendiculaires  à  Ox. 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


l-Tr>-i 

2 


ou 


n  <  4 


Il  existe  alors  un  angle  a  compris  entre  0  et  r  et  dont  le  cosinus 

n 
est  égal  k     1 —  •     La  condition  de  réalité  est  alors    cos  w  >  cos  a, 

ou  w  <;  a. 

Quand  co  croît  de  0  à  a,  les  deux  valeurs  positives  de  p  varient 
d'une  manière  continue,  et  deviennent  égales  pour  m  =  a.  On  ob- 
tient les  branches  de  courbe  PMQ  et  RNQ,  et  la  courbe  représentée 
par  la  figure  2. 

Les  tangentes  en  P  et  R  sont  perpendiculaires  à  Ox.  Au  point  Q, 
/'p  est  nul,  puisque  le  p  du  point  Q  est  racine  double  de  l'équation, 


donc  p'  est  infini  et  tg  V  nul.  On  en  conclut  que  la  tangente  au  point  Q  est  le  rayon  vecteur  OQ. 


Troisième  cas.  1  — ;r  ~  —  ^'  ^"  /j  =  4. 

La  condition  de  réalité  est  toujours  remplie;  seulement,  [)our    m  =  -,    les  deux  valeurs  de  p  sont 
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égales  à  a,  et  l<s  ileux  branches  de  courbe  qui  parlent  des  points  1*,  H 
correspondant  à  '■>  =  0,  viennent  se  réutiir  ad  point  Q  (i  =  a,  w  =  n) 
de  Ox  {/ig.  'A). 

Cherchons   les  tangentes  en  ce  point.   Pour     p  =  a,     w  =  tt,     f,l   cl 
/^p  sont  nuls;  alors,  les  valeurs  de   i'  sont  racines  de  l'équation 

On  a 

fl,  =  -i,  /"^  =  ia  .sin  w,  I  \^i  —  -"p  cos  u>  ; 

et  [onr     p  =  a.     <»  =  ~, 

/  ,-  ^2,         /•;,.,  =  0,         /:.  =     :2<.^ 

L"é(|uation  qui  donne  p'  est  a  ors    p'-  —  «*  =  0  ;    on  on  lire    p'  =  it  a 
et     Ig  V  =  ni  1 .     Par  suite,  les  tangentes  au  point  double  0   'ont  45°  avec  Ox. 

Il  est  aise  de  voir  que  cette  courbe  est  un  limaçon  de  Pascal.  En  elfet,  en  passant  aux  coordonnf^es 
rectilignes,  on  obtient  l'équation 

(i-î  +  ,y»  _  inx  -H  a"",'  =  u^a\x*  ■+-  t/»\ 
et  pour     »i  =  •'», 

(X  -a)»  +  î/*.'  =  iGa\i'- -h  y*). 
Transj)ortons  l'origine  au  point   0     (x  =  —  a,     »/  =  0;  ;     l'équation  devi-nt 

'(x  —  2à)»H- j/-  -  =  I6a\ix  —  ay  -\-y^  , 
ou  (x»  -H  i/îy»  -  8a.r(x*  -h  y')  -H  Sa^ix'-  -  ./')  =  0. 

Uevcnons  aux  coordonnées  polaires;  nous  avons 

p-  —  Snp  cos  w  -+-  8a-(cos-  w  —  ^in-  w)  =  0. 

et  en  résolvant  par  ripitort  à  p, 

p  =  'l't  cos  w  ±  'i^ïit. 

Léopold  SUTIŒ,  à  Kennes. 

lîonnes  solutions  p.ir  .M\I.  U.  Ciiiuoi.,  à  Sainl-Elieniif  ;  A.  IlniNEi.,  à  Cannes;  Mlsskl. 
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2410.  —  Un  farl  sifjlcl  îS,  iir<'(hiis(tiil  un  son  de  2o<mi  (K-rioilcs  [uir  sccunilc  csl  iilacc  en 
un  point  A,  el  on  l'écoulc  en  un  intinl  éloiijni-  \\  auprca  duquel  un  sifflet  S,  donnattt  la  incnie 
noie  est  ré<jlé  de  manière  <juc  l'observateur  entende  les  deux  sons  (wee  la  même  iidensité. 

On  demande  :  / 

1°  (Juel  j>hén(nnène  de  hallements  on  i>l>serrern  si   la   souree    S,     se   rajtproehe   ou   s'éloitjne  de 
l'observateur  avee  une  vitesse  de  T'i"""  à  ilKiire 

2"   Ce  (jti'il  y  mira  de   elumijê  s'il  souffle   un    ernl   de   'ju"    //<(/    mi. ./,</«    iV    \     i.o     U    <>u   de    \\ 
vers    A  ; 

."5"  l'dinlier  les  mêmes  (lueslions  dans  te  ca.s  (n'i,  la   souree    Si  claid    fixe,    e'esl    l'observateur     U 
nui  se  déplaee  à  la  vitesse  indi<iuée  en  entnnnant  la  souree  Sj.    \itesse  du  son    :  .'U(t'"  par  seeonde 

(r.colc    norntalc   siiin'rictirc    ri    hoiirscs   île    liccrur,    i/roii/ir  //,    roiimurs    de    1919.) 

1.  Snil   /(   1,1   |'rt'(|nencr  «'n   -""  «  "iividi'i  /   ii     .;    I.i    ili-iuirr     .'i    1111    iiKuiiiiil    iliiuiii'.    (le    1.1    soune 
S,    à    I '(^l•^^•rv.•lt(•ur    B. 

I,a   \ilir,ili(in   ('iniM'  p.ir    S,     à  ccl   ijistjiiil   r>l    |KMrn(>  ;iii  Imnl   J  un   ltinp>    /  =  -— »     V     d(^signant 

Il  \iUsM'  (lu  Miii.  1,1  n \ilu.ili(in  api'î'S  celle-là  e>l  ('nii>('  niu-  Mrontli    |tlu>  lard  et   n'a  à  |Nircourir, 
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pour  atteindre   robservaleur,    qu'une   distance     x  —  v,     v   désignant  la  vitesse  avec  laquelle  la  source 

se  rapproche;  elle  est  perçue  à  l'époque      f  =  H —  =  t  h ^.      L'observateur    a     donc 

V  V 

Y  -  V 
perçu  les    n  vibrations  de    S^    dans  le  temps     t'  —  t  =  — En     une     seconde,     il     en     perçoit 

n  V 

n  =  =  n      ^     ■    Or  il   perçoit  dans  le  même  temps  les   n   vibrations  de   S,    et  entend,  par 

conséquent,   un  nombre  de  battements 

N  =   /i     n  =  Il  ^rz > 

y  —  V 

car  il  y  a  battement  chaque   l'ois  que   l'une  des  sources  a  lait  percevoir  une  vibration  de  plus  que 

l'autre. 

72000  20 

L'application  numérique,  pour  laquelle     v  =     .,  =  20,     donne     N  =  2  000  X  — ^tt-  =  125. 

Si  la  source    A    s'éloigne,    v    est  négatif  et  la  différence    n'  —  n  est,   en  valeur  absolue, 

20 
N' =  2.000  X—TTT  =111. 
.i60 

2.  —  Si  le  vent  souffle  de  A  vers  B  ou  de  B  vers  A,  son  effet  est  d'augmenter  ou  de  dimi- 
nuer de  20™  cà  la  seconde  la  vitesse  du  son.  Les  expressions  de  N  et  de  N'  deviennent  ;  lors  respec- 
tivement,  dans  le  premier  cas 

20  ,20 

Ni  =  2000X— -77  =  118  et  N' =  2000  X-^;---  =  ^Oo  ; 

dans  le  second, 

20  20 

N,  =  2000  X  7^7777  =  133  et  N:,  =  2000  X  -77777  =  US. 

3.  Si  X  est  la  distance  de  la  source  S,,  supposée  lixe,  à  l'observateur  B,  maintenant  mobile, 
au  moment  oii  celui-ci  perçoit  une  première  vibration  ;  cette  vibration  a  mis,  pour  parvenir,  un  temps 

X 

/=-r^-   La  n'"""'  après  celle-là  est  partie  une  seconde  plus  tard  et  rencontre  l'observateur  rapproché 

d'une  certaine  quantité  BB'  ;  elle  est  donc  perçue  à  l'époque 

x-BB'  BB' 

^  =1+— V —  =  1  +  ^ — V-- 

Mais     BB'    est  le  chemin  parcouru  par  l'observateur  avec  une    vitesse    u     dans    le    temps     t'  —  t  ; 
remplaçons  donc  BB'  par     u(l'  —  t)     et  il  vient 


¥-+-?< 


nce    apparente    de    la    source     S,     est     ;t'  =  --7 
bal'ements  est 


La    fréquence    apparente    de    la    source     S,     est     ;t' =  --, T— " — T? —  ^^    ^^    fréquence    des 


,  u 

N  =  /i     n  =  M  -:rr-- 

20 
Quel  que  soit  le  sens  de  la  vit      e    u,    cette  fréquence  est  égale  à    2000  X  ..,      =118. 


2431.  Un  serpenlin,  immergé  dans  un  calorimètre,  communique  avec  une  étuve  maintenue  à  une  tem- 
pérature constante  T  ^  60".  La  température  initiale  0^  du  calorimètre  étant  chaque  fois  Ih'^,  on /ait  suc- 
cessivement les  cinq  expériences  suivantes  (a,  b,  c,  d,  e,). 
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le  calorimètre  est  d' abord  préservé  contre  le  rayonnement  et  ne  reçoit  de  chaleur  par  conductibilité  que 
de  l'étuve  seulement. 

a)  De  ce  fait,  le  serpentin  n'étant  parcouru  par  aucun  fluide^  le  calorimètre  s' échau ffe  d  un  degré 
dans  le  temps     t  =  2  heures. 

b)  Dans  le  serpentin  on  fait  circuler,  avec  un  dcbit  constant  de  m  =  Ik^  à  l'heure,  un  courant  d'eau 
sortant  de  l'étuve  à  T°,  puis  du  calorimètre  à  la  température  variable  0  de  celui-ci.  L'échauffement  de  1°  est 
alors  obtenu  dans  le  temps     -.'  =  5  minutes. 

c)  On  fait  circuler  dans  le  serpentin  un  courant  d'hydrogène  avec  un  débit  constant  de  V  =  GOi)  litres 
à  l'heure  {mesurés  à  i^"  et  à  la  pression  de  760"""  de  mercure). 

d)  Le  dispositif  préservant  le  calorimètre  contre  le  rayonnement  étant  supprimé, et  la  température  de  la 
salle  d'expérience  étant  t  —  iî')",  le  même  couninl  d'hydrogène  finit  par  élever  le  calorimètre  à  la  tem- 
pérature d'équilibre     0,  =  10". 

e)  On  fait  la  même  expérience  en  supprimant  \e  courant  d'hydrogène. 
On  demande  de  calculer  : 

1"  La  capacité  calorifique  .M   du  caluiimétre  ; 

2°  Le  temps  x  nécessaire  pour  échauffer  le  calorimètre  de  1"  dans  Inexpérience  c)  ; 
3"  La  température  finale  d'équilibre  ^i  du  calorimètre  dans  l'expérience  e). 

Pour  les  quantités  de  chaleur  rayonnées  par  le  calorimètre  vers  ta  salle  et  reçues  par  lui  de  l'étuve,  on 
admettra  qu'elles  sont  jiroportionnelles  aux  excès  de  température  correspondants. 

En  ce  qui  concerne  l'hydrogène  on  admettra  que  sa  masse  est  de  0^,09  par  litre  dans  les  conditions  nor- 
males, sa  chaleur  spécifique  3,4,  son  coefficient  de  dilatation    -=^7- 

{École  polylectiniqite,  concours  de  1020.) 

a)  Désignons  par  A  la  cliultMjr  rrriio  par  coiiduclibililé  en  une  iiiiiiule  el  pour  un  excès  de  tempéra- 
ture d'un  dngré.  Le  calorimètre  s'étant  écliauflV'  d'un  degré  en  deux  heures,  sa  température  est  passée 
(le  15"  à  10"  el  l'excès  moyen  de  la  température  de  l'étuve  a  été  00  —  15,5  =  4i,5.  Écrivons  que  la 
chaleur  de  conduclibilité  durant  120  minutes  a  échauffé  d'un  degré  la  masse  M  du  calorimètre  : 

ÂX44,5>:  120=  M. 

b)  En  5  minutes  il  a  circulé   dans  le  serpentin  ime    masse  d'eau  égale  à    6  >v   -~  et  celte  eau 

est  passée,  en  moyenne,  de  60"  à  15", 5.  Écrivons  que  la  chaleur  qu'elle  a  perdue,  jointe  à  la  chaleur  de 

conduclibilité,  a  encore  échaullé  d'un  degré  une  masse  deau  M  : 

iOOO 
(-2)  /.•  ■:  4 i.5 X  5  -h 5  -.  -^  X  4'*,5  =  M . 

Ces  deux  é(iiiations  déterminent  M  et  A\  On  trouve 

M  =  77'»0     el     /.•  =  1,45. 

c)  Les  10  litres  d  hydrogène  fjui  circulent  par  minute  ont  une  capacité  calorifique  égale  à 

10 X  0,09 X !-— -X3,4  =  2,9. 

Soit  .r  le  nombre  des  ntinutes  au  bout  des(|uelles  la  température  se  sera  élevée  d'un  degré.  I^n  écri- 
vant une  équation  analogue  à  la  précédente,  on  a 

(3)  A  >;4i,5x  X-+- 2.9x4t,5xx  =  M. 

Kn  n'm|)lai;.inl  /.  el  M  par  leurs  valeurs,  on  Irouvo 

.;•       40'"'". 

d)  Désignons  par  A  la  chaleur  [»erduc  par  rayonnement  en  une  minute  et  pour  un  excès  de  tempé- 
rature d'un  degré.  (Juand  la  température  est  stationnaire  à  10",  la  chaleur  reçue  en  une  minute  par  con- 
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duclibililé  est  égale  à  A;  ^60  — >  19)  el   la  chaleur  apportée   par  l'hydrogène   est  égale   à     2,9(60 — 19). 
Ecrivons  que  toute  cette  chaleur  est  perdue  par  rayonnement,  rgale  par  conséquent  à    A  (19  —  15)  : 

(4)  41  k  -h  2,9  X  41  --  4  A. 

En  remplaçant  A- par  sa  valeur,  on  trouve 

A  =  44,6. 

e)  Enfin,  si  on  supprime  le  courant  d'hydrogène,  la  température  d'équilibre  6.  est  telle  que  toute  la 

chaleur  reçue  par  conductibilité,     /c  (60 — O2),     est  perdue   pnr   rayonnement,  égale  par  conséquent  à 

A  (O2  —  13)  : 

(5)  /c(60  — 0,)  =  A  (62  —  lo). 
En  remplaçant  A;  et  A  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

O2  =  16", 'i. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


*  On  considère  le  faisceau  de  coniques 

x^  +  2y-  -H  21x1/  —  ix  =  0. 
Trouver  l'enveloppe  des  axes,  l'enveloppe  des  asymptotes  de  ces  coniques. 
Construire  ces  deux  courbes. 

*  On  considère  un  cercle  (C)  et  une  droite  (D)  ;   on  mène  au  cercle  (C)  une  tangente  variable 
point  de  rencontre  de  (A)  avec  (D),  on  mène  l'autre  tangente  au  cercle   (G). 

Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  tangente  (A')  parallèle  à(.^). 


E.  II. 

(-i);  pur  le 


x-'^^^-ii-'.r 


DEUXIÈME    PARTIE 
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A'9,B'... 


2426.  —  Une  tige  mince  et  légère  AOA'  de  longueur  21  (environ  2"")  porte  à  ses  extrémités  des 
boules  A  et  A'  ayant  chacune  une  masse  m.  Elle  est  suspendue  horizon- 
talement à  un  long  fil  de  torsion  vertical  attaché  en  son  milieu  0.  Légère' 
'>c)  ment  écartée  de  sa  position  d'équilibre,  elle  exécute  de  part  et  d'autre  de 
celle  position  des  oscillations  simples  dont  la  durée  est  de  7""".  Sur  la  cir- 
conférence horizontale  de  l'ayon  OA  on  dispose  ensuite  deux  grosses  boules 
de  plomb  diamétralement  opposées,  C  el  C  ,  de  masse  M  chacune.  Les 
distances  AC  et  A'C,  comptées  entre  les  centres  des  boules,  sont  égales  à 
2P'"  et  on  peut  confondre  les  arcs  el  les  cordes.  Les  boules  A  et  A'  se  rap- 
prochent  des  boules  C  et  C  et  la  tige  AA'  oscille  autour  d'une  nouvelle 
j)osilion  d'équilibre  BB'  telle  (pie  les  distances  BC  et  B'C  ne  soient  plus 
que  de  20"".  Calculer  la  durée  des   nouvelles   oscillations. 

Les  premières  oscillalions  ont  lieu  sous  l'influence  de  la  torsion  seule.  Si    C    désigne  le  cocffi- 


(•)  Les  solutions  des  questions  marquées  d'un  ustirisque  ne  seront  pas  publiées. 
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riciil   (lu  coiijilc  (le  torsion  pI    I    le  moiiuril  d'iiu  rlic  du  syslènie  oscillant,  la  durtV  d'une  oscillation 
-impif  a    pour  expression 

Désignons  par  a  la  dislance  CA,  par  h  la  distance  CB.  Sous  linnuence  de  l'altraclion  des  boules 

A  et  A'  par  les  boules  C  et  C,  le  (i\  de  suspension  s'est  tordu  de  l'angle    — - —    cl  le  moment  du  couple 

a-  h 
de  torsion  est     C — D  autre  part,  si  A-  désigne  la  constante  de  la  gravitation,  cha<pie  attraction  est 

,     ,    .    l^mM  .    km\i  ,    ,, 

égale  a  —r—  et  son  moment  a  /.  L  équilibre  dans  la  position  BB'  donne  donc 

Considérons  maintenant,  à  partir  de  la  position  d'équilibre  BB',  un  petit  déplacement  x  vers  CC 
Les  forces  qui  tendent  à  ramener  le  système  vers  sa  position  d'équilibre  ont  alors  pour  moment 

g  —  /y  H-  X       ^     A-7/iM 
/  ~-  ib  -  j^r  '' 

X" 

ou,  en  négligeant  les  Icrincs  de  l'ordre  de  — . 

0- 

a  —  b-\-x  hiiM  /         2x  \, 

'^ — r—---i;î-( '  +  -)'• 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  condition  (1)  et  désignant  par  0  l'angle  — . 

„x         2A-mM    "ix  ,       ^x       ^,  a  —  b   ix        ^/.  a  —  b\ 

La  nouvelle  durée  d'oscillation  sera  donc 

/              '                                 t                             t  Jïï) 

1=-^       I —, r- =  — , =  — , =lL-i  =  1,054/, 

('  ^;   "min  ^3**'' 


CIIIMIK 

2425.  —  Pour  fuirc  F  analyse  (Fan  sel  de  baryum  correspondant  à  un  acide  du  soufre,  on  Jait  dahord 

Fessai  (F une  eau   de  chlore  avrr   iinr  li'fiicur  contmanl  -—  de  molécule  d  anhydride  arsénieux   (As*0') 

par  litre.  Aynnl  pris  10""'  de  celle  iuiueur  arsénieuse  colorée  avec  une  goutte  d  indigo,  on  trouve  qu'il  faut 
verser  3'"'"'  -    <Fcau  de  chlore  pour  décolorer  Findii/o. 

On  prend  d  autre  part  nn  litre  de  la  même  eau  de  chlore  et  on  y  verse  la  dissolution  d'une  certaine 
(pinntité  du  sel  lie  huryum.  Il  se  nroiluit  un  précipili' pesant  S"..')  de  sulfate  de  baryum.  On  additionne  de 
baryte  la  litpirur  séparée  de  ce  premier  précipité,  ce  (/ni  iléirrminr  un  siu-nud  prériplié  de  nature  identique 
et  pesant  I0*,îi. 

Hnjin  on  répèle  sur  a  nouvelle  liipieur  l'essai  /ait  avec  l'eau  du  chlore  primitive  et  on  trouve  qu'il  en 
faut  verser  1  l'"\l  d<ins  10""^  de  liqueur  arsénieuse  nniir  décolorer  F  indigo  ajouté  à  celle-ci. 
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Délerminer  lajormnle  du  sel  de  baryum. 

11  =  1,  0=16,  S  =  32,  CI  =33,5  As  =  73,  Ba  =  137. 

Tifnage  de  l'eau  de  chlore.  —  La  réaction  de  l'anhydride  arscnieux  sur  l'eau  de  chlore  est  la  suivante  : 

As^O^  -^  2CP  -f2H'0  =  4HCI  -h  As'0^ 

A  une  molécule  d'anhydride  arsénieux  correspondent  deux  molécules  de  chlore;  donc  au    p-—   de 

molécule  d'anhydride  contenu  dans  les  10  cm^  de  liqueur  arsénieuse  correspond    ^^-ttt   de  molécule  de 

.      10 

chlore.  Comme  le  volume  d  eau  de  chlore  employé  est  de  -—   cm^,  on  en  conclut  que  dans  un  litre  de  cette 

O 

eau  de  chlore,  il  y  a  — —  de  molécule  de  chlore. 
^0 

Analyse  du  sel.  —  Le  sel  de  baryum  est  oxydé  par  l'eau  de  chlore.  Une  partie  est  transformée  en 
sulfate  de  baryum,  le  reste  en  acide  sulfurique.  Cette  seconde  partie  se  transforme  à  son  tour  en  sulfate  par 
addition  de  baryte  Enfin  le  second  titrage  de  l'eau  de  chlore  nous  fait  connaître  la  quantité  de  chlore 
employée  dans  l'oxydation,  c'est  à-dire  l'oxygène  fourni  au  sel  de  baryum  pour  le  transformer  en  sulfate  et 
acide  sulfurique. 

Poids  du  soufre.  —  Le  soufre  est  contenu  dans  le  sulfate  de  baryum  total,  c'est-à-dire  dans  li^  de  ce 
sel.  Or,  une  molécule,  ou  SSo»^  de  sulfate,  contient  un  atome,  ou  32-,  de  soufre.  Les  14^'  en  contiennent 

14  X  32 
233 

Poids  du  baryum.   — C'est  le  baryum  contenu  dans  le  premier  précipité  de  sulfate,  c'est-à-dire 

'       Ï33        ■ 
Poids  de  l'oxygène.  —  Un  calcul  semblable  à  celui  fait  pour  le  dosage  de  l'eau  de  chlore  avant  l'expé- 
rience montre  qu'il  y  a  maintenant  dans  un  litre  d'eau  de  chlore  de  molécule  de  chlore.  On  a  donc 

22  2 

employé,  pour  l'oxydation  du  sel  donné,  un  nombre  de  molécules  de  chlore  égal  à 

3 1_  _  23,3 

"20"  ""  22,2  ~  222  ' 
ce  qui,  d'après  la  formule 

CP  -+-  IPO  =  ?IICI  +  0. 
équivaut  au  même  nombre  d'atomes  d'oxygène. 

1  i  4  X  1  i 

Or,  dans    le   sulfate  de   baryum    total,  dont    le  nombre  de   molécules    est  ,      il  y  a      — — - — 

atomes  d'oxygène.  Mais  la  baryte,  dont  l'addition  avait  produit  la  précipitation  d'un  nombre  de  molécules 

10.5 
de  sulfate  égal  à     — ^  ,      avait  apporté  ce  môme  nombre  d'atomes  d'oxygène.  Il  y  avait  donc,  dans  le  sel 

primitif,  un  nombre  d'atomes  d'oxygène 

4x  l't         23,3         10.3  _    21 
233  222  233"  ""233 

Résumé.  —  D'après  les  résultats  précédents,  il  y  a,  dans  le  sel  de  baryum  analysé,  des  nombres 
d'atomes  de  soufre,  d'oxygène  et  de  baryum  respectivement  égaux  à 

14  21  3,5 

"â33'  "233*  233' 
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ce  qui,  pour  un  atome  de  baryum,  correspond  a  ï  de  soufre  et  «i  d'oxygt'ne.    Donc  la  formule  la  plus 
simple  de  ce  sel  est 

S-O^Ba; 


c'est  le  lélratliionate  de  barvum. 


LAPEYNE,  à  Montpellier. 


QUESTIONS    POSÉES    AIX     KXAMKNS    ORAUX    (1921). 


ECOLE  CE.XTKALE  {Fw). 


1 1051.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  H»  une  courbe  C  (limaçon  de  Pascal  donl  le  point  double  est  a);  c'est 
la  b.ise  d'un  cône  de  sommet  S,,.  On  deman  le  l'inlerseclion  de  ce  cône  avec  un  plan  ment'"  par  la  droite  A  (^,,  Co),  parallèle- 
ment à  Sa  ;  point  courant,  tangente  en  ce  point,  points   i  l'infini. 

—  tt52.  —  On  donne  un  plan  de  bout  et  dans  ce  (>l;in  une  courbe  projeti-e  horizontalement  suivimt  un  cercle.  On 
considère  un  cylindre  ayant  cette  rourhe  pour  base,  <;t  de  Kr-nératrices  iKiralleles  à  une  direrlion  donnée.  Trouver  la 
«t'ction  de  ce  cylindre  par  un  plan  perpendirulaire  à  la  direction  des  génératrices;  point  courant  et  tanpente.  Trouver  les 
tangentes  à  la  section  (|ui  rtnronlrcnt  une  droite  donii.'e  (U,  D  ).  Si  on  développe  le  cylindre,  comment  trouve-t-on  le» 
points  d'intlfxion  de  la  transformée  de  la  base  du  cylindic  ? 

—  Or>3.  —  Dans  le  plan  horizontal  on  donne  deu.x  droites  qui  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  passant  par  un 
point  (o,  û);  on  donne  la  direction  (aô,  o5)  des  généra  Irices  d'un  cylindre  ayant  pour  base  l'hyperbole  donnée.  Soit  b.b) 
un  point  sur  la  génératrice   [at.a'i')  :    trouver  la  section  droite  du  cylindre  passant  par  le  point    {b,  b). 

—  65-4.  —  Mener  par  un  point  (a,(t'\  un  plan  qui  roupe  un  cône  donné  (du  second  drgré)  suivant  une  courbe  admet- 
tant pour  centre  le  point   (a,  a  ).   On  se  donne  le  cône  par  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  son  sommet  (>,  »  ). 

—  6ô5.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  co  cercle  est  la  base  d'un  cône  ayant  une  génératrice  verti- 
cale. (:omi)lcn  y  a-l-il  de  conicpies  passant  par  trois  points  donnés  p,  7,  r  et  tangentes  en  (  à  la  circonférence?  Cette 
coni<|ue  peut-elle  être  considérée  comme  la  projection  d'une  section  plane  du  cône? 

—  656  —  Un  cercle  du  plan  horizontal  sert  de  base  à  un  cylindre  (ju'un  plan  donné  coupe  suivant  une  ellipse  ;  la 
projection  de  cette  ellipse  sur  le  plan  horizontal  coupe  le  cercle  en  quatre  |>oints  :  lès  construire. 

—  657.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal.  Mener  par  un  point  les  plans  coupant  ce  cône 
suivant  un  cercle. 

—  <i58.  —  Déterminer  les  plans  principaux  d'un  cône  dont  la  directrice  dans  le  plan  horizontal  est  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  de  front;  le  sommet  du  cône  se  projette  horizontalement  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse.  Plans  de  sections 
circulaires. 

—  (559.  —  On  donne  un  cercle  C  et  une  droite  D  dans  un  plan.  Déterminer  le  point  S  de  l'espace  de  façon  que  le 
plan    SI)   soit  un  plan  cyclique  du  cône  de  sommet    S   et  de  directrice  D. 

—  (»60.  —  t'.ône  supplémentaire  d'un  cône  donné  Iléciprocité.  l'n  cône  de  sommet  donné  a  pour  directrice  une 
circonférence  dans  le  plan  horizontal  :  intersection  d'une  droite  ilonnée  avec  le  cône  supplémentaire  du  premier. 

—  661.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  tine  parabole  P  ;  soit  ^o,  0)  un  point  de  l'espace 
!"  de  cote  fi'o' .  Courbe  inverse  de  la  parabole  I'  par  rapport  au  point  0,  la  puissance  d'inversion  étant 
]                       o'ii*  :    point  quelconque  et  tangente  en  ce  point.  Y  a-t-il  quel(|ne  cli)se  de  particulier  en   0'.' 

'  —  6(»2.   —  Hélice  circulaire;   propriétés.   L'hélice  en  géométrie  descriptive  :  point  courant   et 

'i^'  tangente  Trace  horizontale  d'un  cône  avant  son  sommet  sur  l'axe  du  cylindre  et  donl  les  génératrices 

-       s'appuient  sur  l'hélice,  l'oints  à  l'inlini,  asynijjlotes. 

—  6G:1.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  sommets  ont  môme  rote  ;  l'un  est  de  révolution 
autour  d'un  axe  vertical,  l'autre  n  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  hyperbole  et  son  sommet  se 
projette  au  centre  de  celte  hyperbole.  Construire  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente 
en  ce  point.  i*lans  limites. 

—  Vtii'i.  —  On  considère  deux  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  rencontre  la  ligne  de  terre, 
une  parabole  dans  le  plan  horizont.il  et  une  parabole  dans  le  plan  vertical     hiterseclion  de  deux  cônes 

ayant  pour  sommets  ces  deux  points  et  pour  directrices  les  deux  paraboles  données. 

—  665.  —  On  donne  :  !<>  un  cône  k  bise  circulaire  .Ims  le  j)lan  vertical  et  dont  l'axe  est  de  bout  ;  2»  un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  de  front  et  riont  la  base  dans  le  plan  liorizontal  est  une  hyperbole  équilalére  dont  les  asymptotes  sont 
l'une  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Déterminer  l'intcrseclion  de  ce  cône  et  de  ce  cylindre 

—  666.  —  On  donne  dan^  le  plan  horizontal  deux  cercles  sécants,  dont  les  centres  sont  sur  une  même  parallèle  à  la 
ligne  de  terre.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cylindres  it  génératrices  de  front.  Intersection  de  ces  d<u\  1  v'.inlres  l.oit-pnie 
en  un  point.  Degré  et  nature  de  la  projection  verticale,  hirections  asymptotiques. 

—  6r»7.  —  Dans  (|uels  cas  y  n-t-ll  des  points  A  l'inlini  dans  l'intersection  «le  deux  cylindres? 

—  r»6S    —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercle»  concentriques  et,  sur  le  cercle  Intérieur,  le  point  le  plus  à 
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droite.  C'est  la  projection  des  sommets  {s,s'),  (Si,  s\)  de  deux  cônes  ayant  pour  directrices  les  deux  cercles  donnés.  Inter- 
section. Nature  de  la  projection  verticale  de  l'intersection  ;  montrer  que  la  ligne  de  terre  est  une  asymptote  de  cette  pro- 
jection. 

—  669.'—  Intersection  de  deux  cônes  :  l'un  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  tangent  à  xij,  l'autre  dans 
le  plan  vertical  un  cercle  tangent  également  à  xy.  Chaque  cône  a  son  sommet  qui  se  projette  au  centre  de  la  base  de 
l'autre.  Point  et  tangente  :  ligne  des  points  doubles  apparents  en  projection  horizontale. 

—  670.  —  Intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires  dans  le  plan  horizontal,  qui  admettent  un  plan  tangent 
commun.  Tangentes  au  puint  double.  Points  où  la  tangente  est  horizontale. 

—  671.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  projection,  on  donne  deux  paraboles  P  et  Pi,  et  une  tangente  commune  AA) 
aux  deux  paraboles  Intersection  des  cylindres  ayant  pour  directrices  les  deux  paraboles  et  pour  génératrices  AA  et  ^\^, 
qui  se  coupent  en  un, point   M. 

—  672.  —  On  donne  deux  cercles  dans  le  plan  horizontal  ;  soit  a  l'un  des  points  de  rencontre,  {af,  a/')  une  frontale 
menée  parce  point,  (s, s)  un  point  sur  cette  droite.  Intersection  du  cône  de  sommet  (s,s')  ayant  comme  base  le  cercle  Oi, 
avec  le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  0  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  (af,  a'f).  Point  double,  tangente  au 
point  double. 

—  673.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  un  cercle  et  une  hyperbole  qui  ont  en  commun  un  point  A.  Un  point  S, 
de  cote  connue,  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  est  le  cercle  donné  ;  l'hyperbole  sert  de  base  à  un  cylindre  dont  SA 
est  une  génératrice.  Intersection. 

—  674.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  une  ellipse  et  ses  deux  foyers  s  et  Si,  qui  sont  les  projections  des  sommets 
de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  l'ellipse  donnée.  On  donne  également  le  point  <t  où  la  ligne  des  sommets  perce  le 
plan  de  base.  Intersection  de  ces  deux  cônes,  tangente  en  un  point. 

—  675.  —  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement  ;  ce  sont  les  bases  de  deux  cônes  dont  les  sommets  se  trou- 
vent sur  une  même  droite  passant  par  le  point  de  contact  des  deux  cercles  de  base.  Trouver  l'intersection  de  ces  deux  cônes. 
Représenter  le  solide  commun. 

—  676.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cylindre  dont  la  base  circulaire  est  tangente  intérieu- 
rement au  cercle  de  base  du  cône  et  dont  les  génératrices  sont  verticales  (la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  coïncide  avec 
une  ligne  de  rappel).  Intersection  des  deux  surfaces,  point  courant,  points  remarquables,  points  doubles. 

—  677.  —  Deux  ellipses  sont  tangentes  en  un  point  A,  qui  est  pour  l'une  l'extrémité  du  grand  axe,  pour  l'autre  l'extrémité 
du  petit  axe.  AG  est  la  génératrice  d'un  cylindre  ayant  pour  base  l'ellipse  [i]  ;  enfin  un  point  .S  sur  AG  est  le  sommet  d'un 
cône  ayant  pour  pour  directrice  l'ellipse  (2).  Intersection  des  deux  surfaces,  nature  de  la  section,  détermination  de  .son  plan. 

—  678.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  courbes  (cercles)  C  et  C.  Deux  tangentes  :  AB,  à  la  première,  AB  a 
la  seconde,  se  coupent  en  un  point  A,  projection  d'un  point  de  l'espace  dont  on  se  donnela  cote.  Intersection  des  deux  cylin- 
dres ayant  l'un  pour  base  la  courbe  C  et  ses  génératrices  parallèles  à  AB,  l'autre,  pour  base  la  courbe  C  et  ses  génératrices 
parallèles  à  AB'.  Que  se  passe-t-il  en  A  ? 

—  670  —  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont  de  front  et  dont  les  bases  sont  deux  ellipses  du  plan 
horizontal  comprises  entre  deux  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

—  680  —  On  donne  un  cône  pw  sa  base,  qui  est  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal,  et  son  sommet  (s.s')  ;  on  consi- 
dère un  cercle  inscrit  dans  le  contour  apparent  vertical  ;  il  définit  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  bout.  Détermi- 
ner l'intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

—  681.  —  Mener,  par  un  point,  un  plan  qui  coupe  un  cône  du  second  degré  suivant  une  section  se  projetant  vertica- 
lement suivant  un  cercle. 

—  682.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère. 

—  688.    —  Trouver  sur  une  droite  les  points  qui  sont  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné. 

—  684.  —  Mener  par  deux  points  un  plan  dont  les  traces  forment  dans  l'espace  un  angle  droit. 

—  685.   —  On  donne  une  sphère  et  un  point  (a.a').  Construire  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  sphère. 

—  686.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  deux  projections  et  un  point  extérieur.  Construire  le  plan  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  sphère.  Centre  et  rayon  de  la  section  dt^ter  ninéedans  la  sphère  par  ce  plan  polaire. 

—  687.  —  Section  plane  d'une  sphère. 

—  688  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  a  pour  cote  2,  et  une  droite  rt^b»  qui  est  l'échelle  de  pente  d'un  plan. 
Intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère. 

—  689.  —  On  donne  deux  cercles  sécants  dans  lejilan  horizont.il  :  ce  sont  les  contours  a|)parentsde  deux  sphères  l'une 
de  centre   A   de  cote  2,  l'autre  de  centre    B    de  cote  5.  Intersection  de  ces  deux  sphères. 

—  690.  —  On  donne  trois  points(rt, a  ),(//, b'),(c,c),qui  sont  les  centres  de  trois  sphères  dont  on  donne  les  rayons. 
Trouver  les  point.s  communs  à  ces  trois  sphères. 

—  691.  —  Oinbres  propre  et  portéed'une  sphère  tangente  au  pian  horizontal,  éclairée  par  un  point  lumineux  donné. 
Où  fdut-il  placer  le  point  lumineux  pour  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  soit  une  hyperbole  équilatère  ? 

—  692.  —  Oo  donne  une  droite  (3,3)  qui  est  un  axe  ;  une  autre  droite  la  coupe  en  (a.a)  ;  faire  tourner  cette  droite 
autour  de  (z.s')  jusqu'à  ce  quelle  devienne  tangente  à  une  sphère  donnée. 

—  (>93.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  (.s,.s  )  et  une  droite  (ô,5  )  passant  par  ce  point.  Construire  un  triiilie 
trireclangle  de  sommet  (s, .s)  dont  une  arête  est  (ô,ô  )  et  dont  l'une  des  deux  autres  est  tangente  à  la  slipère. 

—  694.  —  Trouver  une  si>hère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan.  Faire  l'épure  en  prenant  comme  [>lan 
tangent  le  plan  horizontal  de  projection,  et  les  trois  points  dans  un  plan  quelcon(|ue  PaU'. 

—  695.  —  Mener  une  sphère  passant  par  un  point  donné  et  t  uigente  à  trois  plans  donnés  :  deux  des  plans  sont  les 
plans  de  projection,  le  troisième  est  un  plan  de  profil,  le  point  est  quelconque. 
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—  GIK»  —  Déterminer  une  splière  tangente  en  un  [loint  «lonné  à  une  droite  donnée  dans  le  plan  horizontal,  et  à  une 
autre,  donni-e  dans  le  pian  vertical  en  un  point  également  donné. 

—  6Î)7.   —  Mener,  par  une  droite,  un  plan  tangent  ;i  une  splière. 

—  698.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite;  m'iier  par  la  droite  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
de  rayon  donné. 

—  (il)î).  —  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  une  sphère  de  manière  que  le  point  de  contact  soit  dans  un 
plan  donné. 

—  700.  —  On  donne  une  sphère  {o,o'),  un  point  {'i.n''  et  un  plan  de  bout;  mener  k  la  siihôre  par  le  point  un  plan 
tangent  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  donné.  Mcmc  problème  avec  un  plan  quelconque. 

—  701.  —  On  donne  un  triangle  par  ses  deux  projections;  déterminer  une  sphère  de  rayon  connu,  tangente  aux  trois 
C(Més  de  ce  triangle. 

—  702.  —  Mener,  par  une  droite,  un  plan  faisant  un  anj;le  donné  avec  un  plan  de  prolll. 

—  703.  —  .Mener  par  la  ligne  déterre  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  de  prolil.  , 

—  704.  —  .Mener  par  un  point  dotmé  une  droite  faisant  avec  un  plan  vertical  et  un  plan  de  bout  donnés  des  angles 
donnés. 

—  705.  —  On  donne  un  plan  par  deux  droites  qui  si'  coupent;  un  cercle  de  ce  plan  a  pour  centre  le  point  de  rencontre 
des  dfux  droites  et  un  rayon  donné.  L'n  point  {s,s')  est  sommet  «l'un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  ainsi  délini.  Mener  à  ce 
cône  un  plan  tangent  faisant  avec  le  plan  de  base  un  vnn^U-  donné. 

—  700.  —  On  donne  trois  droites  concourantes  ;  trouver  un  cône  de  révolution  passant  par  ces  trois  droites. 

—  707.  —  Déterminer  le  cône  circonscrit  à  une  spliere  donnée,  passant  par  un  point  donné  et  tangent  à  deux  droites 
données. 

—  70S    —  Contour  apparent  d'un  cylindre  de  révolution  défini  par  trois  points  d'iuicsection  droite. 

—  709.   —  Déterminer  un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  donnée  et  tangent  à  deux  droites  données. 

—  710.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  délini  par  deux  génératrices  rectilignes  et  une  tangente.  Mener  un 
Cercle  pa.ssant  par  deux  points  donnés  et  tangent  à  une  droite  donnée. 

—  711.  —  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  à  un  cylindre  de  révolution  délini  par  son  axe  et  son  rayon. 

—  712.  —  On  donne  une  sphère  et  une  horizontale,  axe  d'un  cône  de  révolution  de  demi-angle  générateur  i  ;  le  i  ône 
est  tangent  à  la  s|dière.  Dessiner  les  contours  apparents  de  ce  cône. 

—  7i:i     —  Contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  d.'flni  par  son  axe  et  un"  pian  tangent. 

—  71'*  —  On  donne  deux  droites  (A, A)  et  (B.B)  et  un  point  {a.a)  sur  la  première.  (B,B'  est  l'axe  dun  cône  de 
révolution  qui  est  tangent  en  {a,a')  à  la  droite  (A,A  ).  Coii>truire  ce  cône. 

—  7ir».  —  Deux  points  («,«')  et  (7,0)  sont  les  sommets  dt;  deux  cônes  de  révolution  circonscrits  à  deux  sphères  {0,0':, 
(u), (.)■).  Mener  une  normale  commune  à  ces  deux  cônes. 

—  710.  —  (»n  donne  une  sphère;  lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesr|ue  s  la  section  par  un  plan  donné  dans  le  cône 
circonscrit  à  la  sphère  d'un  tel  point  comme  tommet,  est  une  hyperbole  équilatire. 

—  717.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  (5,8');  le  cône  circonscrit  à  la  sphère  de  sommet  (.-î.s  )  est  coupé  par  un 
|ilan  donné.  Déterminer  les  foyers  de  l'intersection. 

—  718.  —  On  donne  une  s|)lière  tangente  au  plan  horizontal  de  projection,  l'n  cône  de  révolution  circonscrit  A  la  sphère 
passe  par  trois  points  A,lî,C  ihi  plan  horizontal  :  trace  du  cône  surre  plan,  ('.onslruire  une  conique  connaissant  trois  points 
et  un  foyer  ;  distinguer  les  ellipses  des  hyperboles.  Incidemment,  deux  elliiises  ayant  un  foyer  commun  peuvent-elles  se 
couper  en  quatre  points  réels? 

—  710.  —  Ktant  donné  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  intérieur  K.  mener  par  ce  point  un  plan  tel 
que  la  section  du  cône  par 'ce  plan  admette  F  pour  foyer.  Déterminer  l'axe  focal. 

—  720.  —  Faire  passer  un  cylindre  de  révolution  par  une  ellipse. 

—  721.  -  On  donne  deux  droites  (A.A  |,  (It.B'l  et  un  point  {a.a)  sur  (A,\  ),  ^8,0)  est  l'axe  d'une  surface  de  révo- 
ution  qui  est  tangenteen  (a.a)  à  (A, A').    Construire  la  spii-re  inscrite  dans  la  surface  de  révolution  tout  le  long  du  parallèle 

décrit  par  le  point  {(i,a'). 

—  722.  —  On  donne  un  tore  h  axe  verlècal  engendré  par  un  cercle  situé  dans  le  plan.- de  front  passant  par  l'axe.  Plan 
tangent  en  un  point  (|uelconque  de  la  surface.  Section  du  tore  par  ce  plan  langent. 

—  72:<.  —  On  considère  une  ellipse  située  lians  un  pi. m  de  bout  et  on  donne  la  projection  horizontale  de  cette  ellipse- 
Trouver  la  méridienne  principale  de  la  surface  engendrée  par  cette  ellipse  en  tournant  autour  d'un  axe  vertical. 

—  724.  —  Méridienne  principale  d'une  surface  de  ri  vuliUion  à  axe,  vertical  donllacourbe  génératrice  est  dans  un  plan 
debout;  f>n  en  donne  la  projection  horizontale,  une  hypeii.ole  éqiiilatère  dont  un  foyer  est  le  pieil  de  l'axe  elle  sommet  un 
jioint  donné.  Déterminer  un  pointde  la  méridienne  et  la  tangente  en  ce  point.  Directions  asymptotiques  et  asymptotes  de 
cette    mériiiiennc. 

—  725.  —  Méridienne  principale  de  la  surface  engen  liée  par  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical  en  tournant  au- 
tour d'un  axe  vertical.  Contour  apparent  horizontal  de  cette  surface. 

—  720.  —  Contours  apparents  d'un  tore  à  axe  de  fiont.  Di-montrer  que  lecontour  apparent  horizontal  est  une  courbe 
|Mralli'le    a  une   ellipse. 

—  727.  —  On  lait  tourner  autour  d'un  axe  de  front  une  courbe  (C.C')  dont  la  projection  horizontale  est  un  cercle 
et  la  projection  verticale  une  parallèle  h  xi/-  Trouver  un  point  et  la  tangenteen  ce  pointde  la  méridienne  principale  de  la 
surface  ainsi  engendrée.  Contour  ap|>arent  horizontal,   l'oints  011  la  méridienne  est,  perpendiculaire  k  l'axe. 

—  728.  —  On  donne  un  ellipsoïde  île  révolution  à  axe  de  front  et  les  deux  sommets  situés  sur  cet  axe  ;  on  donne  éga- 


EXAMENS  OHAUX  (ÉCOLE  CENTIIALE,  19il)  213 


lement  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde.  Déterminer  les  contours  apparents  de  cet  ellipsoïde;  comment  peut-on  construire 
un  point  courant  du  contour  apparent  horizontal? 

—  729  —  On  donne  une  droite  fA,A')  et  un  cercle,  dans  un  plan  de  front.  Déterminer  les  contours  apparents  de  la 
surface  engendrée  par  ce  cercle,  en  tournant  autour  de  (A, A');. 

—  730.  —  Contours  apparents  dune  surface  de  révolution  autour  dun  axe  quelconque. 

—  731.  —  Interjection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical. 

—  732.  —  Trouver  un  point  de  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  à  axe  vertical  ayant  pour 
sommet  un  point  (.s,s  )  donné.  Tra'îe  de  ce  cône  sur  le  plan  horizontal. 

—  733.  —  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 
Comment  peut-on  trouver  le  plan  de  cette  courl)e  de  contact,  ses  sommets  .' 

—  734  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution;  par  une  droite  donnée  mener  un  plan  qui  coupe  l'ellipsoïde 
suivant  une  ellipse  semblable  à  une  ellipse  donnée. 

—  735.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution. 

—  736  —  Mener  à  une  sphtre  el  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  commun,  faisant  avec 
le  plan  horizontal  un  angle  donné. 

—  737.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  quelconque  et  une  sphère.  On  demande  un  plan  tangent 
commun  faisant  un  angle  donné  avec  l'axe  de  l'ellipsoïde. 

—  738.   —  On  donne  un  ellipsoïde  à  axe  de  front;  mener  ';  cet  ellipsoïde  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  73!).  —  On  considère  un  ellipsoïde  à  axe  de  front  et  un  plan  quelconque.  Trouver  les  axes  de  la  courbe  d'intersection 
du  plan  et  de  la  surface,  ses  sommets  ;  tangentes  aux  sommets. 

—  740    —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  une  droite. 

—  741.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  de  front. 

—  742.  —  Ombres  d'un  paraboloïde  de  révolution,  les  rayons  lumineux  étant  de  front. 

—  743.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  le  sommet  en  haut;  soit  un  point  lumineux  (.?,  s') 
déterminer  l'ombre  propre  et  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.  . 

—  744.  —  Un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  est  défini  par  son  sommet  et  un  point  {a,  a');  par  le  point  (a,  a') 
on  mène  une  droite  (/,  l')  qui  est  un  rayon  incident  au  paraboloïde.  Tracer  d'après  les  lois  de  la  réflexion,  le  ravon  réiléchi. 

—  745.  —  Un  cylindre,  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices,  a  pour  directrice  la  section  d'un  paraboloïde  de 
révolution  d'axe  vertical  par  un  plan  de  bout;  intersection  du  cylindre  et  d'une  droite  donnée. 

—  746.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical;  on  le  coupe  par  un  plan  défini  par  sa  trace  hori- 
zontale et  son  point  de  rencontre  avec  l'axe  vertical.  La  section  est  supposée  être  la  section  droite  d'un  cylindre  ;  intersection 
de  ce  cylindre  avec  une  droite  donnée. 

—  747.  —  Trouver  un  paraboloïde  de  révolution,  comiissant  son  axe,  supposé  vertical  et  deux  plans  tangents.  Inci- 
demment, construire  une  parabole  connaissant  son  axe  et  deux  tangentes. 

—  748.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  (•«,«');  trouver  l'intersection  de  cet 
ellipsoïde  et  du  cône  de  sommet  {s,  s')  ayant  pour  base  la  section  plane  de  l'ellipsoïde  par  un  plan  de  bout  donné. 

—  749.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base  une 
parabole  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  la  ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale. 

—  750.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère  et  pour 
directrice  une  circonférence  dans  le  plan  horizontal. 

—  751.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  c'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  {s, s').  On  donne  ensuite  un 
point  {a,  a);  lieu  des  projections  de  ce  point  {a,  a')  sur  les  génératrices  du  cône;  point  et  tangente. 

—  752.  —  On  donne  une  sphère;  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  de  front.  Intersection  delà  sphère  et  du  cylirdre. 

—  753.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  base  est  une  parabole  dans  le  plan  vertical,  d'axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre- 
les  génératrices  du  cylindre  sont  horizontales.  Intersection  de  ce  cylindre  avec  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  généra- 
trice passant  par  le  sommet  de  la  parabole.  Degré  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection. 

—  754.  —  On  donne  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales  ;  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  vertical  de 
projection  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  avec  une  sphère  ayant  son  centre  dans 
le  plan  horizontal  qui  passe  par  l'axe  de  cette  parabole.  Nature  de  la  projection  horizontale. 

—  755.  —  On  donne  une  ellipsoïde  à  axe  vertical  et  un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  pour  base 
un  cercle  du  plan  vertical.  Déterminer  l'intersection  du  cône  et  de  l'ellipsoïde.  Points  sur  les  génératrices  de  contour 
apparent. 

—  756.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cône  de  sommet  {s,  s')  donné,  ayant  pour 
directrice  une  courbe  donnée  (C,  C  ).  Point  courant  de  l'intersection  et  tangente  en  ce  point. 

—  757.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  dans  le  plan  de  front  contenant  l'axe  une  droite 
verticale  Z.  Surface  engendrée  par  une  droite  A,  horizontale,  s'appuyant  sur  la  verticale  Z  et  tangente  au  cône.  Déterminer 
la  courbe  de  contact;  point  et  tangente  (intersection  du  cône  donné  avec  un  cylindre  vertical). 

—  758.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  d'axe  vertical,  et  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  dont  le 
sommet  est  un  point  situé  ii  la  fois  dans  le  plan  méridien  de  front  et  dans  le  plan  d'équateur  de  rellipsoïde.  Trouver  l'inter- 
section. 

—  759.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  :  l'une  est  l'axe  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  l'autre  celui  d'un 
paraboloïde  de  révolution.  Intersection  des  deux  surfaces. 
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_  760.  —  On  consi.lire  un  ellipsoïde  de  révolution  .l'yxe  rertical  ilonl  on  donne  la  méridienne  principale.  Un  donne 
dans  le  même  pl.in  de  front  une  verticale  et  un  cercle  qui  en  tournant  autour  de  celte  verticale  engendre  uq  tore.  Trouver 
l'intersection  des  deux  surfaces;  tangente  en  un  point. 

—  761.  —  Par  le  point  le  pins  haut  d'une  sphère,  on  mène  une  paralitle  à  la  ligne  de  terre  et 
une  verticale;  on  a  ainsi  le  contour  apparent  vertical  d'un  cùne  de  révolution.  Trouver  l'intei-section 
de  ce  cône  avec  la  spht-re.- 

—  762.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  v^ertical;  un  cône  a  pour  sommet 
l'extrémité  du  petit  axe,  [.our  axe  une  droite  As  inclinée  à  45°  et  pour  génératrice  la  droite  AB. 
Intersection  des  deux  surfaces. 

—  763.  —  On  considère  un  itllipsoïde  de  révolution  à  axe  Tertical,  Intersection  de  l'ellipsoïde 
avec  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  au  foyer  (/■,/')  de  l'ellipse  méridienne  et  dont  on  se 
donne  l'axe  et  le  demi-angle  au  sommet. 

—  76'i .  —  On  donne  un  paralmloïde  de  révolution  à  axe  vertical;  un  cylindre  de  révolution  a 
son  axe  dans  le  plan  de  front  de  I  ixe  du  paraboloïde  et  est  défini  par  son  contour  apparent  vertical. 

Intersection  du  cylindre  et  du  paraboloïde.  Tangente  en  un  pouit. 

—  765.  —  Intersection  de  deux  paraboloïJes  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan  de  front  et  dont 
les  méridiennes  ont  un  foyer  commun. 

—  766.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  ;i  axe  vertical  et  un  point  sur  cet  axe;  c'est  le  sommet  d'un  cône 
circonscrit  à  I  ellipsoïde.  On  donne  un  cylindre  circonsiiit  à  l'eilipsoïle  et  dont  les  génératrices  sont  de  front.  Intersection 
du  cône  et  du  cylindre. 

—  767.  —  Propriétés  de  l'intersection  de  deux  cylin-lres  tous  deux  circonscrits  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe 
vertical. 

—  768  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  avec  une  sphère  tangente  au  cône  et  dont  le  centre 
est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Forme  de  la  projection  verticale. 

—  760.  —  l  ne  droite  de  front  est  l'axe  d'un  tore  dont  on  ilonne  la  méridienne  de  front.  Intersection  de  ce  tore  avec 
une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de  front  de  Taxe.  Degré  de  la  projection  verticale. 

—  770  —  On  donne  un  seul  plan  de  projection  et  dans  ce  plan  un  cercle  et  deux  droites.  Intersection  des  surfaces 
engendrées  par  ce  cercle  en  tournant  autour  des  deux  droites  :  point  et  tangente;  degré  de  la  courbe,  degré  de  la 
projection,  genre  de  la  conique. 

—  771.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  A  dans  le  plan  de  front  passant 
par  l'axe.  On  fait  subir  à  chaque  parallèle  une  tran<l.ition  horizontale  pour  en  amener  le  centre  sur  A.  Quelle  est  la 
surface  ainsi  délinie '?  Intersection  du  paraboloïde  et  de  cette  surface;  tangente  en  un  point  courant  de  cette  mtersection. 

—  772.  —  In  hypcrboloïde  est  défini  par  son  axe  \erticnl  et  une  génératrice.  .Mener  .i  cette  surface  un  plan  tangent 
paralitle  a  un  plan  donné.  Combien  le  problème  admet-il  de  solutions  ' 

—  773.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  ;i  axe  vertical  par  son  axe  et  une  génératrice  quelconque.  Point 
de  contact  du  plan  tangent  déterminé  par  cette  génératrice  et  un  point  donné. 

_  774.  —  Construire  un  plan  tangent  fi  un  hyiierboloi  le  de  révolution  d'axe  vertical,  défini  par  une  génératrice 
rectiligne  quelconque;  le  plan  tangent  devra  contenir  cette  génératrice  et  passer  h  une  distance  donnée  d'un  point  donné. 

—  775.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axf  vertical.  C'est  le  cône  asymptote  d'un  hyperl>oloïde  de  révolution 
dont  on  se  donne  un  point  ia,a'}-,  construire  le  plan  tui^'ent  à  Ihyperboloide  en  ce  point. 

—  776.  —  On  donne  le  cône  asymptote  d'un  hyperboloï  le  de  révolution  à  axe  vertical;  un  plan  donné  par  ses  traces 
est  8up])0sé  tangent  h  l'hyperboloïde;  déterminer  son  point  de  contact. 

—  777.  —  Construire  les  génératrice»  d'une  surface  gauche  de  révolution  qui  font  un  angle  donné  avec  une 
génératrice  donnée. 

—  778.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  h  me  vertical  et  une  droite  (|uelconque.  Construire  le» 
génératrices  de  l'hyperboloïde  qui  font  un  angle  donné  avec  la  droite. 

—  779.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution,  définie  par  son  axe  et  une  génératrice  quelconque,  avec 
un  plan  donné  par  deux  droites. 

—  780.  —  Intersection  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  |D,  I»')  tournant  autour  d'une  verticale  (A,  A  ),  avec 
un  plan  parallèle  à  (h,  I)  )  mené  par  une  droite  (A»  A') 

—  781  —  On  considère  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  définie  par  une  génératrice  quelconque;  on 
donne  un  point  extérieur  A  et  on  considère  le  plan  asymptote  passant  par  A;  puis,  par  un  point  lî  donné,  on  mène  le  plan 
parallèle  h  ce  plan  asymptote.  Section  de  la  surface  gaui  lie  par  ce  plan. 

—  782.  —  In  hyperlxdoïdc  de  révolution  à  axe  vertical  est  défini  par  une  génératrice  rectiligne;  on  donne  un 
point  (a,  a't,  mener  par  ce  point  un  plan  coupant  l'hyperboloïde  suivant  une  courbe  dont  le  centre  soit  (a,  a')  ;  dans  le  cas 
de  branches  infinies,  déterminer  les  asymptotes. 

—  783.  —  Intersection  de  deux  li\ perboloïde»  de  nvolution  <le  même  axe  vertical  et  engendrés  par  deux  droite»  de 
front  parallèle». 

—  78'i  —  l'ne  droite,  A,  tourne  autour  d'une  drcuic  /,;  une  autre  droite,  B,  tourne  autour  de  la  même  droite  Z; 
intersectinn  des  deux  surfaces  ainsi  engendrées. 

—  785  —  Inteisertion  li'un  hyperboloïde  de  révolution  il  axe  vertical  défini  par  une  génératrice  de  front  (f.l')  avec 
un  rône  de  révolution  .lyaiit  son  sommet  dans  Ir  plan  lioruontal  sur  f;  l'axe  du  cône  passe  par  le  centre  (o,  <»  )  de 
l'hyperboloïde  et  le  cône  admet  la  ilroite  {fj',  comme  (,(  iiér.itrice. 

—  786.  —  0»  donne  un   hyperboloïde  de  révolution  a    axe  vertical  déûnl  par  une  génératrice  de  front.  On  fait  aubir 
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au  cône  asymptote  une  translation  qui  amène  son  sommet  en  un  point  {s,  s').  Intersection  du  cône  (s,  s')   et  de  i'iiyper- 
boloide. 

—  787.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  par  son  axe  et  une  génératrice.  On  considère  les  deux  cylindres 
circonscrits  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  deux  directions  données;  déterminer  l'intersection  de  ces  deux  cylindres 

—  788.  —  Trouver  une  génératrice  d'un  paraboloï.ie  hyperbolique  dont  on  se  donne  un  plan  directeur,  qui  est  le 
second  bissecteur,  et  deux  génératrices,  dont  une  verticale,  hlan  tangent  en  un  point;  sommet  du  paraboloide.' 

—  789.  —  L'n  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  pian  directeur  horizontal  et  deux  droites.  Mener  à  ce 
paraboloide  un  plan  tangent  parallèle  à  vm  plan  donné. 

—  790.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  défini  par  deux  droites.  Trouver  un  plan 
tangent  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  donné  par  ses  traces. 

—  791.  —  Génératrice  d'un  paraboloide  hyperbolique  orthogonale  à  une  génératrice  donnée. 

—  792.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices;  lieu  des 
points  de  la  surface  par  lesquels  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

—  793.  —  Sommet  d'un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices 
rectilignes  quelconques. 

—  794.  —  Déterminer  le  sommet  d'un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux 
génératrices  dont  les  projections  horizontales  sont  parallèles. 

—  795.  —  Trouver  le  sommet  d'un  paraboloide  hyperbolique  déterminé,  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux 
génératrices  de  profil. 

—  796.  —  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal  et  deux  droites  dans  le  plan  vertical  et  rencontrant 
l'hyperbole.  Déterminer  les  plans  directeurs  du  paraboloide  hyperbolique  ainsi  défini. 

—  797.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices,  l'une  (A  A'I 
([uelconque,  l'autre,  (B,  B  ),  verticale,  intersection  de  ce  paraboloide  avec  un  pian  passant  par  (A,  A)  et  faisant  un  angle 
donné  avec  le  plan  vertical. 

—  798.  —  Un  paraboloide  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Trouver  l'intersection  de 
cette  surface  avec  un  plan  mené  par  une  des  génératrices  et  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  donné. 

—  799.  —  Un  paraboloide  est  défini  par  un  quadrilatère  gauche  0,  2,  4,  6  projeté  horizontalement  suivant  un  rectangle  ■ 
sommet;  section  par  le  plan  horizontal  de  cote  0;  asymptotes  de  la  section.  ' 

—  80O.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  quadrilatère  gauche  dont  la  projection  horizontale  est  un 
parallélogramme  (géométrie  cotée).  Construire  le  sommet.  Section  par  un  plan  quelconque. 

—  801.  —  Trace  horizontale  d'un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  de  bout  et  deux  génératrices 
rectilignes  quelconques. 

—  802.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur,  qui  est  le  second  plan  bissecteur,  une 
génératrice  verticale  et  une  génératrice  de  bout.  Déterminer  la  section  de  ce  paraboloide  par  le  plan  vertical  de  projection. 

—  803.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  le  second  biss-^cleur,  et  dont  une 
génératrice  est  verticale.  On  demande  la  section  par  un  plan  vertical. 

—  804.  —  On  donne  deux  plans  et  une  droite  ;  mener  parla  droite  un  plan  coupant  les  deux  plans  donnés  suivant 
deux  droites  rectangulaires.  On  donne  un  paraboloïile  hyperbolique  et  une  droite  :  faire  passer  par  la  droite  un  plan 
coupant  le  paraboloide  hyperbolique  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

—  805.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices,  l'une 
quelconque,  l'autre  verticale.  Mener  par  une  droite  donnée  (D,  D')  un  plan  coupant  cette  surface  suivant  une  hyperbole 
é(iuilatère.  Point  courant  de  l'intersection  et  tangente  en  ce  point. 

—  800  —  Mener  par  une  horizontale  un  plan  tangent  à  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices 
et  un  plan  directeur  horizontal. 

—  807.  — .  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  tangent  ta  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal. 

—  808.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloide  fiyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux 
droites  quelconques. 

—  809.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Par  un 
point  (.s,  s),  on  mène  le  cône  circonscrit  au  paraboloide;  trouver  la  courbe  de  contact,  puis  la  trace  du  cône  sur  le  plan 
horizontal.  Nature  de  cette  dernière  courbe. 

—  810.  —  Construire  le  plan  polaire  d'un  point  donné  par  rapport  à  un  paraboloide  hyperbohque  défini  par  un  plan 
directeur  horizontal  et  par  deux  génératrices  rectilignes. 

—  811.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolir[ue  à  plan  directeur  horizontal.  Construire  le  diamètre  conjugué  d'une 
direction  de  plan  donnée. 

—  812.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  et  d'un  cylindre. 

—  813.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal,  une  génératrice  verticale 
et  une  droite  quelconque  (D,  U);  on  prend  l'intersection  d'un  plan  horizontal  et  de  la  droite  (0,  D')  et  on  fait  passer  par 
ce  point  une  ellipse,  située  dans  ce  plan  horizontal.  Trouver  l'intersection  du  paraboloide  avec  le  cylindre  ayant  cette 
ellipse  pour  base  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  (D,  D'). 

—  814.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  de  front.  On 
donne  un  plan  défini  par  ses  traces  et  dans  ce  plan  une  hyperbole  asymptote  aux  traces.  Intersection  du  paraboloide 
hyperbolique  avec  le  cylindre  ayant  comme  base  cette  hyperbole  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 
Directions  asymptoti(iues  de  l'intersection. 

—  815.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  dont  un  des  plans  directeurs  est  le  plan  horizontal,  et  qui  passe 
par  une  verticale  et  ur.e  frontal»  données,  avec  un  cOno  de  révolution  dont  l'axe  est  la  verticale  précédente  et  dont  une 
génératrice  est  parallèle  à  la  frontale.  Point  courant  et  tangente. 

—  810.  —  Intersection  de  deux  paraboloiJes  hyperboliques  ayant  une  génératrice  commune  et  admettant  comme 
plan  directeur  le  plan  horizontal. 
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—  SI".  —  Interse''tion  dun  paraboIoiJe  liyperboli'iue  avec  un  hyperboloide,  ces  deux  surfaces  ayant  une  génératrice 
commune.  Asymptotes. 

—  818  —  Intersection  dun  liyperboloi  le  de  révolution  défini  par  une  génératrice  de  front  {g  'j')  et  son  axe  vertical, 
avec  un  p;ir,iljoloi.ie  hyperbolique  passant  par  cette  ni'  me  génératrice  {g,g  et  par  une  verticale  donnée  (plan  directeur 
horizontal.  .Asymptotes  de  cette  intersection. 

—  811).  —  Ln  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vtitical  est  défini  par  une  pénérafriie  de  front.  Si  on  mène  en  tous 
les  points  de  cette  génératrice  les  normiles  à  l'hyperb^loi  le  quel  est  le  lieu  engendré  par  toutes  ces  droites  ?  Construire 
une  normale  et  trouver    l'intersection  de  ce  lieu  avec  1  liyperboloide. 

—  820.  —  Deux  droites  qui  ne  se  coupent  pas  smit  données  par  leurs  projections.  Trouver  le  centre  de  la  surface 
engendrée  par  lune  di-s  droites  en  tournant  autour  de  1  autre;  déterminer  le  ccine  asymptote  de  celte  surface. 

—  821.  —  On  donne  trois  droites  non  situéi-s  deu\  a  ileux  dans  un  même  plan.  Déterminer  le  centre  de  l'hyperbo- 
lolde  délini  par  ces  Iroisdroites.  Fnin-  l.i  construction  dans  le  casoù  l'une  des  droites  est  de  bout  et  les  deux  autres  quelcon- 
ques. Trouver  In  projection  horizontale  d  un  point  de  cet  tnperbobji  le  dont  on  se  donne  la  projection  verticale. 

—  822.  —  On  donne  une  verlicile  et  deux  autres  ciroites,  quelconques.  Surfa-e  engendrée  pir  une  droite  s'appuyant 
sur  li's  trois  droites  données.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  dont  on  donne  la  projection  horizontale.  Plan  tangent 
en  ce  point.  Centre  de  la  surface. 

—  H'2'.i  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  et  un  [loint  .M.  Combien  y  a  t-il  de  quadriques  réglées  passant  par  ce 
quadrilatrre  gauche  et  le  |)oint  .'  Plan  tangent  en  M. 

—  82'«.  —  On  donne  deux  verticales  et  une  droiti'  r|iielcon(|iie;  un  Cfrde  situé  dans  un  plan  horizontal  variable 
rencontre  ces  trois  droites.  Connaissant  la  projection  \eilicale  dun  point  de  la  surface  engendrée,  en  trouver  la  projection 
horizontale,  el  inversement.   A  (|uelle  condition  celte  surlare  sera-t-elle  un  hyperboloide  ? 

—  825.  —  On  donne  un  cercle  C  dans  le  plan  horizontal,  un  second  cercle  C  dans  un  plan  parallèle:  on  joint  deui 
points  A  et  B  pris  sur  chaque  cercle.  Déterminer  les  génératrices  de  la  surface  passant  par  C,  C   el  la  droite  AB. 

—  826.  —  Trouver  une  génératrice  de  la  surface  iléterniinée  par  deux  coni(|ues  de  l'espace  (|ui  se  coupent  en  deux 
points  A  et  B  et  par  une  drolle  qui  s'apjiuie  en  C  et  I)  sur  ces  deux  coni(|ues. 

—  827  —  On  dimne  un  cône  a  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal;  on  coupe  ce  cône  par  un  plan,  l  ne  surface 
du  second  degré  est  raccordée  au  cône  tout  le  long  de  la  courbe  de  section  et  passe  par  un  point  la, a').  Plan  tangent  à 
cette  quadri(|ue  au  point   («,«  j. 

—  828.  —  On  diinnc  un  cylindre  .\  base  circulaire  dans  l-î  plan  horizontal:  on  coupe  ce  cylindre  par  un  plan  donné 
par  ses  traces.  I  ne  <|iiidrique  est  raccordée  au  cylindre  tout  le  long  de  la  courbe  de  section  et  passe  par  un  point  .M.  Plan 
tangent  à  cette  quadrique  au  [loint    M. 

—  821» 

donnés  sont  trois 


Kn  perspective,  on  donne  trois  points  du  géométral.   Construire   le   parallélogramme    dont  les  trois  points 
i  sommets  consécutifs,  puis  le  prisme  qui  a  ce  parallélogramme  pour  inSB  et  ciontles  arêtes  sont  verticales. 

—  8;J0  —  On  donne  une  ligne  de  terre  et  une  lit;ne  il'liorizoïi.  Trouver  la  lij;ne  de  fuite  du  plan  déterminé  par  trois 
points  donnés  par  leurs  deux  projections.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  du  plan  dont  on  donne  la  perspec- 
tive de  la  projection.  Trouver  une  droite  de  front. 

—  831.  —  On  donne  la  ligne  de  terre  et  la  ligne  dliori/.on  dans  le  plan  du  tableau.  On  donne  la  perspective  de  la" 
directrice  horizontale  et  du  sommet  «l'un  cône.  On  donne  de  plus  la  perspective  de  la   projection  horizontale  du  sommet. 

I  ne  courbe  dans  le  (dan  du  tableau  est  la  ilirectrice  dun  cône  dont  on  connaît  le  sommet  par  les  mêmes  éléments  «jue  le 
précédent.  Intersection  des  deux  cônes. 

—  832.  —  On  donne  une  ligne  d-»  terre  x//  el  \x\\>-  li-'ne  d'horizon  II  l'.ie  courbe  dans  le  plan  horizontal  a  pour 
perspective  une  courbe  donnée.  On  se  donne  la  perspective  dun  point  et  celle  de  la  projection  horizontale  de  ce  point  ;  on  se 
donne  la  perspective  d'une  seconde  courbe  et  la  iierspei  iive  <rune  ilroite  ainsi  (|iie  celle  de  sa  projection  horizontale.  On  a 
ainsi  un  cône  el  uncvlindie.  Trouver  un  point  de  rinleixclion  de  ces  deux  surfaces. 

»-«^ 

OLKSTIONS    l'UOpOSKKS 


■*  On  con.sidèrc    deux  axes  roclaiigiilaires  et  un  cercle  C  de  ravon  a   ayant  >on  centre  sur  lu  preinièro 
bisscclriee  de  l'angle  des  axes  et  langent  aux  deux  axos, 

1"  On  mène  une  tangente  au  cercle   C.    qui  coupe  le.s  axes  en   M    el    >',    et  on    demande   l'équation   du 
cercle  V  ciiconsrril  au  triangle  OM.N  et  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  quand  la  tangente  M.N  varie. 

2o  Les  deux  cercles  C  et  V  définissent  un  faisceau  linéaire.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon 
nul  (te  ce  faisceau. 

;t"  Former  l'axe  radical  des  cercles  C  cl  V.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cet  axe  radical  avec 
la  ligne  des  centres  des  cercles  C  el  1'  el  le  lieu  lie  son  point  de  rencontre  avec  la  droite  MN. 

K.  II. 

*  D'un  point  M  de  la  diViloppée  d'une  parabole    l»  .  on  abaisse  la  normale  à  cette  parabole.  Soient  .\   le 
pied  de  la  normale  double  el  !<  celui  de  la  normale  sKuplx».  el  iC)  le  cercle  tang^-nt  en  A  à  (P)  et  |>assanl  par  II. 
Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  ((')  cl  reiivclo|>|»e  de  ce  cercle. 

Ë.  N.  Uarisien. 

(*)  Les  solutions  des  questions  marquées  d'un  asteri(|ue  ne  seront  pas  publiées, 
linprimarie  Comte  Jacquet.  -  liitr-U  Duc.  ^«  HédaCleufGérant  :    11.  VLIlBKKT. 
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PREMIERE   PARTIE 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  FORMULES  DE  SERRET-FRENET 

par  M.  Léon  Pomey,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Considérons,  sur  une  courbe  gauche  C,  un  point  variable  M  défini  par  la  valeur  algébrique  s  de 
l'arc  de  courbe  AM,  que  Ton  compte  positivement  dans  un  sens  convenu  à  partir  d'une  origine  fixe  A. 
Soient  Mï,  MN,  MB  trois  vecteurs  égaux  à  -j- 1  pris  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la 
binormale,  le  sens  positif  adopté  sur  chacune  étant  respectivement  celui  des  arcs  s  noissants,  celui 
de  M  vers  le  centre  de  courbure,  enfin,  pour  la  binormale,  celui,  qui  rend  ce  Irièdre  trirectangle  positif, 
comme  le  trièdre  des  coordonnées.  Appelons  Xj,  x,,  "^3  les  cosinus  directeurs  de  MT,  v,,  v^,  Vj  ceux  de  MN 
et  ^1,  P2.  ?3  ceux  de  MB.  Ces  quantités  représentent  respectivement  les  coordonnées  des  trois  points 
T,  N,  B  par  rapport  au  tiièdre,  dont  le  sommet  est  en  M  et  dont  les  arêtes  Mx,  My,  Mz  sont  respecti- 
vement parallèles  à  celles  du  trièdre  des  coordonnées  et  de  même  sens. 

Les   formules    de   Serret-Frenet    font    connaître  les  valeurs    des    quantités    —r^  >    — r^'    — -  > 

as        as  as 

{i  =  1,2,  3),     en  fonction  des  cosinus  x^,  p^,  v-  ainsi  que  du  rayon  de  courbure  R^  et  du  rayon  de 

torsion  R(  de  la  courbe  en  M. 

Remarquons  d'abord  que  les  trois  quantités  —7—  sont  les  projections  sur  les  axes  Mx,  My  et  Mz 
du  vecteur  représentant  la  vitesse  v  par  rapport  au  trièdre  Mxyz  du  point  T  pour  la  valeur  s  de  la 

variable  indépendante^  qui  joue  le  rôle  du  temps.  De  môme  les  -— ^  et  les  ~-   sont  les  projections 

des  vitesses  de  B  et  de  N  par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Or,  quand  s  varie  de  ds,  le  point  M  vient  en  une  position  M',  infiniment  voisine,  sur  C,   et  le  trièdre 

indéformable  MTB.N  vient  en  MT'B'N'.' Menons  par  VI  les  vecteurs  MT,,  MBi,  MNi  respectivement  équipol- 

lents  à  M'T',   M'B',  M'iY.   Les  vitesses  relatives  cherchées  sont  les  limites  (quand  ds   tend  vers  0)  des 

TT,      BB,      NN, 
vecteurs  -r—f    —j-^    —7-  • 

ds        ds        ds 

Dans  la  rotation   instantanée   Q,   qui  fait  passer  du  trièdre   MTBN   au  trièdre  MT,B,N,,    ces  trois 

vitesses  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  rayons   MT,  MB,  MN. 

^  ,  '111  •        ^         ^''        ^P'        ^^'' 

Cela  pose,  calculons  les  expressions  des    ——1    — ; — >    —r-: 

ds         ds         ds 

dx, 
1°    — — '•    —  Le  vecteur  y,  vitesse  du  point  T,   sera  évidemment  dans  le  plan  limite  du  plan  MTT,, 
ds 

c'est-à-dire  dans  le  plan  osculaleur  en  M.  Par  conséquent,  le  vecteur  v  sera  parallèle  à  MN  et  visiblement 

de  même  sens  ]  ses  cosinus  directeurs  seront  donc  v,,  v^,  V3,   D'ailleurs,  puisque    MT  =  1,     TT,   a  une 

valeur  égale  à  l'angle  de  contingence   rfo,   à  des  infiniment  petits  du  3«  ordre  près,  et  l'on  a  donc 

V  =  lim.    —T-^  =  — —  =  — —    Si  l'on  projette  cette  vitesse  sur  les  axes  Mx,  Mj/,  M:,    on  aura 
ds         ds         Ke 


1>I8 
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(*) 


^=i"      (-''^•^)- 


d?, 


2"    — -•    —  D'après  c<,'  <iu'on  vient  d-'  vuir,  la  vitesse  du  point  T  est  la  mémo  que  si  l'on  avait  fait 
ds 

\ 
subir  au  trièdre  MTUN  une  rolalion  instantanée  w,  égale  à    ---,     autour  de  l'axe  MH,  dans  le  sen*  do 

l'axe  positif  MN.  Celte  rotation  w,  laisse  fi'nilleurs  le  point   B  immobile.  Si  donc  nous  appelons  w,  la 
rotation  instantanée  qui,  composée  avec  «■>,,  donne  pour  résultante  l>,  il  résulte  de  là  que  la  vitesse  m  du 

point  B,   qui  est  la  limite  du  vecteur     —^^    sera  |)roduite  uniquement  par  celte  rotation  <ô^.  Mais  cotlc 

rotation  m^  ne  devant  pas  mo  lifier  la  vitesse  v   trouvée  pour  le  point   T  (laquelle  est  duo  par  hypollièse 

uniquement  à   w,),  il  faut  que  l'axe  de  cette  rotation  (■>,  soit  précisément  la  droite   MF.    La  vitesse  u  du 

point   B   sera  donc  perpendiculaire  à  la tan;;ente   MT.   en  même  temps  qu'au  rayon  MB;  elle  sera  donc 

également  parallèle  à  la  normale  principale  et  ses  cosinus  directeurs  seront  •/,,  vj,  Vj.   D'ailleurs,   BH,    a 

pour  mesure  l'angle  dr,  des  deux  plans  osculateurs  inliniment  voisins;  la  vitessu  de  B,  autrement  dit  la 

dr,  \  , 

vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantané;   o^,    a  donc  pour  valeur    — —    ou    —  •    D'où,  en  projetant 


sur 

les  axes 

Mx, 

My, 

M:, 

(2) 

3" 

rfv. 

ds 

-  La 

rot, 

1 


(.=  1,2.3). 


La  rotation  instantanée   a  se  composant  donc  des  deux  rotations   <■),   et  »«,   (ce  (jui 

montre,  en  passant,  que  O  est  dans  le  plan  ncliliant  TMB),  la  vitesse  du 
point  N  eit  lu  ri-.suUanla  de  deux  vitesses,  l'um'  n\  due  à  (.j,,  et  l'au're  tl'^ 
du>t  à  'Oj. 

Or,  le  point   N   étant  entraîné  par  le  mouvement  de  rotation  du  plan 
TMB,  auquel  il  est  invariablement  lié,  on  voit  q'ie  m?,  s'obtient  eu  décalant 

le  triangle  Mit;  dî    —    autour  de  MB,  de  façon  à  amener  MT  k  coïncider 

rec  MN.  Autrement  dit  ii\  est  éfjnle  à  v     iou  - —  y    parallèle  à  MT  et  de 

srns  contraire  ;  ses  cosinus  directeurs  sont  donc     —  -,,     —  'i,     —  'j. 

On  voit  d«  même  (juo   ir,  est  égale  à  u   on    - — .    parallèle  à   MB   rt  du  sens  contraire,  et  que  ses 

cosinus  directeurs  sont  par  snile     —  ^,,  f,.,     —  p^. 

On  a  donc,  en  pDJelant  sur  les  axes  Mr,  M;/,  Ms,  le  troisième  groupe  de  formules  cherché  : 

rfv,  -  1  I 


av 


(3)  ^=__,__p.  (i  =  ,.2..). 

C.   0.   F.   D 
Ri;m.\ii(,h  E.  —  Suj)posons  qu'on  ait  ol»tenu  par  une  voie  diiïérenle  de  la  précédente  (•)  les  groupes 

de  formules  (1)  et  (i)  relatives  aux  — -^  (taux  —r^-    On  pourra  en  déduire  immédiatement  les  for- 

ds  ds  ' 

mules  (3)  par  voie  géométrique  do  la  manière  suivante  : 

De  l'examen  des  formules  (I),  on  concinl  que  la  vitesse  v  du  point  T.  par  ra[)port  au  trièdre  Mxj/:, 

est  égale  à    — —   et  parallèle  à  MN  e(  de  ini'ine  sens,  et  que,  par  suite,  celle  vitesse  est  celle  qu'aurait 


(t)  Voir,  par  exemple,  M.  ilOcagne,  Coun  de  Gioine(rte  de  l'Ecole  Polytechnique,  T.  I,  p.  t5i. 
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1 

le  poiiil   T   si  l'on  avilit  fait  subir  au  Irièdre  MTBN   une  rotation  instantanée  w,  égale  à    autour  de 

l'axe  MB,  dans  le  sens  de  l'axe  positif  MN. 

De  même,  des  formules  (2)  on  conclura  que  la  vitesse  u  du  point  B  peut  être  considéré  comme 

1 

rf^sultant  d'une  rotation  instantanée  wj  ayant  pour  axe  MT  et  égale  à    — i    cette  rotation  n'altérant  pas 

d'ailleurs  la  vitpsse  v   trouvée  pour  T. 

Donc  le  mouvement  du  plan  TMB  résulte  d'une  rotation  Instantanée  tî,  qui  est  la  résultante  des  deux 
rotations  «i  et  w^.  H  en  est  donc  do  même  p  )ur  le  point  N,  f|ui  est  entraîné  par  le  mouvement  de  ce 
plan,  auquel  il  est  invariablement  lié.  De  là  on  déduira  alors  la  détermination  de  la  vitesse  de  N  et  les 
formules  {'-i),  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  plus  haut  au  3°. 
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(Cours  spéciaux.) 


Concours   de   1920. 


2489.  —    On  donne  ta  figure    ABFCD    formée  par  le  carré    AHCD    décote    2R 
F\     Fi    -^      diminué  du  demi-cercle    BFGE    de  rayon    B,    et  dont  le  centre  est  en   E,    milieu  de  BC. 
Cette  figure,  en  tournant  autour  de    AD,    engendre  un  volume  de  révolution  dont  on 
^  demande  le  moment  d'inertie  par  rapport  à    AD    [pris  pour  axe  des    z). 

Les  plans  de  cotes   s    et     z-\-dz    déterminent  dans  la  surface  considérée  un  cylindre  circulaire  de 

hauteur    dz   et  do  rayon  de  base     MP  =  r.     Le  moment  d'inertie  po- 
laire du  cercle  de  rayon   r   par  rapport  à  son  centre  a  pour  expression 

/    tT.p^d^  =  -—  r*. 
i/o  a 

Le  moment  d'inerlie  du  cylindre  élémentaire  considéré  par  rapport 

à  Taxe    0:;    a  donc  pour  expression     dl=-~r^dz. 

Nous  aurons  donc  le  moment  d'inertie  total    I    en  efTectuanf  l'inté- 
gration 

-^  r*dz  =  r.  I     r^dz. 
R     ^  Jo 

Or,  si  nous   définissons  la  position  du   point    M  sur  le  demi-cercle    (IFB  par  l'angle     FEM  =  a, 

nous  aurons 

r  =  .2R  —  B  cos  a  ;  z  =  B  sin  a,  d'où  (/z  =  R  cos  arfa. 

z  variant  de  0  à  B,  a  varie  de     0  à  •—,     d'où  l'expression  de  I 

z 

K 

1  =  -   i       l\\i  —  cos  a/  cos  x(/i 


/-'2 

=  tR*  /      (cos"  a  —  8cos^  a  4-  2'l  cos^  a  —  32  cos-  a  H-  l()  cos  x)d(x. 

J  0 


Si  nous  remarquons  que 
c^.sin  a  cos'"  a  —  (cos'"^  'a  —  m  sin-  a  cos'""'  t)d(x.  =  (m  -t-  1)  cos  "'"'"'  a(/a  —  m  cos'""'  «(ia, 
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il  vient,  en  inlr'granl  entre  les  limites     0    cl  —5 

0  =  (m  -h  !)  I      cos  "'"^'  arfa  —  ;/j  /      cos  '""'  idx, 

T.  ' 

d'où  /       cos"'"*"'  rilT.  = r-  I      COS'"    '  i(ia  ; 

Jo  "»-+-lc/o 

rt  4    rT  4  2    r"*"  8 

par  suite,  I      ces*  xdx  =  -—  i      cos'  irfa  =  -;; — -  |      cos  arf»  =  — 

!L  JL  û_  JL 

/       cos*  arfa  =  -—   /       COS*  arfa  =^  -—    |       sill*  arfa  =  —  (       dx  = 

r  8  ""  ~  ~l        /  488  —  ' 


3      j 
8   *  Y 


Donc 

D'iuitre  part,  le  volume  V  du  solide  a  pour  expression 


2   /      -r-dz  —  i-rW   j         (2  —  CCS  a/-  cos  ïrfa, 


c'est-à-dire 


V  =  2tiK»   j       (COS^  a  —  \  cos-  a  -^  4  COS  a  Jï  =  2-UM   -J^   -  5  •  -^    f-  4  1    =    1   ""t"  ~  ^  5  l"' 

Le  rayon  de  j^iralion   K  est  alors  donn^'  par     1  =  VK- 

U'f;  —  28o  - 


d  où        .  K^  =  --  =  11^ 


V  5JU(l't  — 3-) 

G.  LACH.  à  Douai. 
Bonnes  solutions  :  MVI.  L.  Iîèclm:  ;  G.  Hkc.nkiiy. 


du 
2490.  —  1"  Inlt'ijrer  l  équation  diff'éretUi''l!e  du  premier  ordre,  ou     y'  =  —j—t 

y  -  ^\r-  +  V  ^-.'/'^  -  2y  -f- i)  -  3  =  0, 

en  dérivant,  et  en  prenant  comme  variables  x  et     y'  =  p     {e  est  la  base  des  logarithmes  népériens). 

2°  La  solution  générale  étant  iniie  sous  la  forme  x  =  V{p),  y  =  f\P),  trouver  la  solution 
particulière  qui  prend  la  valeur  x  =  i  quand  p  =  0  ;  étudier  pour  cette  solution  la  variation  de  y 
en  fonction  de  x,  cl  la  représenter  grnphiquevimi. 

3"  Calculer,  pour  cette  solution  particulière,       j  y-dx. 

1.  Soit  à  intcgicr  l'iMiualion  (lilVérenlielle 

(I)  y_a:y"-4-i^(2^'-'-2.v'4-l)-3  =  0. 

Posons     y'  =  -r  =  ]>     ^'l  diuivons  réqualioii  ubtciiuc  p;ir  rapport  à  .r;  il  vient 
"^        dv 

La8oluti(»n     p  =  0     conduit  à     y  =  C  ,     cette  constant(\  d  après  (1),  vaut  — • 
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dï)  dï)  ' 

La  solution    1  —  »  —  2x-p-  H-  2»e*P-f-  =  0,     écrite  sous  la  forme 
dx  dx 

pi'ie^Pdp  —  dx)  —  {2xdp  —  dx)  =  0, 

conduit  à  poser    x  =  ue'^>'    (u  étant  une  fonction  de  p  à  déterminer),     d'où    dx  =  'iue^Pdp  -\-  e'-^du 
et  la  relation  précédente  devient 

pe2p[2ofp  —  ludp  —  du]  —  e^''['iudp  —  '^udp  —  du]  =  0, 

^ï)dp  du 

ce  qui  donne  2»( i  —  u)dp  -[-  {[  —  p)du  =  0,  ou  — — —  h =  0  : 

p— lu— 1 

les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  donne 


L( 


/2pdp 
=  LG  (C  étant  une  constante). 
p-i 


'îpdp         2n  —  2  -4-  2   ,  ,  Mp  .  /*  2»rf» 

Or,         -JUL  =  J. —  dp  =  ^dp-\ ^.  donc  / -Jl-L  =  2p  +  2L(p  -  1). 

■    p  —  l  p  —  i  p  —  i  J    p  —  \  ^  ^ 

Nous  avons  donc,  pour  déterminer  u,  la  relation 

L(u— l)-hL(p  -  1)2  +  2^=  LC,  d'où  e'-P{p  -  i)\{u  —  i)  =  C, 

et  u  =  l -h- —  . 

{p  —  lye^p 

Q 

Nous  avons  posé    x  =  ue^^,      donc  a?  =  c'^ 


(p-1)^ 
Calcul  de  y.  —  Nous  aurons  y  soit  en  portant  la  valeur  de  x  dans  (1),  ce  qui  donne 

^Cpdp 
soit  en  résolvant  Inéquation     dy  =  prfx  =  'ipe^Pdp  — 


ip-iy 

qui  conduit  à    y  =  -g-(2p— l)-i-  - — —rr  -+-  ^''-     La  nouvelle  constante  d'intégration  C  se  détermine 

en  substituant  à  a?  et  y  dans  (1)  les  valeurs  que  nous  venons  d'obtenir;  on  obtient  ainsi    C'  =  4-3. 
La  solution  générale  de  (I)  est  donc  donnée  par 

2.  Recherche  de  la  solution  particulière.  —  Nous  avons  à  déterminer  la  constante  C  de  façon  que, 

Q 

pour     p  =  0,      on  ait     x  =  i.     Or,  si  dans     x  =  b^p -\ r    nous   faisons     p  =  0,     il   vient 

{p  —  i)'^ 

a:  =  1  4-  C,     donc    G  =  0,     et  la  solution  particulière  demandée  a  pour  expression 

2»  —  1 

X  =  e'P,  y  =  -^ — e-^^'-f-3. 


9p 1  <»,/  _l_  a:  —  3 

On  en  déduit    y  =  -^^i-— —  a:-t-3,     d'où     2»  =  — ■    et    x  =  e       ''      , 

2  X 

ce  qui  donne  2t/ =  xLx  —  a?  h- 6,  y= —   xLx  — x-t-6J- 

Variations  de    y  =  —\  xLx  — x-f-6     ;     x,  figurant  sous  le  signe  L,  doit  rester  positif. 

On  a  immédiatement    y'  =  p  =  -~  Lx,     d'où  le  tableau  des  variations  : 


m 
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X 

0 

1 

-\-    00 

y' 

— 

0 

5 

-h 

y 

;} 

\ 

T 

/ 

X 

Lorsque     x  =  0,     xLa-  est  de  la  forme  ifuiétprminée     0;<oo. 

La  règle  de  L'Hospital  appliquée  à  la  loi  nio  -—  conduit  in  chercher 


la  liiiiile  de  —  x:  c'est  zéro,  doue,  pour  r  =  0,  v  =  3.  la  courbe  de  varialioiis  a  la  forme 
ci-dessus,  elle  préseule  une  hianche  parabolifiuc  dans  la  direction  0//.  et  est  tangente  à  Oy  au 
point  A  (0,  W). 

3.    Calcul  de       i  yfdx  =   —    M  x*(Lx)=  —  2xM.x    f-  [ixLx  -+-  x»  -  12x  +  WcAdx. 

L'intégration  de       /  |  x*  —  12x -+- 36  j(/r     est  immédiale  et  donne     4 fa- -i- 3<)r. 

Pour  ellectuer  les  premières,  nous  intégrerons  par  parties  : 

On  a,  en  ellel,  rf.x»{Lx)*  =  3x*(Lx)-rfx -+- 2xM,xrfx, 

d'où  /  x*(Lx)-rfx  =  —  x'(I^/  ~~^  I  ^'^^(^^  ; 

puis         d.xH.x  =  3x»Urfx -h  x^t/x,          d'où  /  i-Lxdi  =  — x'I.x  — —  j  x-dx  =  —  ar'Lx  —  -    x»  ; 


et  enfin         d..i-l.x  =  "2x1. zdx  -+- 


ri  1 

j  Lxrfx  =  —  x-Lr  —  -5-    1 

r                         12  2 

I  x'(Laf)-rf*  =  —  x'(l.x)'' —  x'Lx  ■+■  ■— -  xK 


dx  =  —  x'Lx —  x' 


Nous  avons  donc 

Portant  tous  ces  résultais  dans  l'expression  à  calculer,  il  vient 

/i  r  1              12            2         2           2                         X'  1 

y-dx  =  -7- 1  —  x'(Lx)*  —  —  x*Lx  -+-  — -x' x'Lx  h x^  -h  6x-Lx  —  3x*  h tJj-  -h  3()r  L 

c'est-à-dire,  toutes  réductions  faites, 

fi  r  i  8  17  T 

y-dx  =  -T      .7  ^'(l-r)*  --  —  xM.x  -+-  6x«Lx  -h  ^^  x»  —  9x»  -h  36x     -+-  C. 

Krmaroue.  —  Le  volume  engendré  par  la  partie  hachurée  tournant  autour  de  ().r  a  pour  valeur 

<1     LACH,  à  Douai. 

Bonnes  solutions  :  M».  H.L.  Mknnf«sikii.  k  Cluny  ;  A.  Hpyi'cei.  ;  U.  Chihoi.  ;  C.  Drlvoti  ;  Rakhas;  ('■.  R..  ;i  l'nri»  ;  ('.AtAix- 
Mgniaunan;  Dkourt  ;  A.  Mouillkiiit,  à  llra^telogne. 
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Concours  de  1922. 

Mathématiques  (1"  composition). 

2587.   —  Notation.   —  Le  symbole  th  u   désigne   Li   tangente  hyperbolique    : 

sh  u         e"  —  e-" 


th  u 


:h  u         e"  -H-  c" 


I.  —  Exprimer    Y   =   th  3u    en  fonction  de    X  =  th  u. 

Soit  Y  =  /(X)  la  fonction  obtenue.  Calculer  avec  une  décimale  oncle  J'aÎTO  comprise  entre  la  courbe 
Y  =  /(X)     et    les    droites     X  =  3Y,      X  =  0,  X  =  1 . 

Développer  /(X)  en  série  convergente  procédant  suivant  les  piiissauces  entières  positives  croissantes 
de   X. 

Soit  cp  (X)  la  fonction  formée  par  l'ensemble  des  trois  premiers  termes,  à  coefficients  non  nuls, 
du  développement  précédent.  Discuter,  suivant  les  valeurs  du  paramètre  réel  X,  la  réalité  des  racines  de 
l'équation 

<p  (th  u)  =  3th  u  +  X. 

IL     —    Exprimer,   pour   n   entier   positif,     Y  =  th  nu     en    fonction    de     X  =  Ih  u. 

Soit     Y  =  F(X)     la   fonction   obtenue.    Décomposer  les  deux  termes  de  la  fraction  rationnelle    F(X)  en 

facteurs   du   premier  et   du   second   degré   à   coefficients   réels. 

Montrer  que  la  relation    Y  =  F(X)    équivaut,  si  l'on  pose  X  =  sin  x,  Y  =  sin  v,     à  une  relation  simple 

,     .  /  "K         X  \  /  -K         y  \ 

entre  les   tangentes   trigonométriques     tgl— -+-— 1    et  tgl— +  -^1' 

Étudier  les  variations  de  la  fonction  Y  =  F(X),  X  variant  de  — oc  h  +  oo  et  les  représenter  gra- 
phiquement. 

Soit  l'équation     F(X)  =  F(X„),     X^   étant  une   constante  doiiiiée  différente  de  — 1  et  de  +L  Calculer 

ses  racines  à  l'aide  de  X,,  et  des  tangentes  trigonométriqiies  des  angles  —   (fe  entier).  Discuter  la  réalité. 

(Durée   :  4  h.) 

Mathématiques  (2«  composition). 

2588.  —  Un  plan  vertical  est  rapporté  à  deux  axes,  l'un,  Ox,  horizontal,  l'autre.  Or,  vertical  dirigé  vers 
le  haut. 

1°  Écrire  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  pesant  M  qui  se  meut  dans  ce  plan,  sachant  qu'il  passe 
par  l'origine  des  coordonnées  à  l'origine  du  temps,  et  que  sa  vitesse  lors  du  passage  en  O  fait  l'angle  a 
avec  Ox  et  a  pour  mesure  \/2gh,  où  g  désigne  l'accélération  de  la  pesanteur  et  h  une  longueur  donnée. 
Lorsque  a  varie,  h  restant  constant,  on  a  une  famille  de  trajectoires  paraboliques  (T)  admettant  toutes 
pour  directrice  la  droite    y  =  Ji.   Donner  l'équation  de  la  paral)()le  de  sûreté,  enveloppe  de  ces  courbes  (1"). 

2°  On  fait  toujours  varier  a,  laissant  h  constant.  Former  l'éciuation  du  lieu  (L)  des  points  des  courbes 
(T)  où  la  tangente  fait  l'angle  ^  donné  avec  Ox.  Trouver  l'enveloppe  des  lignes  (L)  quand  p  varie.  Montrer 
qu'on  passe  simplement  dvi  point  de  contact,  variable,  de  la  ligne  (L)  avec  son  enveloppe  au  point  variable 
de  la  ligne  (L),  en  lequel  la  tangente  est  parallèle  ?»  Ox. 

3°  Soient  PQ^,  PQ),  les  tangentes  aux  deux  trajectoires  (T)  (jui  passent  en  un  point  V(x^,  yj  donné. 
Trouver  les   bissectrices   PB,    PB'    de   ces   droites,   et  montrer  qu Viles  ne  dépendent  pas  de  h. 

La  parabole  de  sûreté  varie  avec  h  ;  montrer  qu'une  telle  parabole  jjasse  par  P  ;  trouver  une  relation 
simple  entre  les  éléments  de  cette  parabole  en  P  et  les   droites    PB,    PB'. 

Il  y  a  une  infinité  de  mouvements  d'un  point  pesant  l'amenant  à  passer  par  les  points  donnés  O  et 
P.  Soit,  dans  un  tel  mouTemenl,  OV  et  PV'  les  vecteurs  vitesse  du  mobile  lors  des  passages  en  ces  points. 
Trouver  les  lieux  géométriques  (H)   et  (H')   des  points  V  et  V.  Par  0  on  mène  un  vecteur  OV',     se  dédui- 


tn 
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sant  par  translation  dn   vecteur  PV.   Étudier  la  variation  de  VV^'  en  fonction  de  la  durée  6  du  parcours 
de  l'arc  OP  de  la  trajectoire  correspondant  :i  OV. 

{Durée  :  4,  h.) 
Épure. 

2589.  —  La  ligne  de  terre  étant  figun'f  par  le  petit  axe  de  la  feuille,  un  tore  a  son  rentre  O  dans  le 
premier  ditdre  h  H'^'"  de  chacun  des  plans  de  projection  ;  ce  point  O  est  dans  le  plan  de  profil  figuré  par 
le  grand  axe  de  la  feuille.  L'axe  du  tore  est  vcrtic.tl  ;  son  cercle  générateur  et  son  cercle  de  gorge  ont 
tous  deux  4'='"  de  rayon.  Par  le  diamètre  du  lorc  paiailMc  à  la  ligne  de  terre,  on  mène  un  plan  bitangent 
au  tore,  et  on  fait  tourner  autour  de  ce  diamètre  la  surface  limitée  par  le  contour  extérieur  de  la  courbe 
de  section    :  on  engendre  ainsi   un  solide  ï. 

Ort  considère  d'autre  part  lui  hyperboloïde  de  révolution  .-i  une  nappe  H,  .lyant  même  axe  que  le 
tore,  et  dont  la  méridienne  admet  pour  cercles  osculaleurs  en  ses  sonunels  les  cercles  formant  la  méri- 
dienne du  tore.  (A  défaut  d'une  déterminalion  géométricjue  de  l'hyperbole  n>éridienne,  on  i>ourra  oi)ércr 
analvlirpiement  ;  dans  ce  cas,  on   indiquera  !<•  calcul  dans   uir  angle    inféricnr   de   la    feuille.) 

1"  Itejjrésenter   le   solide    S    commun   à   H    et   à    S. 

2°  On  considère  des  projetantes  perpendiculaires  ati  deuxième  bissecteur.  Construire  \iO\n  le  solide  S 
le  (oiiloiir  ap|ia?ciil    dans  l'espace  et  le  conlour  apparent   en   projection  sur  le  second -l)issecleur. 

{Durée  :  4  h.) 

Cniriil  numérique. 

2590.  —  On  considère  la  série 


(4)- 


] 


Calculer  avec  trois  décimales  exactes  la   somme 

x  =  s(l.) 


(Durée   .•  1   h.) 


Physique. 

Question   dk   Cotins.    —   Description    du    comparateur   et   du   microscope   micromélrique.    Application    à 
la  mesure  de  la  dilatation  linéaire  des  solides.    Principaux    résultats. 

Phoblkmk.   —  2591.   Un   ballon  B,   de  gnind  volume  et   renfermant    im    ga/,   communique,    au   moyen 
d'un    Inbe   capillaire   t  de  diamèlre   constant  (un   milimi'lre),    gratiné   en    millimètres   et    incliné   de   3(>">   sur 

l'horizontale,    avec    \in    tube   T  de   large   scetion    contenant    rlu    mercure. 

On  entoure  15  de  glace  fondante.  (^)uand  IT-fjui libre  est  atteint,  on  con- 
state que  le  niveau  est  le  même  dans  les  deux  tid)es.  On  [nule  ensuite  B  à  la 
température  de  30  degrés  centigrades  (30°  C)  :  le  niveau  dn  mercure  descend 
de  162ti'v,5  dans  le  lube  t. 

1°   Sachant  que  la   pression  exiérienre  <•>!   de   1    mégabarye  et   que,   dans 
les  ciindilions  de   rex|)érience.    l'angle   de    raccordement    du    mercure   avec   le 
verre    peut   être   considéré  comme  égal  h  \Ti°,  quelle  était   la   pression  du  gaz 
fl  O^C  ?  La  tension  superlirielle  du  mercure  est  égale  .^  470  (C.(i.S.).    (L'espace 
nuisible  el   la  dilafalion  dn   ballon  sont  ici  sn|)posés  négligeables  vis-h-vis  du  volume  de  ce  ballon.) 

2"   La   densité  du  mercure  h  la  température  ambiante  étant  égale  h  13,0,  quel  est  le  coefficient   moyen 
de  dilatation  du  gaz  sous  volimie  constant  entre  0"  et   .^0"  C  ?  Ce  gaz  étant   supposé  parfait,   (piel   est    son 

coefficient  vrai  (défini  par  la  relation    S=    -    '  -']    h   100"   5 

\  ;'   '"  / 

3°  Quel   est  le   travail  Ç,   employé,   dans  (elle   e\|)érience,    au    déplacement    du    mercure  ?    Quel    est    le 
travail  ^^  effectué   contre   la    pression    atmosphi-riqiie  ? 

\"  (hiel  est  le  travail    Ç»  t'ffcclué  par  le  gaz,  en  admettant,  pour  le  calculer,  qu'il  y  a  ?i  chaque  instant 
éipiilibie   de   pression   entre  le   gaz   et   le^menure  ?    Comparer    Ça   à    la    somme   Ci-HfT». 

Nota.    —   On    prendra    l'accélération   g   de   la    pesanteur  égale  .^  OSI    (C.  G.  S.). 

{Durée  :  3  h.) 

Chimie. 
QnrsTioM  DR  Coitna.  —  Phosphure  d'hydrogène  gazeux  ;  ses   différentes   préparations  ;  degré  de   pureté 
du  gaz  obtenu.  —  Analogies  et  différences  de  ce  gaz  avec   l'ammoniac. 
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Problème.  —  2592.  Pour  connaître  la  conccniralion  d'une  eau  oxygénée  commerciale,  on  en  prend 
5cm3  q^^Q  i'qj^  mélange  avec  un  excès  d'une  solution  d'iodnre  do  potassium.  Lorsque  la  réaction  est  ter- 
minée, le  liquide  a  pris  une  coloration  I)rune  qui  disparaît  au  contact  d'une  solution  d'hyposulfite  de 
sodium.   On  constate  (juc,   i)Our  ohlenir  cette   décoloiation,    il    faut   employer   r)0'="'''   d'une   solution    d'hypo- 

1 
sulfite  à  —  de  molécule  par  litre.  En  déduire  la  teneur  en  poids  de  l'eau  oxygénée  contenue  dans  un  litre 

de  la  solution  et  dire  son  titre  commercial  en  volumes. 

De  cette  eau  oxygénée  on  fait,  par  addition  d'eau,  mie  dilidion  toile  qu'elle  occupe  un  volume  égal  ^ 

10   fois  celui   de   la   solution    primitive.    Puis,    dans  lOO*"'''*  de  cotte  eau  oxygénée  diluée  que  l'on  additionne 

d'acide  sulfurique,  on  fait  tomber  goutte  à  goutte  une   solution   de  permanganate  de   potassium  jusqu'à  ce 

qu'elle  cesse  d'être  décolorée.    En   supposant   (pie   la  concentration  de  la   solution  de  permangaiiate  soit  de 

1 

— -     de  molécule  par   litre,    dire  combien    il   faudra  employer   do   centimètres  cubes   de   cotte  solution    i)Our 

que   la   liqueur   prenne   une   teinte   rose   persistante.* 

Enfin,  à  100°'"^  d'une  solution  de  chlorure  de  baryum  à  2."j  grammes  par  litre,  on  ajoute  G*^'"'  de  l'eau 
oxygénée  initiale,  et  l'on  dirige  dans  le  liquide  la  totalité  du  ga/  résultant  de  la  dissolution  complète 
de  2  grammes  de  mercure  dans  im  excès  d'acide  sulfurique.  Dire,  en  supposant  que  l'on  opère  à  l'abri 
du  contact  de  l'air,  quel  corps  se  produira  dans  ces  conditions  et  quel  en  sera   le  poids. 

Qu 'arriverait-il    si,    une   fois   cette   réaction    terminée,  on  ajoutait  au  liquide  de  l'acido  a/otique  ? 

Qu'arriverait-il    si,    au    lieu   d'acide   azotique,    on  ajoutait    de    l'ammoniaque  ? 

Poids    atomiques    :     Cl  =  35,5  ;    0  =  16  ;    S  =  32  ;    Ba  =  137,5  ;    Hg  =  200. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène  calculé  avec  la  densité  de  ce -gaz' égale  à  1,105. 

{Durée  :  3  h.) 


DEUXIÈME    PARTIE 


ECOLE  NAVALE 


Concours  de  1921. 


2540.  —  1°  Décomposer  en  éléments  simples  la  fraction  rationnelle  de  n 

'^  '       (n-f-l)(/(^2X»  +  3) 
c'est-à-dire  chercher  les  coeffîcienls  Aj,  Aj,  A3  de  l'identité 

A,  A  2  A., 


A«)  = 


n  H-  1         n-^-^i        ?i  -h  3 
2°  Montrer  que  le  polynôme  du  second  degré 

P(.x)  =  A,  -H  A.,.r  -+-  A^iX^- 
est  tel  que,  quel  que  soit  le  polynôme  du  premier  degré    ux  4-  v,     on  a 

/    P(.r)(».r  H- ujrfa-  =  0. 
t,/ 0 

3"   On  désigne  par  p  un  nombre  entier  positif  ;  calculer  linti'grale  di'finie 

I^,  =    /    .r''.P(x)c/.r, 
..'0 

et  étudier,  suivant  les  valeurs  de  y,  la  convergence  de  la  série 
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4°    Vérifier  que  la  fonction  P  [x)  est  solulion  de  l  équation  différentielle  du  second  ordre 

(1)  "  x[x  -  {)y'^^  i^x-{]y'  -%y  =  Q. 

5°  Pour  trouver  la  solution  rjèn^.ralc  de  celle  équation  (l),  on  y  remplacera  y  par  z.P{x),  z  étant  une 
nouvelle  fonction  inconnue.  On  en  déduit  une  équation  en  z'  ;  montrer  que  sa  solution  générale  peut  être 
mise  sous  la  forme 

='  =  )[_! 1 î !_| 

Lx-1  s  2(x  — a)»  2(x  — ^)»J 

X  étant  une  constante  quelconque  et  a,  ^  les  zéros  du  polynôme  P(x).  En  déduire  la  solution  générale  de 
l'équation  (I), 

1.  Pour  déterminer  les  coefficients  de  l'identité,  mcltonsla  sous  forme  entière  : 

rj(n  -  1)  =  A,f»H-2)(n-+.3')-+-.A/rn-i)(n-|-3)  +  A,(«-hl)(n-h2). 
Le  polynonne  qui  est  dans  le  premier  membre  est  du  second  degré  :   pour  qu'il  soit  identique  à 
l'autre,  il  sudit  que  ces  deux  polynômes  prennent  des  valeurs  égales  pour  trois  valeurs  de  la  variable  ; 
choisissons    pour  ces  trois  valeurs  celles  qui  annulent    n-hl,     n-f-2    et     n4-3;     nous  obtenons 
immédiatement  les  valeurs  cherchées  : 

(_1)(_2)  =  2  =  2A.,  (-2)(-3)  =  G  =  -A,,  (-3)(--4)  =  12  =  2A3  ; 

on  a  donc  l'identité 

n(n-\)  i  6  6 


^  "' ^'^  ITi -i- \  }vu  4-  2)(»i  -ha)  —  »»-»-! 
2    L'inléyralo  définie 

I,,--   f\rT{r)dx=    r'(A,.r''-|-A,xP"    hA3r''+Vj^ 


A,  A,  A, 


p-h\  P-+--  p  -h'i 

on  voit  que  I,,  n'est  autre  que  la  valeur  que  prend  la  fonction  fin)  quand  on  y  remplace  n  par  p. 

Or  la   fonction   f^n)    est  évidemment  nullo  pour     n  =  0     et   pour     »»  = -f- I,     donc  le^  deux 
intégrales  lo  cl  I,  sont  nulles;  par  conséquent,  linlégrale 

/    P(xXux  -h  v)dx  =  ul,  -+-  rio 
»  0 
est  nullo,  quels  que  soit  les  coefficients  u  et  v. 

P(P  -M 
3.  Ayant  trouvé     1„  =  f{p)  =  ^^,  ^  ^^^p  ^  .)  p -^  :i)  ' 

nous  voyons  que  la  série  considérée  a  pour  terme  général 


w,.  = 


'■        (p-+-iKp-+-2)(;>4-3) 
et  que  le  rapport  d'au  terme  au  précédent  est 


M,.  4-1  (?'-+-*)' 


î/i 


"p         (/'-1)(P-h'0 
dont  la  liinilo,  quand  ;;  auginonte  indéliiiiment,  est  y. 

La  série  est  donc  absolument  convergente  pour  toute  valeur  do  y  comprise  entre     -+-1     ol     —  I. 
et  divergente  pour  les  valeurs  extérieures  h  cet  inlorvallo. 

Il  reste  à  élu  lier  la  c  )nvergencc  pour  les  valeurs     h- I     el      —I.     auj-i'Ile^   la   r:gle   de 
d'Alcmberl  no  s'applique  pas. 

(Juand     7  =  -f- 1,     le  terme  général  est 

^  p{p-\) 

"''        (pH-|)(;,-h2j(p-+-3)' 

On  voit  (pio  pu,,  a  pour  limite  l  unité  ;  la  série  est  donc  divergente.  Pour    »/  =  —  1,    la  s'rie  est 
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alternée,  le  terms  général  tend  vers  zéro;  c'est  le  quotient  de  deux  polynômes  en  n  et  le  degré  du 
dénominateur  est  supérieur  à  celui  du  numérateur. 

La  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  inférieure  à  celle  du  précédent,  à  partir  de     p  —  o,     car 
l'inégalité 

(p-hi)p  ^ ?^  —  1  ) 


(p  -^  'i){p  -+-  •6){p  -h  4)        (p  +  1  ){p  -+-  2)(p  -h  3) 
se  réduit  à 

(p+l)2<(p-t-4)fp— 1)  ou  à  5<p; 

la  série  est  donc  convergente  pour     y  =  —  1,     mais  non  absolument  convergenle. 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  la  fonction  que  représente  la  série,  dans  l'intervalle 
de  convergence  :  en  effet, 

La  somme  des  premiers  termes  de  chaque  groupe  peut  être  écrite 


celle  des  seconds, 
celle  des  troisièmes, 


'-|-|-^-=-7''<'-^- 


_e,l.|.£....)  =  -«(-l-±L,-,),; 


en  rassemblant  ces  sommes  partielles,  on  a 

S(!,)=_^  +  l-(i-l+l)L(.-!,); 

y'      y     \y      y     y  / 

la  valeur  de  la  somme,  pour    y  =  —  1,     est  donc 

—  9  4- 13L(2)  =  0,0109133... 

4.  Le   polynôme  P(x)  est    6x- — 6a? -h- 1  ;     ses  dérivées   sont     P' =  lix-  —  6     et     P"  =  12.     En 
substituant  ces  valeurs  daus  l'expression 

(3)  a:(x— !)?"-+- (2x  —  l)P'  —  6P, 

on  forme  un  polynôme  du  second  degré,  qui  est  identiquement  nul  : 

l^x{x  -  l)-+-e>{2x—{Y  —  Z6x{x—l)  -  f)  =^  0 
(en  faisant  ce  calcul,  on  est  amené  à  observer  que     Sx- —  1     est  précisément  la  dérivée  de    x{x  —  1), 
ce  qui  sera  utile  plus  loin). 

5.  Soit  z  une  nouvelle  fonction  inconnue  ;  posons    y  =  zV(x),  nous  aurons 

y  =  zP,  y'  =  z?'  -h  z'P,  y"  =  sP"  -h  2;'P'  +  -"P  ; 

portons  ces  valeurs  dans  l'expression    x{x  —  l)y"-\-{^x~  l)î/'H-6j/  ;     le  coefticient  de  ;  est  nul,  c'est 
en  effet  l'expression  (3),  il  reste  donc  une  équation  qui  ne  contient  plus  que  z'  et  s"  : 

[ix{x  —  1)P'  -^  {Î>X  —  1)P]3'  +  x{x  —  \)?z"  =  G. 
En  multipliant  tout  par  P,  et  en  remarquant  que    2.r;.r  —  1)PP'-h  (2x  -  IjP^    est  la  dérivée  de 
x[x — 1)PS     on  voit  que  l'équation  en  z'  et  :"  peut  s'écrire 


z"  r  dérivée  de  [x{x  —  i)P*]  "1 

~7  ~~V  x{x  —  1)P2  J 


L'intégrale  est  L  |  s'  |  =  —  L  |  x(x  -  1)P-  |  +L  |  )•  |  , 

>  désignant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  donne,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 
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xix  —  J)l»- 
^Remahql'e.  —  On  peiil  encore  intégrer  en  écrivant 

Z"         21»'  2.r  -  i 

ceci  donne  L  |  ;'  |  -f-  l.(P-)  -f-  L  |  ./\./-  —  Ij  |  =  constante.) 

Le  diinomiiiatour  (le  la  fraction  rationnelle  «pii  est  dans  le  second  membre  a  pour  racines  simple'^  0 
et    -+■  1,     et  pour  racines  douijJes  a  et  p,  racinns  du  polynôme  P(ji,  qui  sont 

3  -h  v/.i  .        a  -  v/.T 

G  G 

a  et  îi  ont  évidominciit  la  propriété  que 

P(a)  =  0,  donc  Ga(a  —  ■!)  =  -  I,  P(p)  =  0,  donc  r.3(  ^  _  |)  =  _  |  ; 

de  plus,     a  -f-  ?  =  4-  1     et     7.-t  =  iili  =  —  .     Kndn     P(./)  =  G(.r  -  a)(.r  -  [i). 

O  ^  o 

Nous  allons  décomposer  la  fraction en  une  somme  de  fractions  rationnelles  :  formons 

'  ./■(./•- 1)P- 

d'al)ord  la  différence 

l  m  >i  -I  —  vi.r  -h  j/t.i-  —  1  )  P- 


.r(.r  — 1)P^         .,._  1  .,.  ,,.(.i.  _  I)p2 

On  peut  déterminer  )/i  et  »  d(i  façon  (\i\r  le  numérateur  soit  divisible  piir  le  produit  .r{.r — !)• 
il  sullit  d'écrire  (pi'il  est  nul  pour  los  valeurs  h- 1  et  0  de  c  On  Irouvc  ainsi  m  — -h  l  et  «  — —  1; 
en  iciiipla^Mut  ?//  et  n  parce-;  valeur?,  on  oblicnt  l'identité 

1  1  1_        I—  P-        _   (1  -P;(l  -H  P)   _         g*-^-^- 


.,(.,— 1)P-         ./  -  1  .,■    ~  ./•(/- M>2    ~"       .r(.r  — 1»P*  P» 

de  cette   fraction   retranchons  maintenant  les  fractions — — ■    et    -— .    nous  trouvons,  en 

réduisant  au  même  dénominateur, 

1  -h  P  p  q  _  i  r  1  -1-  p  -H  Gp(.r  —  ^)»  -t-  G7(.i-  —  a)* 


G 


_  \V  1  -I-  P  -H  Cp(.r  -  fi)«  -t-  G7(.i-  —  g)*  1 


P«  (.r-a,^         (.r-{J)î 

Pour  que  le  numérateur  soit  divisibb*  par     ./•  —  a,    il  faut  qu'il  s'annule  (juand  on  y  substitue  i,  ce 
i{ui  donne  lu  condition 

P(a)  4-  1  -H  (VJ(«  -  p)»  =  0. 

P(x)  est  nul  cl     (x  — fi)-  =  -;->    il  en  résnllc     ;)  = Kn  snlotituanl  ^i,  on  Irouvi'  la   mémo 

valeur  pour  7.  Le  numérateur  devient,  (jujiul  on  y  remplace  p  et  7  par     —  "u* 

-  ,  P  -H  l  —  :JU'  -  P)^  —  'l(x  —  a)»]  =  —  ;G(.r  —  »»,.c  —  p)  —  3(.r  —  Pj"»  —  3(^.i'  —  a;-  -I-  1 

--  _  1  -+.  :if  (.,.  _  a)  -  (.r  -  P)  »  =  —  I  -I-  3(P  —  a)«  =  0. 

Il  en  résulte  ipie  la  décomposition  de  ;'  en  une  somme  de  fractions  siniples  est 


'    ~     I     '-i  '•  ~T"(.r-.)^   ~    2    (X-  p,^\ 


(^celle  décompusilion  diliV-rc  de  celle  qui'  l'on  pouvait  prévoir,  conn  lissant  Ips  r  icimcs  du  dénominateur. 

par  l'absence  des  fractions     et     )  • 

./■  —  X  X  —  '^   ' 
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11  est  maintenant  facile  de  trouver  une  primitive  de  cette  fraction  ralionnelle,  c'est 


=  XL 


—  1 


-f- 


1 


1 


2  \  X'  —  a         ,r  —  p 


IJ.  =  XL 


X     2.X'  -  (g  +  p) 
2   (.£•  —  aj(a?  —  fi) 


=  XL 


x—l 


3X(2x-  — 1) 


On  en  déduit,  en  multipliant  par  P(r),  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée,  intégrale  qui 
contient  deux  constantes  arbitraires  X  et  |jl  : 

x  —  l 


y  =  P(.r)h.  +  XL 


^  +  3X(2.f  —  1 


Solution  analogue,  Maurice  MONSEAU,  Mathématiques  élémentaires,  lycée  de  Brest. 

Bonnes  solutions  de  MM.  AL.  VP  ;  A.  Bùssbr,  à  Alger  ;  R.  Chirol,  à  Douvrin  (P.-de-C.)  ;  A.  Hutisel,  à  Cannes  ;  R.  Luce- 
Catinot,  lycée  du  Parc,  à  Lyon  ;  H.-L.  Mennessier,  à  Cluny  (S.-et-L.)  ;  R.,  à  Paris  ;  L.  Sutre,  à  Rennes 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  R.  Bara.s  ;  L.  Bégué  ;  C.  Delvoye  ;  L.  Geoffroy  ;  F.  Maisoxnet. 

Calcul. 


1°  Calculer  le  nombre   x,   solution  de  l'équation 


2 


=  1,257. 


2"  Calculer  les  nombres  y,  z  définis,  en  fonction  de  celle  valeur  de  ar,  par 

X  x  XX 

g  o  —  g     5  g  j  _^  e     5 

y  = z, '       -^  =  — ^ — • 

3°   Vérification.  —  Calculer  alors  les  valeurs  numériques  de 

'J-y\  6-Jy-^\0zY-^y'- 

Elles  doivent  être  égales  respectivement  à  i  et  l,2b7. 

Formules  :  On  pourra  utilisçr  les  résultats  suivants  quil  est  inutile  de  vérifier.  A  tout  nombre  u,  on 
peut  faire  correspondre  un  angle  compris  entre  —  90»  et  1)0°,  tel  que 

e"  — g-" 
tg  o  = 

Le  nombre  u  s'exprime  alors  en  fonction  de  o  par  la  relation 

"  =  L[tg(-|+45")], 

et,  réciproquement,  cette  relation  entraîne  la  précédente.  En  outre, 


e"  +  e"" 


2  cos  o 

L  désigne  le  logarithme  népérien,  on  sait  qu'il  se  déduit  du  logarithme  décimal  par  la  relation 

Lx  =  -J-  •  log  X,  M  =  0,43-4294. 

Le  calcul  peut  alors   se  faire  de  la  façon  suivante  :  on  calcule  l'angle  o  correspondant  à  la  valeur 

X 

u  =  X     demandée  et  on  en  déduit  cette  valeur  de  x.  On  calcule  ensuite  o'  correspondant  à     u  =  -^r-»    cl 
on  en  déduit  y  et  z. 

1.  Posons  tg  9  =  l,2;i7 

log  tg  o  =  0,09934 


9bO 
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logtgol"29'  O.OOUli  0  =  25 

W  20 

V  =  ol"29'48"  loglg70"44'       =0,45050 


0  =  il 


i    • 


—  cp  =  2*i"U'5i' 


45"  =  70"4i'{i'i' 


50" 
4* 


.3 '1,2 
2,73 


logl.H'  70'-4V54'  =  0,4otî87 
iJf      logjo  ig  ( -^^'f  + '^-i")      on  déduit      L  tgf  — 'f  H- '»5"  j,     par  la  lorinule     l(«)  = -rr  log  (a); 

les  labiés  donnent  les  multiples  de  — — .    ce  qi:!  pcimel  d'cnectuer  la  inulliplication  sans  peine  ;  on 

M 

trouve 
(i) 
2.   On  on  déduit 


et 

donc 


X  =  Hg(-^  r -^  ^^A  =  1,05198. 
4-  =0,21039, 
L(g(-^-H-4D'')  =0,21039, 
log  tg/jl-4-45"]  =  0,21039 X  M  =  0.21039x0,434294; 


on  peut  calculer  ce  produit  par  lotrarilhraes,  ou  bien  en  se  servant  de  la  table  des  multiples  de  M  .   On 
trouve 

Ioglg(Y'^'-^^^")  =O.Ô9>37' 
log  Ig50o59'0"  =  0,09137, 
=  5"  59'  et  v'  =  H"^8', 

Calcul  de  :  : 


donc 
Calcul  de  y 


y  =  «g  ?' 
log  y  =  log  tg  ll"b8' 
=  T,32G23 
log0,?H90  =  T,32(il3 

10  5  =  21 

5  10,5 

y  =  0,21195. 


1 


COS   f 

log  :  =  colog  cos  *' 
=  0,00954 
log  1,02200  =  0,00945 

9  5  --  43 

20  8,6 

4  0,4 

:  =  1,02221. 


3     Vcri/ications.  —  Nous  trouvons 

:-t-j/  =  1,23410,  :   -  ?/  =  0,81020. 

Lo   produit  (!••   ces  nombres   peut  «'Ire  calculr  par  logarithmes  ou  aritbni'>li.ni«'ment  ;  ce  dernier 
procédé  donne 

■J  -;/»  =  0.999yiK)l8.  ..; 

ce  produit  ne  dilTire  de  l'unilé  (pie  d'une  quantité  inférieure  à     10  '. 
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Pour  l'autre  vérification,  il  convient  de  se  servit'  de  logarithmes 


log  y  =  T,32623 

4  log  3  =  0,0:]816 

log  5  =  0,69897 

log  ïrJij  =  0,C633U 

log  1,15700  =  0,06333 

8  3 

5zhj  =  1,15708 

lGs2y3  ^  0,0994873 

7/  =  0,0004277 


3  log  V  =z  3;978G9 
2  log  ^  =  0,01908 
log  10  =  1,0000!) 

log  lU:.-(/3  =7,99777 
log  0,00948  =  ¥,99774 
75  3 

\Ozh/  =  0,0994875 


1,2509952        diiïère  de  1,257  de  moins  de  10" 


5  log  y  =  4,63115 
log  0,000'r277  =T,631U 


y~'  ■■=  0,0004277 


2541.  —  On  donne,  dans  un  plan,  deux  points  fixes  A  et  A'  et  on  désigne  par  o  et  o'  les  distances 
de  ces  points  à  une  droite  variable  (D)  du  plan. 

1"  Trouver  fenveloppe  (Gj  des  droilei  (D)  pour  lesquelles  fa  somrm  o'+o'^  a  une  valeur  con- 
stante 2/i^.  Lorsqu'on  donne  à  h  dif/'érentes  valeurs,  on  obtient  ainsi  une  famille  de  courbes  (G). 

'^(^  On  considère  les  droites  (D)  qui  passent  par  iin  point  M.  Déterminer  les  deux  droites  (D')  et  [D") 
passant  par  M  pour  lesqup.lles  la  somme     o-  -|-  8'^     est  maximum  ou  minimum. 

3"  Quel  est  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  une  des  droites  (U')  ou  (D")  passe  par  le  point   A  ? 

A"  Soient  (Gi)  et  [Co)  les  enveloppes  des  droites  (D)  correspondant  aux  valeurs  A,  et  h,  de  h.  Trouver 
le  lieu  (r)  du  point  de  rencontre  d'une  tangente  à  ((^,)  et  d'une  tangente  à  (Go)  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière. Montrer  qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  remplacer  les  courbes  (G,)  et  (Ci)  par  deux  autres 
courbes  (G)  de  façon  que  le  lieu  (r)  reste  le  même.  Quel  est  le  lieu,  des  points  d'int'rsection  des  deux 
courbes  (G)  ainsi  associées  ? 

1.  Soient    a;  =  0,    y=  +  c     et    y  =  —  c     les  coordonnées  des  points  A  et  A', 

ux  -h  vy  -f-  w  =  U, 
l'équ  ition  de  la  droite    D,    les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires;  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances de  A  et  de  A'  à  la  droite  D  est 


(vc 


{w  —  vc)-        î(iv'^ -h  c^v^ 


elle  exprime  que  la 

et    b  =  \Jh-  —  c';  la 


u^  H-  v-  u'^  -\-  V-  u-  -\-  v- 

en  écrivant  que  cette  somme  est  égale  à  2/i^,  on  obtient  l'équation 

v'^c^^w'^  =  h\u^-\-v''), 
ou  /t""'  -H  [h'  —  c'^)v'  —  R'2  =:  0; 

c'est  l'équation  tangentielle  d'une  conique  rapportée  à  ses  axes.  Si     h^^c^, 
droite  D  touche  l'ellipse  dont  les  demi-axes  sont    a=  A 

demi-distance  focale  est  donc  c.  Les  foyers  de  cette  ellipse  sont,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  /i,  les  points  F  et  F',  sommets  du  carré  dont  les  deux  autres 
sommets  sont  A  et  A'. 

Si     h-<ic^,  la  môme  équation  exprime  que  la  droite  D  lo\iche  f hyperbole 

dont  les  axes  sont  Or  et  0/y  et  pour  laquelle     a  =  h     et     b  =  <Jc-  —  /*-;     il  en 

résulte  que     a^-\-b-  =  c'\      les  foyers  de  Ihyperbole   sont  donc   encore   les 

points  F  et  F'. 

Enfin,  si    h  =  c,    l'équation  se  réduit  à    c'a-  =  w-;    elle  exprime  que  la  droite  D  passe  par  le 


y 

A 

\ 

^^ 

F•'^    0 

.V 

X 

/ 

\ 

/ 

s 

'êi 
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point  F  ou  par  F'.  On  peut  rogarder  ce  cas  comme  un  cas  limite,  qui  est  la  transition  entre  les  précé- 
donls  :  l'hyperbole,  dontlo>  foyers  sont  F  et  F  ,  se  réduit,  quand  6=0,  à  la  partie  de  la  droite  FF' 
extérieure  au  segment  FF',  les  tangentes  à  l'hyperbole  sont  les  droites  qui  passent  en  F  et  ou  en  F'  ; 
de  même,  si  b  =  0,  l'ellipse  dont  les  foyers  sont  F  et  F'  se  réduit  à  la  portion  de  la  droite  FF' 
comprise  entre  F  et  F',  les  tangentes  à  celte  ellipse  sont  les  droites  qui  passent  en  F  ou  en  F'. 

La  famille  des  courbes  (C)  est  donc  composée  des  cotiiques  doul  les  foyers  sont  F  et  F'  :  pour 
//'-  <  c-,  on  a  les  hyperboles,  pour  li-  >  c^,  un  a  les  ellipses,  pour  li-  =  c-,  on  a  les  droites  qui 
passent  par  1'  ou  par  F'. 

Solution  géométrique.  —  (Considérons  le  carré  AFA'l',  dont  AA  est  tme  diagonale;  des 
quatre  sommets  abaissons  (Ifs  porpoiuliculairès  sur  une  droite  I):  soient  o  et  o'  les  distances  de  A  et 
de  A'  à  D,  X  et  )/  celles  de  F  et  de  F'  ;  en  appelant  r,  la  distance  de  0  à  U  et  a  l'angle  de  Ow  avec  OA, 

on    a  0  =  j-  —  c  cos  a,  o'  =  r  -\-  c  cos  a,    1  =  r  —  c  sin  a,    X'  =  r  -h  c  sin  a; 
donc  5*-|-o'-  =  2(r- -f-c-cos-a),       XÀ'  =  r-  —  c-sin'a. 

11  en  résulte  l'identité 

?:^^l'-^  -m'  =  2c=, 

qui  montre  que,  si  8- -t- o'-  est  constant,  il  en  est  do  même  de  AX',  et 
réciproquement.  Or,  lorsque  le  produit  des  distances  de  deux  points  fixes 
à  une  droite  mobile  est  constant,  cette  droite  touche  une  coni(}ue  qui  a  ces 
points  pour  foyers  et  qui  est  une  ellipse,  si  le  produit  est  positif,  une 
hyperbole,  s'il  est  négatif.  Quand  le  produit  est  nul,  il  est  évident  que  la 
droite  doit  passer  par  l'im  ou  par  l'aulrc  dos  points  donnés. 

2.  Par  un  point  M  du  plan  passent  doux  courbes  de  la  famille  (C)  :  une  ellipse  et  une  hyperbole. 
Pour  les  déterminer,  partons  de  l'équation  ponctuelle,  qui  est 


h' 


Ir  — 


-=^' 


écrivons  qu'elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  x  ol  y  du  point  M,  l'inconnue  étant  //'- ;  nous  obtenons 
une  équation,  qui,  mise  sous  forme  entière,  est 

/(/i')  =:  h\h^  —  c»)  -  hhf-  —  (/j»  —  c-)x'  ^  0; 
en  y  substituant  à  h-   les  nombres  0,  c-  et    -4- x  ,     on  obtient  des  résultats  qui  ont  les  signes  -f-, — , 
et  -f-,  ce  qui  montre  l'existence  de  deux  racines,  l'une  entre  0  et  c-,  qui  donne  une  hyperbole,  l'autre 
supérieure  à  c-,  à  lafjuelle  correspond  une  ellipso. 

Los  droites  monoes  par  M  pour  Icsqaellos  la  somme  o*  4- 5'-  a  la  valeur  donnée  2/i- sont  les  tan- 
gentes menées  de  M  à  la  conique  de  la  famille  (G)  qui  correspond  à  celte  valeur  de  h^.  Pour  qu'on 
puisse  mener  dos  tangentes  du  point  M(x,j/)  à  une  courbe  de  la  famille  (C),  il  faut  que  les  coordonnées 
du  point  M  donnent  à  la  fonction  f{h'^)  =  li^{li'  —  c-')  —  hh/-  —  [h-  -  c-)x*  le  môme  signe  que  celui 
qu'elle  prend  en  un  point  infiniment  éloigné  sur  Oj/,  (car  d'un  tel  point  on  peut  certainement  mener  des 
tangentes).  Il  faut  donc  que  la  fonction  f{h-)  des  coordonnées  de  M  soit  négative,  ce  qui  entraîne  que  A* 
doit  être  compris  entre  les  racines  de  l'équation  /{h"^)  =  0.  Donc  le  minimum  absolu  de  /»'  corres- 
[lond  à  riiyporbolo  (|ui  passe  en  M;  la  droite  l)'  ost  la  tangente  on  M  à  cette  courbe,  c'est  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  des  rayons  MF  et  MF';  la  plus  grande  valeur  est  atteinte  quand  D  louche  en  M 
l'elli()se  do  la  famille  (C)  qui  passe  en  ce  point  ;  la  droite  D'  est  bissectrice  extérieure  de  l'angle  des 
rayons  MF  ot  MF';  les  droites  D'  ol  D'  sont  doin'  rectangulaires. 

On  peut  déterminer  par  le  calcul  les  coenicionls  angulaires  do  I)  et  D'.  Il  s'agit  de  trouver  le 
maximum  et  le  minimum  do 

u'c'  4-  »•' 
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u,  V  ei  w   étant  reliés  par  la  condition 

yx  -r  vij  -i-  n-  —  0, 
qui  exprime  que  la  droite  D  passe  en  M  (x,y).  Remplaçons  iv  par  la  valeur  tirée  de  celte  équation, 

u 

et  posons —m;     la  fonction  à  étudier  devient 


g{rn)  = 


c-  -+-  (y  —  mx)- . 


i  -t-  m- 

c'est  le  quotient  de  deux  trinômes  du  second  degré  qui  n'ont  de  racines  ni  l'un  ni  l'autre;  c'est  donc 
une  fonction  toujours  finie  et  positive,  qui  a  un  maximum. et  un  minimum  absolus.  La  dérivée  de 
g{m)   a  pour  numérateur 

(E)  ''2[{i—m^)xy-{-m{i/  —  x^-\-c^)]; 

en  écrivant  que  ce  numérateur  est  nul,  on  obtient  une  équation  en  m  dont  les  racines  sont  les  coeffi- 
cients angulaires  de  D'  et  de  D";  il  est  visible  que  les  directions  trouvées  ainsi  sont  rectangulaires, 
car  le  produit  des  racines  est    —  1. 

3.  Les  droites  D'  et  D"  sont  les  tangentes  à  la  conique  de  la  famille  (G)  qui  passe  en  M  ;  ce  sont  les 
bissectrices  de  l'angle  FMF'.  Considérons  le  cercle  FM  F',  qui  coupe  Taxe  y'Oy 
en  P  et  P';  ces  deux  points  sont  les  milieux  des  arcs  FF'  du  cercle  et,  par  suite, 
les  bissectrices  de  l'angle  FMF'  passent  en  P  et  P'. 

Pour  que  D'  passe  en  A,  il  faut  que  P  et  A  coïncident,  donc  que  le  point  M 
appartienne  au  cercle  FAF'.  Comme  ce  cercle  est  circonscrit  au  carré  AFA'F',  la 
droite  D"  passe  en  A'. 

Pour  trouver  par  le  calcul  l'équation  du  lieu  demandé,  il  suffit  de  se  reporter 
à  l'équation  (E),  qui  donne  les  coefficients  de  D'  et  D",  et  d'écrire  que  cette  équation 

-'     qui  est  la  pente  de  AM  ;  on  obtient  ainsi 


est  vérifiée  par    — 

[x^-  -  (y  -  c)']  +  (v  -  c)(i/  -  x^  ^  c^)  =  0, 
équation  qui  se  réduit  à  c(a^-4-i/^  —  c-)  =  0. 

C'est  bien  l'équation  du  cercle  do  centre  0,  de  rayon  c. 
4.  Soit  ux  -h  ry  +  //'  =  (> 

l'équation  d'une  droite  (Dj)  touchant  la  conique  (C,)  et 

vx  —  uy  H-  II''  =  0 
colle  d'une  seconde  droite  (D.2)  perpendiculaire  à  la  première  et  touchant  la  conique  (C2);  les  coofii" 
cients  de  leurs  équations  satisfont  aux  relations 

(1)  /(fti^  +  C/i?  — c>2  =  iv\ 

(2)  •  hlo'  -h  (hl  —  c^}u'-  =  w'\ 

et  les  coordonnées  de  leur  point  commun  P  sont  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  vérifient  le  système 

(3)  ux->r-  vy  =  —  ir, 

(4)  vx  —  uy  =  —  îv'. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (I)  et  (^),  on  trouve 

(5)  (A?  -H  hl  —  c'){n^  -+■  v'')  =  w'  H-  îy'2  ; 

en  ajoutant  les  carrés  de  w  et  de  iv',  tirés  des  équations  (3)  et  (4),  on  obtient 

(W2  -H  v^){x^  +  ?y^)  =  "'^  H-  iv'^i 
en  comparant  avec  l'équation  (5),  on  voit  que 

X2  -h  î/2    =    /l2  ^  h-,     -    C-. 

Le  lieu  du  point  P  commun  aux  droites  Dj  et  Dj  est  donc  le  cercle  (r)  de  centre  0,  dont  le  rayon 
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est  donné  par 

r'  =  Aj  -+-  /ij  —  C-. 

Ce  cercle  existe  sûrement  si  les  coniques  (C,)  et  (C.)  sont  des  ellipses,  car  fi]  —  c*  et  hl  —  c^ 
étant  positifs,  la  valeur  trouvée  pour  r*  le  sera;  si  une  seule  des  coniques  est  une  ellipse,  la  conclusion 
subsiste  ;  mais  le  lieu  peut  ne  pas  exister  lorsque  les  deux  coniques  sont  des  hyperboles, 

le  lieu  du  point  de  reiiconlre  des  tangentes  rectangulaires  à  deux  coniques  homofocales  est 
(l'ailleurs  bien  connu  :  on  sait  que  c'est  un  cercle  (•onceiilrique  aux  deux  coniques. 

Si  l'on  associe  deux  coniques  (C,)  et  (Cj),  de  façon  (juc  la  somme  A|  -h  /i^  —  c-  garde  une  valeur 
constante,  le  lieu  r-ste  le  même.  Or,  si  les  deux  coniques  (C,)  et  (C,)  ont  des  points  communs,  (ce  qui 
n'a  lieu  que  si  l'une  est  une  ellipse  et  l'autre  une  hypo.rbole),  ces  points  sont  sur  le  cercle  (T),  car  en 
un  j)oinl  C(jmmuii  les  tangentes  sont  rectangulaires.  Le  lieu  demandé  est  donc  le  cercle  (T). 

On  peut  le  vérifier  par  un  calcul  facile  :  les  valeurs  de  h-  qui  correspondent  aux  coniques  (C,) 
et  (C..,)  passant  par  V{x,  y)  sont  racines  de  l'équation 

f{h-)  =  h-{h^  —  C-)  -  k'-y-  -  (/!='  -  c-)x-  =  h'  -  h*(y-  -h  c*  -f-x-)  -+-  c-x-  =  0; 

l>our  obtenir  le  lieu,  il  sulHl  d'écrire  que  la  somme  des  racines  de  cette  équation  en    /»*    est  égale  à 

lij  -h  hj  ;     on  obtient  ainsi  l'équation 

x--\-y^  =  h\  -+-  /<2  — c*. 

Bonnes  solutions  de  MM.  H.  Bakas,  (■cote  n.itlonale  d'Art.'*  et  Mélieis  de  Paris;  B.  Luck  Catinct.  lyrée  du  l'.rc,  à  Lyon: 
M  ,  à  (iuiVet  ;  II.  I..  Micn>es!>ikb,  à  Cliiuy;  M.  iMun^bao,  lycée  de  Brest 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  L.  Bécut:  A.  Busser  :  A.  IIitinki.;  B.,  à  Paris. 


2542.  —  Sur  lin  phin  liuriznnlul  /xirfnilenifijil  jioli  an  fixe  à  plut  tni  ilis(/uc.  rirculnirr.  Je  centre  0, 
de  rniptn  un,  d'épaisseur  m^gligeii  h  le.  I:'n  un  point  fijr  \  du  bord  du  disque  est  attachée  une  extrémitf' 
d'un  (il  flexible,  inextensib'e,  de  masse  néyligeablc,  de  longueur  -  {demi-circonférence  du  dis'pie).  A 
Ciiulre  extrémité  du  fil  est  attaché  un  point  matériel  M  de  misse  un,  M  est  repoussé  par  le  point  0;  e.t 
l'intensité  de  la  force  répulsive  est  mesurée  p  ir  le  même  no  nhre  que.  la  distance  CM.  (O  n'exerce  aucune 
nrtion  sur  le  fil.)  A  l'instant  initial,  le  fil  est  nppliiiné  contre  le  bord  du  disque,  M  dtant  sur  le  plan  hori- 
zontal en  ïi,  diamélralcment  opposé  à  A;  on  abandonne  le  point  .M  à  partir  de  W  sans  vitesse  initiale  : 
sous  l'action  de  la  force  répulsive,  M  $e  met  à  décrire  une  trajectoire  composée  de  deux  arcade  dévelop- 
piinte  d-i  cercle  raccordés  par  une  di  mi-circonférence. 

i"  J'Uulirr  le  mouueuunt  dn  point  .M.  On  distingueni  les  phases  ou  le  fil  AM  est  partiellement  enroulé 
sur  h  bord  du  dis'pie,  et  relies  ou  il  est  entièrement  iléroulé.  Calculer  et  construir<',  dans  chacune  de  ces 
phases,  et  fiaur  une  position  quelconqur  de  M  sur  sa  trajectoire,  le  ircteur  vitesse  de  M  it  le  vecteur  T 
qui  représente  l'action  exercée  sur  M  par  le  fil.  Dans  la  phase  oii  M  décrit  la  portion  semi-circulaire  de 
sa  trajectoire,  montrer  que  l'angle  0,  que  fait  avec  \.VI  le  rayon  OA  prolongé,  varie  comme  l'angle  d'écart 
à  la  verticale  descendante  d'un  pendule  simple  dont  on  demande  de  calculer  la  longueur,  (t.  =  3,1  4; 
g  =  \)Sl     C  G.  S.  est  l'accélération  de  la  pesanteur.) 

2"  /,e  mouvement  de  M  est  périodique.  7'rouirr  l'exjn'ession  de  sa  priu,de  f^.  lïans  cette  rrprry.sion 
de  î;,  figure  un>^  intégrale  exprimant  le  temps  que  met  M  à  décrire  la  portion  semi-circu'aire  de  sa  trajec- 
toire ;  on  ne  demande  pas  le  calcul  numérique  de  celle  intégrale. 

1.  l'enlani  la  priMuier.î  ()li  »se  du  mouvemetil,  l;  point  M  décrit  un  air  de  développante  du 
corde  (0);  la  normale  ii  'a  trajectoire  en  M  est  la  partie  rcctiligne  du  (il  tendu,  (j  li  lomlie  le  cercle 
en  P  ;  déplus,  V  est  le  contre  et  l'M  le  rayon  de  courbure  en  M. 

Les  équations  intrinsèques  du  mouvement  sont  donc 
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(1)  —  =  projection  de  OM  sur  P.\l  =  PM, 
^  '  PM        ^    ■* 

dv 

(2)  —  =  projection  de  OM  sur  MT  =  OP. 

La  première  montre  que  la  vitesse  de  M  est  mes  iréc  par  le  mèmj  nombre  que  le  vecteur  P.M,  la 
seconde  que  la  dérivée  de  cette  vitesse  par  rapport  au  temps  est  égale  à  ruiiit-^  La  vitesse  est  donc 
mesurée  par  le  même  nombre  que  le  temps  puisqu'elle  est  nulle  à  l'instant  initial,  quand  M  est  en  B. 

L'arc  de  cercln  liP,  égal  à  la  tangente  PM,  a  même  m(>siice  que  le  temps  ;  l'arc  de  la  développante 

s  =  B\I     a  pour  mesure  une  primitive  de  l,  donc    -^ ^^  '■     il  n'y  a  pas  de   constante  <à  ajouter,  l'arc 

étant  nul  quand     <  :=  0. 

Il  en  résulte  que  le  mouvement  sur  la  développante  de  cercle  est  défini  en  l'onction  du  temps  d'une 
façon  très  simple  :  le  point  P  où  le  fil  touche  le  cercle  parcourt  le  cercle  avec  une  vitesse  linéaire  égale 
à  l'unité  (un  cm  par  seconde);  par  conséquent,  le  mouvement  de  M  sur  la  dévelOj)pante  est  unifor- 
mément accéléré. 

L'action  répulsive  de  0  sur  le  point  M  est  figurée  par  le  vect-iiir  ML,  égal  à  OM  ;  la  composante 
de  cette  force  normale  au  déplacement  est  M.\  =  PM  ;  la  composante  tang  nlielle,  qui  est  constante, 
est     iVJT  =  OP  ;     la  vitesse  est  un  vecteur  égal  à  MP,  ayant  la  direction  MT. 

Le  point  M  arrive  donc  en  D  avec  une  vitesse  linéaire  mesurée  par  tz,  au  bout  d'un  temps  égal  à  r. 
secondes  ;  à  partir  de  ce  moment,  la  force  répulsive  maintient  tendu  le  til,  qui  garde  la  longueur  -  cm, 
le  point  M  décrit  un  demi-cercle  de  centre  A,  jusqu'à  ce  qu'il  arrive  en  D'  :  il  aura  en  ce  point  la  même 
vitesse  qu'en  D,  car  D  et  D'  sont  équidistants  de  0;  le  Iravail  de  la  force  centrale  est  nul  sur  tout 
chemin  allant  de   U  à  D'. 

il  est  facile  de  reconnaître  que  lo  mou\ement  de  M  snr  le  demi  cercle  DCD'  est  celui  que  produit 
sur  ce  point,  astreint  à  décrire  un  cercle  de  centre  A,  une  force  d'intensité  et  de  direction  invariables  : 
la  force  représentée  par  1*^  vecteur  OM  est  la  résultante  des  forces  représentées  pur  OA  et  AM  ;  la 
seconde  est  normale  à  la  trajectoire  de  M,  elle  mesure  la  tension  du  fil;  la  première,  qui  produit  le 
mouvement  de  M  sur  le  cercle,  est  constante  en  grandeur  el  direi-lion. 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  M  est  identique  à  celui  d'un  pendule  simple;  nous  allons 
efi'ectuer  les  calculs  d  identification  en  rétablissant  riiouiogénéité  des  formules,  qui  a  été  détruite  en 
apparence,  lorsqu'on  a  donné  la  valeur  unité  à  certains  coefficients. 

Soit    F  =  mk^OM    la  force  répulsive;  m  est  la  masse  du  point,  k  un  coefficient,  ([ui  est  l'inverse  d'un 

1 

temps,  car^  puisqu'on  a  supposé  tn  =  1  et  F  =  OM,  il  en  résulte  que     —  =  l  seconde. 

k 

Les  équations  (I)  et  (2)  sont  alors 
(I')  m.^  =  rr,AM'.\l, 

et  (2')  m.  — ^  =  ?«/c-OM  =  wk-r, 

^    ^  dt 

On  en  tire     v  =  k'-rt,     arc  BM  =  s  =  — k'-rt'-\     la  vitesse  linéaire  du  point  M  en  D  est  kr.r. 

L'é(jnalion  du  mouvement  de  M  sur  le  demi-cercle  DCIV  s'obtient  en  écrivant  le  théorème  des 
forces  vives  :  la  force  normale  au  déplacement  ne  produit  aucun  travail,  celle  qui  est  parallèle  à  OA 
fournit  un  travail  ésal  au  produit  de  son  intensité  par  la  projection  du  déplacement  sur  la  direction  OA. 
En  appelant  y,,  la  vitesse  au  point  D,  on  a  donc 

—  m(y^  —  vii)  =  mkH  X  r.r  cos  0  ; 
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or. 


celte  équation  devient  donc 


Vg  =  kri 


r  =  rr. 


du 


L'équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  /,  (jui  pour    0  =  —      éiait  animé  de 

la  vitesse  u^,  est 

-—m[o*  —  vl)  =  mgl  eus  0; 


or, 


V  =  / 


rfO 


l'équation  devient  donc 

En  l'identifiant  avec  1  équation  (3),  on  trouve 

/'-  '  vl  - 

On    en   déduit        rg  =  A-'/       et       v^  =  kl,        diuic 


/  =  y^.    ce  qui  est  bien  l'expression  d'une  longueur, 
car    -  7    est  le  carré  d'un    temps.  Dans   le  cas  traité, 

-     =  1     seconde  et  la  mesure  de  /  en  centimètres  est 

k 

1,.  produit     -(j  =  :^l4x981  =  3  080"». 

2.  Lf>  mouvement  de  M,  de  D'  en  15  fe  fait,  en  sen< 
inverse,  cointii(>  W.  moiivemonl  de  15  en  1);  il  est  uniform<^ment  ret-irdé  :  en  deux  points  M  et  M. 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  UA,  les  vilesse>  du  point  mobile  sont  les  mêmes  en  grandeur.  Ht^venu 
eti  H,  011  sa  vitesse  devient  nulle,  le  point  M  se  retrouve  dans  \es  conditions  initiales,  son  mouvement 
est  donc  périodicjue  Le  l.'mps  nécessaire  aux  d.ux  parcours  HD  et  D'B  est  :2z  ;  le  temps  que  le  mobile 
mci  pour  décrire  l'arc  de  corclo  DCD'  est  égal  à  l'intégrale  définie 


21  =  2    /      -^-^ 

•     0        *  r. 


cos  0 


la  durée  d'uim  révolution  complète,  de   H  on  I),  d.?  D  en   D',  par  l'arc    DCIV.  .Milin   d^  I)    <mi  D,  .'st 

C  =  2--+.'JI. 

Solution  analogue  :  M.,  h.  Guéret. 

Bonnes  solutions  'le  MM     !..  Itiui  k.  n  C.iifliwiller ;  A.   IIitinkl,  à  Cannes. 
Assez  bonnes  solutions  de  MM     M     Mos^rau,  lycée  de  Brest;  G.   R.,  à  Paris. 


2543.  -  Un  disque  circulaire,  homogène,  d'-  poids  \\  de  rayon  H,  de  centre  <o.  cxt  suspendu  à  un 
point  fise  0  par  Cinlermi'diaire  de  trois  (ih  ^gnux  ().\.  OH,  OC.  perihles,  inextensibles,  sans  niasse,  de 
longueur  Hv^:T,  attachés  aux  points  A,  H,  C,   du  h,ml  du  disijnr,  Ir  tvinnqlr   AHC  riant  é<jUtlatéraL  Sur  la 
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face  supérieure  du  disque,  supposée  rugueuse,  on  pose  un  point  matériel  M  de  poids  Q.  Le  coefficient  de 
frottement  entre  M  et  le  disque  étant  /",  déterminer  la  région  2)  du  disque  où  l'on  pourra  placer  M  de  façon 
que  le  disque  surchargé  puisse  être  en  équilibre  sans  que  M  glisse;  dans  chaque  position  d'équilibre,  on 
déterminera  l'angle  de  Ow  avec  la  verticale,  en  fonction  de  la  distance  wVl,  puis  on  construira  géométri- 
quement les  vecteurs  qui  représentent  les  actions  exercées  respectivement  en  A,  B^  C,    par  chacun  des  fils. 


sur  le  disque.  Etudier  en  particulier  les  cas:  i°     f= — >     P 
et  représenter  par  un  dessin  la  région  ^. 


Q  ;     2°     /■  =  — .     Q  =  3P,      Q  =  P, 


Pour  que  le  plateau  et  le  poids  Q  soient  en  équilibre,  il  faut  que  trois  sortes  de  conditions  soient 
satisfaites  : 

a)  Le  poids  Q  et  le  poids  P  sont  deux  forces  parallèle-,  qui  ont  pour  résultante  une  force  unique» 
égale  à  la  somme  P  4- Q  appliquée  en  un  point  I  de  ojM,  verticale  et  dirigée  de  haut  en  bas;  celte 
force  doit  être  détruite  par  la  résultante  de  trois  forces  dirigées  suivant  les  fils  OA,  OB  ol  OC,  qui  est 
appliquée  en  0  :  donc,  le  su,'port  de  la  résultante  des  forces  P  et  Q  doit  étro,  une  verticale  passant 
en   0. 

b)  Le^  fils  OA,  OB  et  OG  ne  peuvent  résister  qu'à  des  tensions;  il  faut  donc  que  la  force  P  -t-  Q, 
appliquée  en  0,  se  décompose  en  trois  forces  dirigées  de  0  vers  A,  vers  B  et  vers  C.  Si  la  force  qui 
est  sur  le  fil  OA  était  dirigée  de  A  vers  0,  le  fil  ne  pourrait  y  résister,  le  plateau  basculerait  autour  de 
la  droite  BG 

Pour  que  les  composantes  aient  les  sens  OA,  OB  et  OC,  il  faut  que  la  verticale  descendante  qui  va 
de  0  au  point  d'application  I  de  la  résultante  de  P  et  de  Q  soit  à  l'intérieur  du  tricdre  O(ABC),  donc 
que  1  soit  à  l'intérieur  du  triangle  ABC. 

c)  Il  faut  que  la  pression  verticale  que  le  poids  Q  exerce  sur  le  plateau  puisse  être  détruite  par  la 

réaction  de  ce  plateau  :  cela  exige  que  l'angle  que  font  en  M  la  normale  au  plateau 
et  la  verticale  ascendante  soit  inférieur  à  l'angle  o  de  frottement,  dont  la  tangente 
est  f. 

Prenons  pour  plan  de  figure  celui  qui  contient  0,  <•>  et  M,  plan  (}ui  doit  être 
vertical;  la  verticale  descendante  issue  de  0  coupe  M  en  I,  soit  wM  =  x;  appe- 
lons a  l'angle  wOI  et  d  la  distance  Ow.  Le  moment  de  P  par  rapport  à  0  est 
Vd  sin  a,  celui  de  0  est    Q(d  sin  a  —  x  cos  a). 

On  détermine  l'angle  a  en  fonction  do  x  en  écrivant  que  la  somme  de  ces 
moments  est  nulle,  ce  qui  donne 

Q  ^\ 

qTp'  7' 


Fia    1, 


iiiOL    = 


on  a  ensuite     wl  =  ojM 


Q 


.M  =  i^.L 


P  +  Q     '"        "  Q 

Nous  pouvons  maintenant  discuter  les  conditions  b)  et  c). 

Pour  que  I  soit  intérieur  au  triangle  ABC,  il  faut  que  M  soit  intérieur  à   un  triangle   équilatéral, 

P  -h  0 
A'B'C  homothétique  du  triangle  ABC  par  rapport  à  œ,  la  raison  étant    — — ^• 

Pour  que  l'angle  de  la  verticale  avec  la  normale  au  plan  soit  inférieur  à  j  il  faut  (pie  x  vérifie 
l'inégalité 


Q 


Q-f-P      d 


<  /,      ou     X  ■<  ilf 


Q 


Q 


donc  que  le  point  M  soit  intérieur  à  un  cercle  de  centre  w,  de  rayon  x. 

La  comparaison  des  conditions  donne  des  résultats  assez  variés,  suivant  les  dimensions  relatives 
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du  plaleau,  du  cercle  de  rayon  x  el  du  triangle  .''jui latéral  A'B'C  Si  nous  nous  bornons  à  l'exanaen  des 
trois  cas  indiqués  par  rénom:é,  nous  voyons  qu  ils  m  nent  à  des  conclusions  dillérentes. 

1"     F  =  Q     entraîne  (jue  le   triangle    A'BC,    liomuthétique   du  tiiangle  AUC.  la  raison  étant  2, 
est  circonscrit  au   bord  du  plateau  et  eiilièreniînt  extérieur;    la  condition  b  est  toujours  remplie. 

Comme  on  a  d  =  ^Mi*  —  K-  =  Fl/ï,  on  trouve  x  =  —ï\^^;  le  cercle  tracé  avec  ce  rayon  esl 
in«crit  dans  le  carré  inscrit  au  cercle  de  rayon  K  ifîj.  2)  :  l'équilibre  a  li.'u  si  M  est  intérieur  k  ce  cercle. 
S'il  est  en  un  point  de  la  couronne  couverte  de  hachures,  le  poids  Q  glisse  sur  le  plalea-i.  en  s'»^!  jiunant 
du  centre,  le  plaleau  s'incline  de  plus  en  plus  el  le  poids  tombe. 

2°    f  =  -q'    U  =  H  :     comme  dans  le  cas  précédent.  le  triangle  ABC  (st  extérieur  au  plateau 


Fig.   2. 


Fig.  3. 


Hg    4. 


(fig.  '.\)  ;  le  cercle  de  rayon  x  lest  également,  car  son  rayon  est  R/F^double  du  précédent).  L'éq«iilibre 
est  donc  possible,  quelle  que  soit  la  position  du  poids  (J. 
1  î* 

3°    f  =  -,'    CI  =  3P.  -  On  trouve  celte  fois    x  =  —  Kv/ï,     et  le  rapport  d  homothétie  du  triangle 

4 
A'B'C   au  triangle    ABC  est    -— •    Les  côlés  du  triangle  ABC  rencontrent  1  s  cercle  de  rayon   x  :   pour 

que  l'équilibre  subsiste,  il  faut  placer  M  dans  la  r.''gion  2)  intérieure  à  la  (ois  au  triangle  ARC  ft  au 
cercle  de  rayon  x,  c'pst-à-dire  dans  celle  qui  n'est  pas  couverte  de  hachures. 

Four  décomposer  la  force  OJ  =  P-hQ  en  trois  forces  placées  sur  OA,  OB  et  OC,  il  suftira  de 
menor  par  rt'xfrémilé  du  vcct  ur  OJ  trois  plans  respertivemcnl  parallèles  aux  faces  du  trièdre  0  ABC^; 
les  intersections  des  arêtes  avec  ces  plans  détormineronl  les  composantes  cherch'^es. 

•M.,  à  Guérot. 
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SUJETS  DE  CONCOUkS  ^39 


1°  Étudier    sa    variation,    construire    la    courbe    représonlativc  (C). 

2°  On  prend  sur  l'axe  des  y  un  point  P  d'ordonnée  h. 

Former  l'équation   qui  donne  les   abscisses  des  points  do  (C)  dont  les  tangentes  liassent  en  P.  Discuter 
le  nombre  de  ses  solutions  d'après  la   valeur  de   h. 

3°  Calculer    l'intégrale    indéfinie  fydx. 

4°  On   considère  l'aire   limitée   par  la   courbe,    l'axe   des  x,    la   droite  x  =:  —  1,    et  la   droite  x  =  —  X. 

Dire  si  cette  aire  a  ime  limite  quand  X  tend  vers  -f-   oc. 

Même  question  pour  l'aire  limitée  par  la  courbe,   l'axe   des  x,   la   droite  x  =  1,   et   la  droite  x  =  -f-  u. 
quand  a  tend  soit  vers  0  soit  vers  -|-  oo. 

Calculer  les  limites  des  aires  précédentes  si  ces  limites  existent. 

N.-6.  —  e,   base  des  logarithmes  népériens,  est  égal   à   2,71828.   Les  résultats   luunériqucs   devront   être 
calculés  avec  deux  chiffres  exacts. 

x{\  4-  x] 


II.  —  2594.   On  considère  la  fonction 

ie 


(1  —  œf 
1°  Établir  son  développement  en   série  entière.   Dans  le  résultai,  on  mettra  sous  forme  aussi  simple  que 
Ijossible  le  coefficient  de  x".     1    C  ■M'    ^ 

Dire   pour   quelles   valeurs   de  x  le   développement    est    valable. 

2°  Construire   la    courbe   représentant   les   variations  de  y. 

3°  Déterminer  les   abscisses   des   points   d'inflexion  de  la  courbe  avec  deux  décimales  exactes. 

{Durée  :  3  h.) 

Géométrie  analytique.  .         Z-'*' 


2595.    —  Étant  donnés,  en  axes  rectangulaires,  le  côno  d'équation  AÎ^'^r^ CoJi  ^^ 

x"^  -\-y^  —  yz  =  0,  -  ç  ty^'  j-^'^ 

et   le    cylindre  x^  +  j2  —  ax  =  0,  ..u-ft/^ '^ ,.u.  ^^ 

On  demande:  hj>  '^^^      i^  ^  _, 

1°  De  montrer  que  leur  intersection  se  compose  d'une  droite  cl  d'ime  cubique  gauche  j, 
2°  De  former  l'équation  générale  de  toutes  les    quadricjuos    passant    par    la    cubique    gauche    ci-dessus 
définie  ; 

3°  De  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  surfaces.  Ce  lieu  est  une  surface  du  troisième  ordre  dont  ou 
déterminera  toutes  les  droites  réelles.  On  montrera  de  plus  qu'elle  admet  une  famille  de  génératrices 
circulaires   et  on  déterminera  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles. 

4°  Parmi  toutes  les  quadriques  à  coefficients  réels  ci-dessus  définies,  il  existe  ime  famille  de  parabo- 
loïdes.   Déterminer  le   lieu   de   leurs   sommets. 

Ce  lieu  ayant  été  trouvé  analytiquement,  montrer  qu'on  pou\ait  l'obtenir  par  des  considérations  géo- 
métriques. {Durée    :   2    h.    1/2.) 

Mécanique. 

I.  —  2596.  Un  projectile  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut,  en  un  point  de  la  surface  de  la  terre, 
supposée  sphérique,   avec  une  vitesse  égale  à  1   kilomètre  ])ar  seconde. 

Il   est   soumis   imiquement   à   l'attraction   newtonienne,  due  à  la  présence  de  la   terre. 

On  admettra  que  l'attraction  exercée  par  la  terre  sur  le  projectile  est  égale  à  celle  d'un  point  matériel 
de  même   masse   qu'elle,    placée   en   son   centre. 

Le  rayon  de  la  terre  étant  supposé  égal  à  G300  kilomètres,  et  l 'accélération  de  la  pesanteur  à  9", 81 
par  seconde,  on  demande   : 

1°  D'étudier  le  mouvement  du  projectile  (sans  calculer  numériquement  le  temps  nécessaire  pour 
atteindre  sa  position  la   plus  éloignée  du  centre  de    la  terre)  ; 

2°  De   déterminer   avec   quelle   vitesse   il    devrait  être  lancé   pour  s'éloigner   indéfiniment. 

II.  —  2597.  Un  point  de  masse  m,  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  et  à  celle  d'une  autre  (ont-. 
horizontale. 

L'intensité  de  cette  dernière  force  est  à  chaque  instant  proportionnelle  à  la  distance  du  point  .i  un 
axe  vertical  fixe  ;  elle  est  contenue  dans  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  le  point  considéré.  Enfin,  elle 
peut   être  soit  attractive,   soit  répulsive. 

1°  Montrer  que  le  champ  de  forces  dans   lequel  est    placé   le  point   dérive  d'une   fonction   d(>  forces. 

2°  Trouver  les  surfaces  de  ni\eau   et   les   lignes  do  force  du  cham])  do  forces. 

3°  Le  point  pesant  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  sphère  lU'  rayon  donné  dont  le  ccniro  est  situé 
sur  l'axe  fixe,  sans  pouvoir  quitter  la  surface  d'aucun  côté,  étudier  les  positions  d'équilibre  correspondantes. 

(Durée  :  1   h.   1/2.) 
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Calcul    iiiiinéri(juc. 
I>;iiis  un   tri;m<rlc  nxlilipnc  ABC,  on  donne  d«u\  rolrs  b  et  c,  et  la  surface  S,  soit 

h  =  i:îi>i>n.  trosj^       c  =  572'ntiro«,8,       S  =  154780  mètres  carrés. 
On   (Icniande   de   cîiltulcr    : 

1"  Les  angles  A,1J,C  du  triangle  ;  on  les  exprimer.)  vu  grades.  L'angle  A  sera  supposé  aigu; 
2"  Le  troisième  côté  a,  lo  rayon  R  du  cercle  tJKonscrit,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  On  les  exprimera 
en  mètres,   et  on   négligera   le  deuxième  chiffre  décimal. 
L'usage  des    tables   de   logarithmes   est   obligatoire. 
Foriiiulcs  à  employer  : 

.     .  2S  B-l-C  ...      ,  A  .     B-C         b  —  c  A 

=""  -^  =  T^'         —T-  =  1^"""  -  T'         '^'  -ir-  =  TT7  '*'*^  T 

sin  A  .  ahc  2S 

(.1  =  c.      .      -  .  U  =  -7— .  ;•  = . 

SlIlL  4S  a  -h  h  -^  r 

{Durée    :   1    h.) 

2598.  —  Rtanl  tracées  lf>  .i\c^  de  l.i  ii-uille,  (m  <  Mn^idérc  deux  cercles  égaux  (]  et  I  ,  de  l'M  """  de  diu- 
inèln-,  l.iiiyenls  en  un  n'éme  jujinl  au  ])elil  axe  de  l.i  H  iiilir-  ((|ui  sera  pris  \K)ur  ligne  de  terre),  respecti- 
M'irir-nl  situés  au-dessous  et  au-dessus  de  cet  axe,  cl  >iliiés  d'autre  part  à  droite  du  grand  axe  de  la  feuille 
iMi(|ucl  ils  .sont  aussi  tangents. 

Le  (cnle  C  est  la  projr'djon  horizontale  d'iui  (crde  du  plan  horizontal,  et  est  la  base  d'un  cône  dont 
le  sommet  S  .se  trouve  dans  le  plan  vertical,  à  12U"""  au-dessus  (fii  jdan  horizontal,  sur  la  ligne  de  rappel 
iliM'e  h   120°'^"  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille. 

I.e  renie  P'  est  la  projeclion  verticale  d'un  cer<  le  <lu  ])lan  \erli(al,  et  est  la  base  dun  cône  d<»nt  le 
•  mmet  Z  se  trouve  dans  le  ])ian  hori/oidal,  à  U'D"""  en  axant  du  jtlan  vertical,  sur  la  ligne  de  rappel 
.siluée  à    |-^'()"""  à  gauche  du  grand  axe  de  la   feuille. 

On  demande  de  représeider  par  ses  deux  i)roje(  I  nms  le  solide,  supposé  |)lein  el  opatpie,  conuuun  ,in\ 
deu\    (unes.  {Durée  :  3  h.) 

•  ♦• 
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2599.  —  On  donne  une  parabole  P  de  foyer  F.  C-liaque  point  M  de  celle  parabole  peut  être  considéré 
loimiie  le  foyer  de  deux  aulres  paral)olcs  II  et  M'  passant  en  F  el  d'axe  parallèle  à  ceini  de  l\ 

1"  Lieu  des  somtnets  de  ces  deux  paraiioles. 

2"  Les  paraboles  II  et  M'  se  coupent  au  point  I  el  en  un  deiixieine  point.  F'.  Monlior  ()ue  la  tangente 
en  l"  fl  l'une  des  paralioles  passe  par  un  point  fixe,  et  trouver  l'enveloppe  de  la  lan;;enle  à  l'autre  au  même 
point   1'. 

3°  Soit  A  la  (-((rde  commune  à  P  el  II,   A'  la  corde  eommnne  à  P  et  II'.  Lien  du  point  de  rencontre  de  A  cl  a' 
V"  .Montrer  que  l'une  des  droites    A,  A     passe  p.ir  un  point  li\e  el  trouver  renvelofipe  de  l'autre. 

T.  C.iioi.i.KT,  pro l'esse ur  au  lycée  Carnol. 

2600.  —  1"  In  point  iiMlériel  libre  M  décrit  une  ii\perl)ole  sous  l'action  d'une  force  MF  per()endiculaire  à 
l'axe  iimiginaire.  Peumnli-er  qui"  cette  fore»'  est  inversement  proportionnelle  an  cube  de  la  distance  .MP  du 
point  .M  à  l'axe  considéré,  el  ipi'elle  est  dirigée  dan.-»  le  sen,-,  oppose  à    MP. 

;i»  Un   point  matériel  M  dont  la  masse  est  égale  al  se  déplace  dans  le   plan  de  deux  axes  rectangulaires 

(Ij;,  Oi/;   il  est  soumis  à  l'aclion  d'une  force    MF   perpcndicul.tire  à   (►»/.   éj^ale  k    ^^,    Pétant  la  projection 

MP 
de  .M  sur  0//,  et  dirigée  dans  le  sens  opposé  à  MP. 

A  l'inst  tnl  initial,  le  |)omt  M  est  sur  ().'■  en  un  point  M.,  d'abscisse  +1,  sa  vitesse  initiale  K  est  égale 
il     -4-  I     el  fait  avec   ().<-   un  an^'le   a   compris  entre   (•  el   7t. 

Trouver  l'équation  de  la  Ir.ijecloire.. . Montrer  qut*  celle  courbe  est  tmc  hyperbole  (lli.  qui  a  pour  axe  imagi- 
naire <)(/ ;  veriher  que  celle  courbe  p.isse  pir  le  poinl  M„  el  qu'elle  est  tangente  en  ce  |)oint  à  la  vitesse 
initiale. 

Kliidier  le  numvement  du  point  sur  sa  trajecloin-.  ipiand  l  croit  de  0  à  -f- ac  .  Calculer  la  vitesse  en 
lunclion  de  l  el  elndier  ses  variations. 

;»"  ICxaminer  les  cas  particuliers  où  a  csl  égal  à  0  on  ii  t.. 

•t"  Un  fait  varier  i.  'l'rouver  l'envelopper  de  l'byppi  liole  III).  .Montrer  que  ci-lle  hyperbole  louche  l'enveloppe 
en  deux  points,  et  former  l'etpiation  de   la  corde  des  roiitacls. 

îj"  Lieu  lies  foyers  ut  des  sommets  de  l'hyperbole    II).  <i.   P. 


Imphniarifl  Comte- Jacquet.  —  B«r-U-Uuo.  ^*  Hedacteur-Gnatlt  :    11.  VUiBEIlT. 
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PREMIERE   PARTIE 


NOTE    SUR   QUELQUES    MOUVEMENTS  A   ACCÉLÉRATION    CENTRALE 

par  M.  F.  Margand,  à  Saiiit-Étienne. 


Considérons  une  accélération  centrale  de  la  forme 

(1)  J== -, 

r  étant  le  rayon  vecteur,   m   un  nombre  différent  de  1. 

Le  théorème  des  forces  vives  nous  doone  immédiatement  la  vitesse  : 

U  l 

II. 


m  —  1        r'"-' 

Nous  nous  proposons  d'étudier  la  trajectoire  et  l'hodographe,  dans  le  cas  particulier  où  la  con- 
stante des  forces  vives,  h,  est  nulle. 

Dans  ce  cas.  on  a,  en  posant  a  =  —  > 

m  —  1 

a 


(2)  T-  = 

c'est-à-dire, 

(3)  (^V+,./^:\'-   « 


^  dt  /  \dt  /         )■'"-' 

D'autre  part,  l'accélération  étant  centrale,  la  vitesse  aréolaire  esl  constante  et  nous  avons 

do 
(4)  ,-'^  =  0. 

Éliminons  dt  entre  (3)  et  (4)  ;  nous  obtenons 


mi 


r  /    ]  \    r 


Ceci  s'écrit,  en  séparant  les  variables, 

(5)  ^  .         ,  =  =  dd. 

Si    m  =  3,     on  voit  immédiatement  que  la  trajectoire  est  une  spirale  logarithmique. 

Supposons     m  :^  3.     Posons 

a    l  1  \'"-*      , 

(6)  ^    -        -^--' 


=  (/')  ; 


En  effectuant  ce  changement  de  variable,  (5)  devient 

2rfz 


(m-3)(l  -h-J) 


9'.  S) 


NOTl-:  SL'K  QUKLQUES  MOUVEMENTS  A  AC(;f:LEUATION  CENTRALE 


par  suite, 


arc  tff  :  = 


m  — 3 


("+"•) 


En  cl)oisissant  l'axe  polaire  de  laçon  que  '',,  suit  nul,  il  vient 


7/1  -  :{ 

=  t- ■ — 0, 


En  revenant  à  la  fonction  r,  nous  avons 


=  cos^ 


m  — 3 


c'est-à-dire 

(7) 


-3 


r  '    =  -     •  cos 


0. 


Ainsi,  (piel  (|ue  soit  w,  nous  voyons  que  l'écpiation  de  la  trajectoire  est  toujours  de  la  forme 
(8)  ?''  =  AcospO. 

Cette  famille  de  courbes  renferme  un  certain  nombre  de  courbes  connues. 
En  faisant  rn  =  —  i,     on  a  une  hyperbole  é(|uilatère  ; 

7/1=       ^i      —    une  parabole  ; 

7/1=      4      —    une  cardioïde  ; 

7/1  =      î)      —    un  cercle  ; 

7/1  =       7      —    une  lemniscate. 
Propriétés  générales  des  courhes     r*"  =  A  cos  ;)'». 
1"  L'angle  V  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  est  une  l'onction  linéaire  de  0  : 


P      V 


0 


et 


Donc, 

c'est-à-dire  p 

é(|ualion  de  la  nuime  forme  que  (8), 


2°  Courbe  inverse.  —  L'inverse  par  rapport  à  l'origine  est  une  courbe  de 
la  même  famille. 

'A"  Podaire.  —  La  podaire  par  rapport  à  l'origine  est  de  la  nn-nie  famille, 
lin  effet, 

01'  =  f  =  7-  cos  (  V  —  -^  J  =  r  cos  /)0 

^>  r_  u)  =  (p-4-i;o. 
pP  —  A  COS''-^  '  f^O  ; 


-i-  p 


COS 


,/H-i        ' 


4"  f.a  polaire  réciproque  par  rapport  à  un  corclo  ayant  l'origine  pour  centre  est  de  même  nature. 

En  ellet,  c'est  l'inverse  do  la  pc/daire. 

I/odographe.  —  Dans  un  mouvement  à  accélération  centrale,  on  sait  que  l'hodographe  est  l'inverse 

de  la  podaire  de  la  trajectoire,  décalée  d'un  angle    -^-r-     D'après  la 

|)ropriélé  précédente,  c'est  une  courbe  de  la  même  famille. 
Son  équation  s'établit  très  simplement  : 
On  a 


rt 


Ul  =  p'  =     ^^^  ^  »   d'après  la  formule  (2), 
.rOl  =  10  =  \    I    0  =    0  -f-  0  -H 


Donc 


m 


m  -  I 


"*T 
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Prenons   Oy,   perpendiculaire  à   Ox,   pour  nouvel  axe  polaire  ;  nous  aurons 

(H) 

La  relation  (9)  donne 


(^*)  yOI  =  — ^— 0  =  c«, 


r  (,„_3|(,„_|,  "• 


"'-3  (^Z[»i-l) 


711  ô 


r        '^  a"'~'  cos"'~' 0 


c'est-à-dire 


lr!i'          a'^im-i)            3_m 
""-i  =  cos 0. 


m  —  1 
Hayon  de  courbure  de  l'hodographe.  —  On  sait  que  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe  est 

R  =  J  —  j      J  étant  1  accélération. 

c 

Donc,  R  = ■ 


On  a  donc  une  expression  1res  simple  du  rayon  de  courbure  en  fonction  du  rayon  vecteur  pour  toutes 
les  courbes  de  la  famille. 

La  courbe  ayant  pour  équation 

le  rayon  de  courbure  est 


r''  =  A  cos  pfi, 
R  =r  Br  p^' 


B  étant  un  coefficient  constant. 
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2483.  —  1°  Dans  un  plan  orienté  on  considère  deux  segments  de  droite  AB,  A'B'.  Le  lieu  des  points  M 
du  plan  tels  que  l'on  ait 

angle  AMB  -^  angle  A'MB'  =  0 
est  en  général  une  cubique  passant  par  A,  B,  A',  B'.  Pour  que  ce   lieu  devienne  une  conique  {celle-ci  est 
alors  une  hyperbole  équilatère),  il  faut  et  il  suffit  que  les  segments  AA',  BB'  aient  le  même  milieu. 

Réciproquement,  si  (A,  A')  (B,  B')  sont  deux  couples  de  points  diamétralement  opposés  sur  une  hyper- 
bole équHatère,  on  a     aMBh^A'MB'  =  0     lorsque'^\  décrit  la  courbe. 

2°  Etant  donnés  quatre  points  ABAT}'  dans  un  plan,  le  lieu  des  points  M  de  ce  plan  tels  que 
(1)  MA. MB  =  MA'.MB' 

est  en  général  une  cubique.  Pour  que  ce  lieu  devienne  une  conique  {celle-ci  est  alors  une  hyperbole  équi- 
latère),  il  faut  et  il  suffit  que  les  segments  AB,  A'B'  aient  le  même  milieu. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  hyperbole  équilatère  (H)  ayant  pour  équation  x-  —  y-  —  a-  =  0, 
il  existe  une  infinité  de  couples  (A,  B),  (A',  B')  tels  que,  M  décrivant  (H),  on  ait  la  relation  {{).  Le  point  A 
étant  choisi  arbitrairement,  il  lui  correspond  des  points  réels  B,  A',  B'  déterminés  sans  ambiguïté  par 
V intersection  de  l'hyperbole  (H')  passant  par  A  ayant  pour  asymptotes  Ox,  Oy,  et  de  l'ovale  de  (Uissini  (F) 
passant  par  A  ayant  pour  foyers  x  =±a,  ?/  =  0.  Oii  doit  se  trouver  A  pour  que  A',  B'  viennent  se 
confondre  avec  A  elU?  Déduire  de  ce  cas  et  de  la  relation  (i)  appliquée  à  la  /imite  que,  \  et  U  étant  deux 
points  de  (II)  diamétralement  opposés,  on  peut  leur  associer  une  direction  A  telle  que,  en  désignant  par  x,  ^ 
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MA 


MB 


—    lorsque  M  décrit   i\\).    \'eri/ier  ensuite  directement 


les  anales  de  MA,  MB  avec  A,  an  ni 

COS  a  COS  ,-. 

celte  propriété. 

3°  L'hijperbole  (H')  et  la  cassinienne  (V)  se  coup-int  en  quatre  points  réels  A,  B,  A',  B  ,  et  quatre  points 
imaginaires  A,,  B,,  Aj,  B*  deux  à  deux  s\pnHriques  par  rapport  au  centre  0  de  (11).  Montrer  que  les 
quatre  droites  AB,  A'B',  etc.,  passant  par  0  sont  deux  à  deux  rectanqulaires.  h^xprimer  explicitemfnt  en 
fonction  des  coordonnées,  (a,  ^)  du  point  A  celh's  de  B,  A',  B'. 

Quel  est  le  lieu  des  points  A',  B'  lorsque  A  décrit  une  droite  A  issw.  de  0?  Quels  sont  les  arcs  utiles  de 
ce  lieu  ?  Quel  est  le  lieu  de  A',  b'  lorsque  A  décrit  un  cercle  de  centre  0  ? 

fi"  Soient  AB,  A'B'  deux  segments  ayant  0  pour  milieu.  On  désigne  par  1'^,  r,,  deux  cercles  centrés 
en  \  et  li  orthogonaux  au  cercle. 

a-  -h  ?y-  —  K  =  0, 
par  Ix,  r„.  deux  cercles  centrés  en  A'  et  B'  orthogonaux  au  cercle     x' -+- y-  —  K'  =  0  '^K'  =£  K).     Déter- 
miner les  points  A,  B,  A',  B'  d-ï  sorte  que,  M  décrivant  (H),  on  ait  la  relation     Tn^ni,,  =  ra^nju.     en  désignant 
par  ru  ^,  TO,,,  etc.  les  puissances  du  point  M  pnr  rnp))ort  aux  cercles  Ta,  P,,,  etc. 

Les  lieux  de  A.  B,  A',  B'  sont  deux  hgperhule'i  conjuguées  et  AB,  A'B'  en  sont  des  diamètres  conjugués. 

î)°  Étant  donnée  une  quidrique  (Q),  peut-on  Irouoer  deur  couples  de  points  (A,  B),  (A',  W),  tels  que, 
M  décrivant  (Q),  on  ail  MA. MB  =  MA'. Mil?  Montrer  que  (Q)  doit  être  un  hgperboloiie  à  deux  nappes 
dont  une  hqperbole  ■principale  est  équilatère.  Cette  condition  étant  remplie  et,  en  outre,  une  certaine 
inégalité  étant  vérifiée,  il  existe  une  infinité  de  coup'es  (A,  B),  (A',  B')  de  points  réels.  Leur  lieu  est  une 
ellipse  (E)  et  AB,  A'B'  fonwnl  un  fai-ceau  harmonique  avec  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  l'S 
axes  de  (E). 

On  considère  une  biquadrnlique  sphérique,  supposée  réelle,  ayant  pour  éqwitions 
ax"^  -H  by'  -y-  a"  -1=0.  x-  +  y-  -+-  :'-  —  B-  =  0. 

Existe-t-il  des  points  A,  A',   B,  B'  tels  que,  M  décrivant  cette  courbe,  on  ait 

M  A.  MB  =  M  A'.. MB  ? 

Trouver  tom  les  couples  tels  que  les  segmnnis  AB,  A'B'  aient  pour  milieu  le  centre  0  de  la  sphère. 

Nota.  —  //  sera  commode  d'employer  hs  coordonnées  polaires  pour  la  recherche  des  lieux  da  4"  et 
5«  parties. 


\.   Je  prends  pour  axe  dos  x  la  droite  i>uiianl  A'A,  et  pour  axe  <);/   la  perpendiculaire   au   milieu 

de  A'A. ^ 

La  nliilinn      AMB -f- A^' —  0      peut    s'écrire      AMIÎ  =  —  A^ 
cl  entraîne     1^'  AMB  =  —  Ig  A'MB'. 

Or    dans   le  tri.itiirlc    AMR,    on   a      AMB  =    K  —  A  ,      d'où 

?/  —  'm    _        ■'/ 
lir  K  — II'  \ 


V 

Ml.r.7/) 

0     /     / 

''  Kt-ii^) 

A/û,0;  R      X 

y 

(.'  ,\MB  = 


.r  —  T.        X  —  a 


I  -t-  Ig  K  Iji  A  'Av  —  Vi) 

(.r  —  T,)ix  —  a) 

(.7  — .ViX-g—  ")   -î/i-g  — 3^1^ 
(r  — .r,Xx  -  a)  -hv(V  — y«) 
En  rlinnL;ranl  "  en      -  m,     ./ ,  iii   ./,,  i/,  «.u  y^,  on  a,  de  inônie, 

l„  \'.M|i'    -    f'/-  V..V.r4-a)  —y(x^x^) 
^      '         "      X  —  x.\(,x  -+-  nj  +  y(.y  —  î/î) 
La  relation     tj,' AMB -h  Ig  A'MB' =  0     d.-viiMil 

—  .ri/,  -4-  7(a  -h  X,)  —  avî  —  jy,  -H  v(  -  n  4-  i,\  -f-  fiy, 


-l-t/«-»-x(a  —  X,)  — t/yj  —  ax^        x» -h^»  —  a(a -hx,)  -  yy,  -+-ar, 


=  0, 
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ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(x-2  -H  y^)[y(oCi  -t-  x.^  —  x(î/,  -F  j/ol]  -f-  (x2  -  ?y')(j?i!/2  +  a^oî/J  —  2.j-y(a'-  -+-  x,.r,  -  y^y.) 

-H  «'W?/i  -+-  J/2)  +  r/(xi  -+-aro)  —  (t,i/,  4-  a-.^t/O]  =  0. 

La  courbe  ci-dessus  est  une  cubique  circulaire  :  on    vérifie  immédiatement  qu'elle  passe  par  les 
points     (=n  a,  0),     (a-j,  y,).     U'2.  Vi)- 

Pour  que  ce  lieu  devienne  une  conique,  il  faut  et  il  sutTit  que  les  termes  du  troisième  degré  soient 
identiquement  nuls,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  simultanément 

Xi  H-  x.i  =  0,  j/i  H-  y-,  =  0. 

Ces  deux  conditions  expriment  que  AA',  BB'  ont  môme  milieu.  Le  lieu  de  M  est  alors  l'hyperbole 
équilatère 


^i?/i 


XIJ 


a'  =  0. 


^ 


) 


y 


Jli(x,y) 


B'(a:,,%) 


0 


"ïtt,.7/,) 


A(afi) 


On  peut  remarquer  qu'elle  est  centrée  sur  le  milieu  commun  des  segments  AA',  BB',  qui  en  sont 
des  diamètres. 

Béciproquement,  soit  x^- -\- Axy  —  '7^  H- B  =  0  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  son 
centre  à  l'intersection  de  AA'  et  de  BB';  si  on  exprime  quelle  passe  par  A,  A',  B,  B'  on  retrouve 
l'équation  précédente.  L'identification  ayant  lieu  quels  que  soient  A,  A',  B,  B',  la  réciproque  est  établie. 

2.  Prenons  pour  Ox  la  droite  portant  AB;  pour  Oy  la  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  AB. 

La  relation     MA.  MB  =  MA'. MB'     s'écrit 
[{x-x,y-^{y-y,y]lx-x,y-^{y-y.^^] 

=  [(x  —  ay  4- 1/2]  [\x  H-  ay  -+-  y^]  =  {x'^  +  j/»  -\-  a^f  —  ia^x\ 
et,  en  développant, 

—  2(.r'  H-  y^)[x{Xi-hx.;)  -h  y(y^  -+-  r/.,)]  -|-  M, 
M  désignant  l'ensemble  des  termes  de  degré  inférieur  au  troisième.  Le 
lieu  de  M  est  donc,  en  général,  une  cubique  circulaire.  Pour  qu'il 
devienne  une  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  termes  du  troisième 
degré  disparaissent  identiquement,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  les  deux 
relations 

a?!  -t-X2  =  0,  y.  H-  y 2  =  d,  * 

qui  expriment  précisément  que  les  segments  AB,  A'B'  ont  même  milieu.  On  vérifie  immédiatement 
que,  les  coefficients  de  x^  et  de  y^  étant  opposés,  la  conique  est  une  hypeibole  équilatère. 

En  prenant  de  nouveaux  axes  avec,  pour  origine,  le  milieu  commun  0  de  A(a:,y,)B(i— t, — ?/,), 
A'{x.,,  j/.2)B'(  —  X., —  y.,),     on  trouve  l'équation 

(H')        2(1-  —  y-'){-  xi  -+-  xl  -^yt—  yl)  -h  Sxyix.A/.  —  x^y,)  +  (xj  -t-  y^y  —  {xl  ■+-  yi)  =  0. 
On  voit  ainsi  que  celte  hyperbole  équilatère  a  son  centre  à  l'intersection  des  segments  AB,  A'B'. 
En  identifiant  les  équations  (H'j  et  (II), 
(H)  a-^-j/^-a-^  =  0, 

on  a  les  deux  relations 
.r.v.>  =  -r,  V,         et        2a-(—  xj  -\-  xi  -h  j/f  —  yï)  H-  {x'r  H-  ?/?)"  —  {^î  ■+-  ytr  =  0. 
Si  A  est  donné,  on  voit  que  les  coordonnées  de  A'  et  de  B'  satisfont  aux 
deux  équations 

xy  =  -fif/i'  {-i^'-  -I-  H'-y  -+-  2a"(?/'  —  ■T--')  -1-  2a-(ri  —  j/i)  —  (,r2  4-  ?/?)-  =  0. 

On  vérifie  immédiatement  que  les  courbes  ainsi  représentées  contionneni    A  et 
B.    La  première  est  une  liyj)orl)ole  équilatère  admelf.ml  les  axe-*  pour  asymp- 
totes, la  seconde  est   un  ovale  de  Cassini  ayant  pour  foyers  les  deux  points 
(h-  a,  0)     et    ( —  fl,  0).  En  effet,  son  équation  peut  s'écrire 

(x-  -f-  7-  -h  a-y-  —  ^ta'x-  =  'x'r  -f-  j/'î  -h  o'-y  —  Aa-xj 
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ou  [(x  —  a)--^y-][[x-\-ay-^y'^'  =  [{x,  —  a)- +  jyrJKx,  -\-a)--hy}\ 

et  sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  la  courbe  passe  par  A,  et  qu^î  \o  produit  des  distances  d'un 

point  quelconque  (x,  y)  de  la  courbe  aux  deux  points  fixos     {zt  a,  0>,     est  constant. 

On  peut  voir  géom<^lriquement,  en  construisant  les  deux  courbes,  qu'elles  ont  quatre  points 
d'intersection  réels  (dont  A  et  B),  deux  à  doux  symétriques  par  rapport  ;\  0.  Go  fait  sera  d'ailleurs 
établi  parle  calcul  au  paragraphes.  Donc  A  étant  donné,  il  lui  correspond  des  points  réols  H,  A',  B'. 

Uemakoue.   —  La  détermination  unique  des  |)oints  réels  B,  A',  H',  A  étant  donné,  peut  encore  se 
voir  on  délinissanl  les  points  par  leurs  allixe». 

Posons  z  =  X  -{- 17,  z  =  X  —  II/. 

La  condition  pour  le  point  d'élre  sur  l'hyperbo'e,  xy  =  const.,  se  traduit  par 
la  relation  i-  — :-  =  C'^,  qui  s'écrit,  en  notant  par  l'indice  0  ce  qui  est  relatif 
au  point  A  donné, 

;^  J2    __    ->  Zi^ 

La  Condition  d'être  sur  la  cassinienne  se  traduit  par  la  relation 
I  (:  —  a](z  -ha)]  =  0%  ou  \  z-  -  a-  \  =  C'«, 

ou  (jî  _a'-)(72  —  aO  =  O  =  {zl—a^fy  —  «»j- 

Posons        z»  — a-  =  U,  :-  — a-  =  U,  zi—a-  =  l\,  J^_aï  =  û^. 

Nous  avons  les  deux  relations 

u-n  =  ii,.-ïj«,        uu  =  u„Tj„. 

Or,  deux  nombres  sont  déterminés  sans  ambi^ruilé  par  leur  diffiMcnce  et  "leur  produit.  Il  ny  a  donc  <iuo 
deux  façons  de  résoudre  ce  système  : 

U  =  Uo.  Li  —  l'o,  ce  qui  donne  A  et  B  ; 

U  =  —  Uo.  U  =  — Uo,  co  qui  donne 

-'—«'  =  —zS -H  n-,  z''  =  'icr       ï^, 

deux  racines  réelles  algébriques;  donc  A'  et  B'  sont  ré-ls. 

Pour  que  le  couple  A'B'  vienne  se  confondre  avec  AB.  il  laul  i\y\o  \\\  soit  sur  (II)  (voir  ligure 
page  précédente).  Considérons  le  cas  où  les  |)oiiits  sont  voisins  avant  de  se  confondre.  Il  s'apit  de 
trouver  une  relation  011  MA  <■!  MB  (igurent  par  l.Mir  rapport  :  nous  allons  conserver  MA  à  gauche  et 
MB'  fqui  devra  devenir  égal  à  MB)  à  droite.  On  a 

MA'  =  MA  cos  (MA,  MA')  H-  AA'  cos  (AA',  MA'),  MB  =  MB'  cos  (MB',  MB)  +  B'B  cos  (B'B,  MB). 

D'où,  en  remplaçant  par  ces  valeurs. 
MA. MB' cos  (MB',  MM)  -f-  MA. B'B  cos  (B  B,  MB;  =  MA. MB'  cos  (MA,  MA')  -hMB  .AA'  cos  (AA',  MA'). 
Supposons  AA'  infiniment  petit  du  premier  ordre  (A  tendant  vers  un  point  de  l'hyperbole,  M  étant 
fixe);  les  angles  (MA,  MA'),  (MB',  MB)  sont  indniment  petits  du  premier  ordre,  leurs  cosinus  sont  donc 
égaux  h  1  aux  infiniment  petits  du  deuxiém.'  ordro  pn'-s    En  relraticbant  des  deux   membres  le  produit 
MA. MB',     nous  avons 

MA.MB.e,-4-MA.B'Bcos(B'B,  MB)  =  MA.MB'.e, -+- MB'.  AA'cos  (AA',  MA') 
(e,  et  ej  étant  dos  infiniment  petits  du  deuxième  ordre). 

Divisons  les  deux  mombros  par  rexjtression  B'B  =  AA',  qui  est  un  inliniment  petit  du  premier 
ordre  ;  les  premiers  termes  restent  infiniment  petits  et  les  deuxièmes  tendent  vers  des  limites  finies  : 

Ml  Q         lin  MA  MB 

MA  cos  ^  =  MB  cos  2,  ou  =  , 

cos  a  cos  Jl 

p  et  «  étant  les  angles  de  la  direction  limite  de  AA'  (ou  de  B'B)  avec  MA  et  MB,  cette  direction  limite 
est  la  tangente  commune  à  l'hyperbole  et  à  la  cassinienne  en  A. 

Vérilions  directement  que,  A  et  B  étant  deux  points  de  (II)  diamétralement  opposés,   on   peut 
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leur  associer  une    direction    A    telle   que,  si    a    et  ^  sont  les  angles  de  MA,  MB   avec    A,    on   ait 

MA  MB      ,  ,, 

lorsque  AI  décrit  (H). 


cos  a 


cos  [i 


On  a,  en  effet,  dans  le  tiiangle  OIK,  (w  étant  l'angle  xUA) 

a  =  (^ÏA^) 


Donc 


tS  a  = 


t^  MA  ,0x  —  tg  w 


1  -h  tg  MA,Oj;  .  tg  oj 
On  trouverait,  de  même 


a:  —  T,  H- tg  w(y  —  7/,) 


On  en  déduit 


to-  B  =  y  +  ?/i  -  tg  oi(x  H-  3?))  _ 


MA2 


I  +  tg»  p 


d'où 

ce  qui  peut  s'écrire 


MB^  1  -4-  tg2  a 

(ac  — ari)^-h  (y  — Vi)-    _   x-  H-  y^  -H  J?f  H-  yf  —  2(3?a?i  H-  ?/?/,) 

x'^  -h  y-  -+-  a'f  -f-  ?/î  a?  H-  y  tg  w 


2^X13;  -I-  (/,y)  x,  +  j/,  tg  0) 

ou  :  {x''  —  y'-)(yi  tg  oj  —  x,)  —  2xj/(y,  +  x^  Ig  w)  -+- (a^2  +  j^2)(.r,  _f- y,  tg^o)  =  0. 

En  identifiant  cette  équation  avec  (H)  [ce  qui  revient  à  exprimer  que  M  parcourt  (H)],  on  a 
y,  Igw— j-i    _    (x\-hy^)(xi  -hyiig  m)  ^^  , yj_ 

X, 


et 


ttï   0)    = 


1  —«2 

,     La  seconde  relation  détermine   la  direction  (A)  ;  quant  à  la  première,  si  on  tient  compte  de  la 
seconde,  elle  prend  la  forme    x']  —  y-,  =  a-,     et  exprime  que  A  est  sur  (H). 

3.  Les  coordonnées  x  et    y  des   points   d'intersection  de   la   droite     y  =  tx    et   de   l'Iiyperbole 

(H')     xy  =  a.'^     vérifient  les  relations 


St. 


En  éliminant  x^  et  y^  entre  ces  deux  équations,  et  celle  de  la  cassinienne,  on  a  l'équation  aux 
coefficients  angulaires  des  points  d'inter.-ection  de  (II')  et  de  l'ovale.  Get'e  équation, 

(E)  .        oi-^^H'  -+-  2a^'aj3/3  ^  [2a-^(a2  —  ji^)  —  a*  —  ^']l^  —  ^a'aiPt  -h  a^^^  =  0, 

ayant  quatre  racines,  les  deux  courbes  se  coupent  en  huit  points,  deux  à  deux  symétriques  par  rapport 
au  centre  0  de  (H),  ce  qui  était  visible  a  priori. 

Par  symétrie,  il  y  a  deux  de  ces  points  dans  chacun  des  quatre  angles  des 
axes,  et  par  suite,  quatre  de  ces  points  seulement  sont  réels,  ceux  qui  sont 
dans  les  deux  angles  où  est  l'hyperbole. 

On  vérifie  immédiatement  que  l'équation  (E)  ne  change  pas  si  on  y  rem- 


y 


y 


place    i   par :     donc  les  quatre  droites   AB,  ...    correspondantes    sont 

deux  à  deux  rectangulaires. 

S  a 

(E)  admet  pour  racine  —  et,  par  suite, -•    Les  deux  points  correspondants  a  la  pron)icro  sont 

a  p 

A  et  B  ;  ils  sont  réels.  Ceux  qui  correspondent  à  la  seconde  sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  AB» 
donc  ne  rencontrant  pas  (H')  :  ils  sont  imaginaires. 

Soient  /,  et  U  les  deux  autres  racines  de  (E)  ;  on  a 


2'f8 
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ti-^t,= 


—  2«» 


P 


«î  —  i-  —  2a- 


t,L  = 


—  4 


=  -1; 


f,  et  /j  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

a^r^  -  (a'  —  3'  —  ia^-)t  -  ap  =  0. 

L'une  des  droite?  correspondantes  rencontrera  (H'),  l'autre  non,  car  elle  est  perpendiculaire  à  la 
promit-re  :  deux  points  réels  correspondants  A    et  B',  et  deux  imaginaires. 

En  éliminant  /  ot  y  entre  l'équation  précédente  et  les  deux  suivantes  : 

(1)     y  =  t.r,  (2)     x.y  =  a3, 

on  a  l'équation 

Ci)  X*  -+-  (a*  -  i-  —  2a5)i»  —  a*^2  =  0. 

où  la  racine  positive  en  x*  fournit  seule  les  points  riîels  correspondants.  On  a  ainsi,  pour  les  coordon- 
nées de  A'  et  de  IV, 


A' 


x.v  = 


Î/A 


/ 
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xa' 


TB'  = 


yn'  = 


XA'. 


Xh- 


Pour  avoir  le  lieu  des  points  A',B'  quand  A  décrit  la  droite. 

(4)  i  =  «a, 

j'élimine  z,  p  et  <  cnirc  (1),  (2),  (3)  et  (4),  et  j'obtiens  lliyperbole  équilalùre 

,,-'    _  jr;2   _f_  2^2  -j =  Q 

•^  M 

centrée  sur  l'origine. 

Les  arcs  utiles  du  Hou  sont,  évidemment,  ceux  qui  correspondent  à  des  points  A',  B'  réels,  et 
par  suite  ceux  qui   sont  dans  le  même  quadrant  que  A  ou  dans  le  qua- 

Idrant  opposé  par  rapport  à  l'origine. 
Si  A  décrit  le  cercle 
(0)  OL"-  -+.  'p^-  =  p«, 

en  («liminanl  a,  ^  ol  /  entre  (1),  (2).  (3)  et  (5),  on  trouve  pour  lieu  de 
A',  H'  la  (juurtiqur  hicirculaire 

■r-  -f-  y-}*  -f-  Aa'iy*  —  x*)  H-  4a*  —  p*  =  0, 
C'est  un  ovale  do  Ca<sini,  dont  les  foyers  sont  les  points     (x  =  ±:  a^i  , 

y  =  0). 

Si     p  =  r/\'2  ,      elle  devient  une  lemniscato. 

4.  La  condition    AF'-hA'F  =  2(DD' -4-  EE')     d'orthogonalité  des  deux  cercles 
(x  — .r,)» -+-(»/— yi)*  —  »'?^  0'  «l  x»H-i/'  — A-  =  0 

se  simplifie  dans  le  cas  actuel,  et  doime  immédialoment      x?  -i-  y?  —  rj  =  k. 
L'cqualioti  du  cercle  Ta  est  donc 

Ta  x^'-^- t/'- —  2x,x  — 2j/,i/ -h /r  =  0. 

En  remplaiant  dans  la  précédente  x,  par     —  x,,     et  »/,  par     —  yi,     on  a  celle 


X' 


'<X 


JOx,.y,} 


fjr,.t/,) 


do  I- 


ii( 


-h  »/'-  -H  2r,x  H-  27,1/  -+-  A-  =  0  ; 


sans  aucun  calcul,  par  permutation   de  lettres,  on  a  inslanlanémenl  les  équa- 
•*^        lions  (le    I'a'  et  I'h»  : 

1-;^,     X»  -f-  y-'  —  2XiX  -  27, V    t"  k  --  0,  l'ii'     x'  -h  »/»-f-  2x,r  -+-  2t/i»/-h  k'  =  0- 

La  relation    WA.my  =  nTx'.m»»    s'écrit 

(x'  -+-  y»  -+-  k*}^  -  'Kx,x  -+-  •/,//)*  =  (x»  -h  1/'  H-  ky  —  4(x,x  -h  y,»/)«. 
ou,  en  simplifiant, 
2.r^[A-  -  k'  -h  2(x»  -  xî)]  -H  8xi/(x,y,-x,7,)  -\-  2.7-'  k  -  k'  -h2iy»-  y?,J  -h  A'  -  A''  =  0. 
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En  identifiant  avec  l'équation  (H),  ce  qui  exprime  que  M  décrit  (H),  on  a  les  relations  : 

k^  —  A-'2 
(6)      x,y,  =  x,y„  k- k' +  xl  — xl -h  yl  —  y!  =0,  +  ^l  —  xf  —  t/!  +  y^ 


Des  deux  dernières,  on  lire 
en  posant 


k'  —  k 


2x2  =  2x2  ^  M, 
/c'2  —  k-' 


=  M, 


2yl  =  iY^-hN, 


,,       ,       k'^-k' 

k'  —  k —  =  N  ; 


2a2  ~~'  -la- 

d'où,  en  développant  et  tenant  compte  de  la  première  équation  (6),  élevée  au  carré, 

2(Nx?  +  Mi/2)-hMN  =  0, 
On  trouve  de  même,  pour  le  lieu  de  A',  B',  la  conique 

2(NxH-Mt/|)— MN  =  0. 
Ces  deux  coniques  sont  concentriques  et  admettent  les  mêmes  axes,  les  axes  de  coordonnées.  Comme 
leurs  équations  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  terme  constant,  elles  sont  conjuguées. 
Pour  que  ce  soient  deux  hyperboles,  il  faut  et  il  suffit  que    MN  <<  0,     soit 
(k'-'  —  k^Y 


[k'-ky 


4a* 


<o, 


ou 


{k'  —  kri'ia^  4-  k'  4-  kf'ia^  —  {k'  +  k)]  <  0, 


c'est-à-dire,  en  remarquant  que  k  et  k'  sont  positifs, 

(I)  k-hk'  >  îa\ 

Si  k  +  k'  <C  "ia',  les  deux  coniques  sont  des  ellipses.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  l'une  est  réelle  et 
l'autre  purement  imaginaire.  L'un  des  couples  de  centres  est  alors  réel,  mais  l'autre  est  imaginaire. 
L'hyperbole  ne  peut  donc  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  ôJawb  =  ôta'.wb'  au  sens  réel, 
que  si  les  constantes  satisfont  à  l'inégalité  (1),  et  les  lieux  sont  alors  des  hyperboles  conjuguées. 

La    condition    Cmm' -h  B(m -h  m') -H  A  =  0,     pour  que  les    deux  directions     m  = -^  j    m' ^ -^ 

Xj  X'i 

soient  conjuguées  par  rapport  à  ces  coniques,  est 
Mj/,1/2  -t-  Nr,X2  =  0,  ou 

Or,  des  deux  dernières  équations  (6),  on  tire 


k' 


ViV^ 


k' 


^2a2 
xl  —  x^  —  yl-h  vî 


^1^2  —  VlVl 


2a2  xi  — x2-hy|-î/2 

relation  qui,  après  division,  par  l'expression  non  nulle    x-,  —  x'f,     des  deux  termes  du  second  membre 
■'K(Xyy,%)         après  qu'on  y  a  remplacé   yi    par  sa  valeur     — '■ — »    devient  identique 


0 


à  la  précédente.  Donc  AB,  A'B',  sont  des  diamètres  conjugués  des  deux 
coniques. 

5.  Étant  donnés  deux  segments,    AB,    A'B',  la  condition 


-y 

(x^ 


^  M  A.  MB  =  MA'.  MB' 

s'écrit 

-h  1/2  _^  2ï)rx[(x,  -Hx,)  — (T3  4-j-,)]4-j/,(y,  H-yj)  — (,'/3-f-!/*)]-+-2X=t-+-=2)  -  (^s  H" 'O  j  J  +  S  =  0, 

en  désignant  par  S  l'ensemble  des  termes  de  degré  inférieur  au  3*.  Pour  que  la  surface  du  ;;e  degré,  lieu 
de  M,  dégénère  en  une  quadrique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  termes  du  3"  degré  disparaissent  idenliquemenl, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait  simultanément 

Xi-hXo  =  Xj -i-x,,  1/, -f- y.  =  1/3-H  ?/«,  :, -hZj  =  :;.  H- =;. 
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Ces  conditions  expriment  que  les  segments  AI],  A'B'  ont  même  milieu. 
En  modifiant  les  axes  et  les  notations   conformément  à   la  figure  ci- 
contre,  on  trouve,  pour  l'équation  de  cette  quadrique, 

(7)  2xî(—  x\  -r-  ?/?  -f-  :?  -4-  xl  —  y\  -  zl)  -h  8(/2(y,s,  —  y,:,) 

-+-2î/2(—  y2  -^  :f  -h  jf  H-  j/l  —  s:|  -  a-|)  -i-  %zx{z.jXi  —  z,x,) 
-h  2:'(—  z\  -4-  xf  +  T/2  -j-  ï»  _  xi  —  yï)  -h  8xy(x,y.,  —  x,t/,) 
-H  (x?  -h  î/î  -+-  :?)*  -  (^?  -+-  yl  -h  '?)  =  0. 
En  identifiant  celle  équation  avec  (Q,), 

(Q.)  ax»-h6j/»-^cz2   -1=0, 

on  exprime  que    M    parcourt   (O,).   Pour  que  celle  identification  soit  possible,  il  faul  qu'on  ait,  tout 
d'abord 

Vî'-i  =  î/,-1,  Zi.ï-,  =  »,x,,  xj?/,  =  x,y,. 

Ces  trois  équations  entraînent  : 

soit    X,  =  X,,  =  0,  soit     J/i  =  !/j  =  0»  ^oit     :,  =  2,  =  0. 

Prenons    x,  =  x^  =  0,     avec    Vi^i  =  1/222-     Nous  aurons,  pour  l'équation  (7), 

(7')         2x'(yî  -f  2?  -  //^  -  ;^)  -+-  i^y»  -  2«)(_  y^  ^  =;  -h  r/^  -  2?)  -h  (y;  -H  :r/  -  {xj\  -+-  J^)'  =  0. 

L'équation  en  S  a  deux  racines  opposées,  donc  de  signes  contraires  :  cest  un  hyperboloïde.  Il  est 
à  deux  nappes,  car  le  signe  constant  a  le  signe  de  la  racine  y]  -+-  2?  —  y-,  —  z'i,  donc  des  deux  racines 
qui  ont  le  même  signe.  De  plus,  l'hyperbole  principale, 


%»-z»;=- 


(v? -4-=;)' -(?/;-»-=?) 


-î/^-^2Î-^yi— =2 

section  de  la  quadrique  par  le  plan     x  =  0,     est  bien  équilatère. 

En  identifiant  avec  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  rapporté  à  ses  axes 

ax» -h /;{»/»-:»)— 1  =  0  (a<0), 

on  a  les  relations 


4f 


^J- 


auxquelles  il  faul  joindre  la  suivante  : 

(9)  Vi=i  =  yi-'i\ 

si    on     prend       //?  4- :/ =  J/; -H  ^î,       on    ne     trouve     rien.    Supposons     donc     satisfaite     l'inégalité 

2 
y\  -H  2Ï  —  yl  —  z\^Oy    auquel  cas  la  seconde  f''quation  (8)  se  réduit  à    y\  -+-  î/1  -H  2?  -h  2-  =  —  — . 


En  tirant  j/j  et  25  des  équations  (8)  et  portant  dans  (9)  élevée  au  carré,  on  trouve,  pour  l'équation 
du  lieu  de  AB, 

1  \  1  .  ,  Z^'  —  «*  1 


("= 


Le  cercle     »/* 


ne  convient  pas,  sans  quoi  on  aurait 


d'où  (!/i -+•:.)'  =  (yi-+-5«)',  (yi— :.i»  =  (y..  — :;*. 

Les  couples  seraient,  ou  coïncidants,  ou  syinétri(|ues  par  rapport  aux  bissectrices,  auquel  cas  le 
second  membre  delà  seconde  é(iuation  (8)  ne  serait  pas  nul. 

Ce  lieu  étant  rejeté,  il  reste  la  conique,  qui  doit  <Hre  une  ellipse  pour  que  les  deux  couples  de 
points  situés  sur  la  même  hyperbole     xy  =  G'*',     soient  réels  (sinon  un  seul  couple  serait  réel). 

Ceci  exige  que     I  /'  |  >  I  «  |. 
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C'est  seulement  dans  ce  cas  que  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  peut  être 
défini  comme  dans  l'énoncé,  à  partir  de  points  réels. 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  qu'en  vertu  de  la  symétrie  entre  i/iZ, 
et  y-yZi  dans  les  équations  (8)  et  (9),  on  trouve  le  même  lieu  pour  A'B'. 

Pour  montrer  que  AB,  A'B'  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les 
diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  (E),  il  suffit  d'établir  que  les 
diamètres  AB,  A'B',  forment  un  faisceau  involutif  dont  ces  diagonales  sont 
les  rayons  doubles.  Il  s'agit  donc  de  montrer  que  les  points     i/?  =  ?/|    et 
z?  =  zi    de  l'ellipse  sont  sur  ces  diagonales.  Or,  si  l'on  élimine  yl  et  -5    entre  ces  équations  et  la 

1 
seconde  équation  (8),  on  trouve     y\-\-  zj  = ,    et  on  vérifie  immédiatement  que  les  points  d'inter- 
section de  ce  cercle  et  de  l'ellipse  sont  sur  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

Dans  le  cas  de  la  biquadratique  sphérique,  il  faut  chercher  parmi  les  quadriqaes  passant  par  la 
courbe  celles  qui  sont  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  dont  une  hyperbole  principale  est  équilatère. 
Il  y  a  trois  quadriques  dont  une  hyperbole  principale  est  équilatère  :  une  pour  laquelle  c'est  la  section 
par  Oxy,  une  pour  Oyz,  une  pour  Oxx. 

Il  faut  exprimer  que  ce  sont  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  satisfaisant  de  plus  à  une  inégalité 
de  la  forme     |  'S»  |  >  |  a  |. 

Il  n'y  en  a  qu'une  qui  y  satisfasse  et  le  lieu  des  quatre  points  est  l'ellipse  correspondant  à  l'hyper- 
boloïde. 

L.  LONG,  professeur  au  lycce  de  Caen. 
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2523.  —  Un  hyperboloïde  réglé  de  révolution,  de  centre  (0,0'),  a  son  axe  vertical.  Le  rayon  du  cercle  de  gorge 
est  de  Te»'.  La  méridienne  de  l'hyperboloïde  est  une  hyperbole  équilatère. 

Un  solide  S  est  limité  par  l'hyperboloïde,  par  le  plan  du  cercle  de  gorge  et  par  un  plan  horizontal  situé  à 
lOo'  au-dessous  de  ce  dernier  plan. 

Trois  sphères,  passant  toutes   par   le  centre  de  l'hyperboloïde,  ont    leurs  centres  situés   auon    sommets  d'un 

triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  de  gorge,  l'un  de  ces  sanmets  étant  le  point  le  plus  en  arrière  du  cercle. 

On  représentera  par  ses  deux  proj sciions  la  partie  du  solid.c  S,  supposé  opaque,  extérieure  aux  trois  sphères 
dont  il  s'agit. 

Les  points  0  et  0'  seront  marqués  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  le  point  0  à  ?«■'«  au-dessous  du  centre  de  la 
feuille,  le  point  0'  à i%cm  au-dessus  de  ce  centre. 

(École  Polytechnique  i92J.) 

On  reconnail  facilement  que  les  quatre  surfaces  courbes  donnent  lieu  à  six  intersections  qui  se  composent: 
1°  de  trois  demi-cercles  communs  aux  trois  couples  de  sphères,  et  situés  dans  les  trois  plans  méridiens  de 
l'hyperboloïde  perpendiculaires  aux  droites  joignant  les  centres  de  ces  sphères  prises  deux  à  deux  ;  2"  de  trois 
demi-quartiques  égales,  suivant  lesquelles  les  sphères  coupent  la  surface  de  l'hyperboloïde  située  en  dessous 
du  plan  du  cercle  de  gorge. 

La  projection  horizontale  de  ces  intersections  est  constiture  par  trois  segments  de  droites  oa,  «,3,  oy  con- 
courant au  pied  0  de  l'axe  de  l'hyperboloïde,  et  par  trois  arcs  de  courbes  se  réunissant  deu^  à  deux  en  a,  jî  et  y- 
Or  on  voit  immédiatement  que  ces  courbes  sont  des  cercles,  puisque  telle  est  la  nature  de  la  projection  de  l'inter- 
section de  deuxquadriques  derévolution  ayant  leurs équateurs dans  un  même  plan  parallèleau  plan  de  projection. 
En  outre,  les  directions  des  tangentes  aux  points  d'arrêt  nous  montreront  plus  loin  que  nous  avons  trois  demi- 
cercles.  Nous  pourrons  donc  les  tracer  a  priori,  tout  en  nous  réservant  de  faire  des  vérifications;  et  nous  au- 
rons, de  plus,  le  droit  de  nous  en  servir  pour  simplifier  des  reclierches  particulières.  Car  ces  cercles  intervien- 
dront au  même  titre,  et  en  vertu  du  même  principe,  que  le  cercle  deRouclié,  par  exemple,  pour  la  construc- 
tion des  points  de  rencontre  d'une  droite,  et  d'un  hyperboloïde. 
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En  laissant  provisoirement  de  côté  les  intersections  des  sphères  entre  elles,  nous  construirons  d'abord  nos 
quartiques,  et  nous  obtiendrons  un  point  quelconque  [m,  m')  de  l'une  d'elles  par  la  méthode  des  plans  auxiliaires 
horizontaux.  Le  point  m  devant  incidemment  se  trouver  sur  le  demi-cercle  correspondant,  une  fois  tracé,  nous 
obtiendrons  la  tangente  mV  sur  la  projection  verticale,  au  moyen  de  la  frontale  (w,/,  w',/")  du  plan  normal 
située  dans  le  plan  méridien  principal  de  l'hyperboloïde. 

Nous  allons  maintenant  chercher  quelques  éléments  remarquables. 

1'  Points  situés  dans  le  plun  du  cercle  de  gorge.  < —  Les  centres  (lo,  w'),  (wi,  w/),  (aj2,  cos')  des  trois  sphères 
divisent  le  cercle  de  gorge  en  trois  arcs  égaux  dont  les  milieux  a,  p,  y.  d'après  les  propriétés  de  l'hexagone 
inscrit,  sont  des  points  communs  chacun  à  trois  surfaces,  et  où  se  réunissent  trois  courbes  comme  il  a  été  dit. 
Les  plans  tangents  aux  trois  surfaces,  en  un  pareil  point,  étant  verticaux,  les  trois  lignes  admettent  la  même 
tangente  verticale. 

En  projection  verticale,  les  tangentes  sont  toutes  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  mais  en  projection 
horizontale  nous  sommes  obligés  de  recourir  au  plan  osculateur,  dont  la  trace  nous  donne  la  tangente  deman- 
dée. Or  si  l'on  mène,  par  la  verticale,  des  plans  normaux  à  une  sphère  et  à  l'hyperboloïde,  on  obtient,  comme 
centres  de  courbure  des  sections,  le  centre  de  la  sphère  et  le  symétrique  du  centre  de  l'hyperboloïde  par  rapport 
au  point  considéré,  ce  dernier  étant  un  sommet  de  l'hyperbole  méridienne  supposée  équilatèrc.  Si,  par  exemple, 
nous  considérons  la  sphère  (to,  w')  située  en  arrière,  nous  voyons  que  la  droite  qui  joint  les  deux  centres  de 
courbure  est  parallèle  à  xy;  donc  le  pian  osculateur  est  de  profil,  et  nous  avons  ainsi  deux  tangentes  perpen- 
diculaires à  xg  aux  deux  extrémités  de  notre  arc  de  cercle    [^Xy-    '^6  demi-cercle  est  donc  mis  en  évidence. 

L'arc  aurait  pu  être  construit,  d'ailleurs,  sans  cette  indication,  car  on  achève  de  le  déterminer  au  moyen 
d'un  nouveau  point  qui  sera,  par  exemple,  l'un  des  points  remarquables  dont  il  va  être  question,  et  qui  sera 
susceptible  d'être  construit  directement. 

2"  Points  à  tangentes  horizontales.  —  Ces  points,  situés  dans  les  plans  méridiens  des  centres  des  trois 
sphères,  sont  projetés  horizontalement  suivant  les  milieux  X,  ja,  v  de  nos  trois  demi-cercles,  et  nous  n'avons 
qu'à  les  rappeler  dans  le  plan  vertical,  au  moyen  du  parallèle  de  l'hyperboloïde  qui  les  contient  tous  les  trois. 

3°  Points  situés  sur  les  contours  apparents  verticaux  des  sphères.  —  Le  contour  apparent  de  la  sphère  (œ,i«>') 
rencontre  directement  les  génératrices  frontales    {8,  S'j,  (Si,  5\)    de  l'hyperboloïde  aux  points    (g,  g'},  (gi  g\). 

PouY  les  deux  autres  sphères,  on  a  deux  points  (/i,  h'),  {k,  k')  situés  dans  le  plan  frontal  wi  a>2  des  centres, 
et  fournis  directement  par  les  cercles  projections.  Tous  ces  points  donnent  des  contacts,  dans  le  plan  vertical, 
avec  les  grands  cercles  des  sphères. 

4°  Points  situés  s-xr  la  méridienne  principale  de  Vhyperboloide.  —  La  trace  du  plan  méridien  principal 
coupe  les  mêmes  demi-cercles,  situés  en  avant,  en  deux  points  t  et  j  que  l'on  sait  rappeler  en  i'  et/. 

5°  Points  à  tangentes  de  profil.  —  11  suffit  de  mener,  aux  deux  demi-cercles  précédents,  des  tangentes 
perpendiculaires  à  xy,  et  de  rappeler  les  points  de  contact. 

Intersections  des  sphères.  —  Nous  n'avons  qu'à  compléter  les  projections  verticales.  Le  demi-cercle  commun 
aux  deux  sphères  (wj,  u>[),  (co2,  w.^)  est  dans  un  plan  de  profil,  et  se  projette  suivant  un  segment  de  droite  o'u'  ; 
les  deux  autres  donnent  deux  demi-ellipses  ayant  pour  petits  axes  o'^' et  c'y'-  On  achèvera  de  déterminer 
celles-ci  en  construisant  les  sommets  v'  et  w',  qui  sont  les  points  les  plus  bas  des  deux  courbes.  Or  les  trois 
points  analogues  {u,  u'),  (v,  v'),  (lo,  lo')  ont  la  môme  cote,  et  le  point  u',  en  particulier,  est  à  l'intersection  des 
contours  apparents  des  deux  sphères  situées  en  avant. 

Si  l'on  voulait  construire  directement  d'autres  points  des  ellipses,  on  aurait  la  ressource  de  couper  par  des 
plans  horizontaux.  On  sait  aussi  trouver  les  tangentes  en  ces  points. 

Ponctuation.  — La  projection  horizontale  est  entièrement  vue.  Pour  interpréter  la  projection  verticale,  re- 
marquons que  le  solide  présente  quatre  pointes  (o,o'),  (a,a'),  (^,P';,  (y.ï')  que  l'on  peut  assimiler  à  quatre  trièdi-cs 
courbes,  et  ponctués  comme  des  trièdres  reciilignes.  C'est  par  erreur  que,  sur  la  figure,  deux  petites  portions 
d'ellipses  ont  été  cachées.  Le  calcul  montre  qu'elles  sont  osculatrices  en  o'  aux  quartiques  concaves  dans  le 
même  sens. 

Après  avoir  tracé  en  trait  plein  les  deux  quartiques  qui  sont  en  avant,  et  entièrement  vues,  puis  en  trait 
ponctué  la  troisième  entièrement  cachée,  nous  compléterons  nos  trièdres  parles  deux  demi-elli[)ses,  qui  sont 
vues,  puis  par  le  segment  caché  o'u'. 

Enfin  nous  représenterons  les  contours  apparents  virtuels  et  cachés  des  cavités  sphériques,  limités  aux  arcs 
de  grands  cercles  g'g'i,  u'h'  et  n'k'.  J.L. 

M.  L.  SuTBE,  à  Rennes,  déduit  la  projection  verticale  de  la  projecliun  horizontale.  Mais  il  oublie  les  contours  apparents 
virtuels  de  deux  sphères,  et  la  ([uartique  d'arrière  est  ponctuée  d'une  manière  inex.icie. 
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2501.  —   On  considère  le  champ  de  forces 

X  =  X-  —  j/*  —  2*,  Y  =  —  /xj/,  Z  =  —  |i.i  :. 

1"  Déterminer  À  et  \i.  de  façon  que  ce  champ  dérive  d'une  fonction  des  forces,  et  trouver  celle  fonction 
des  forces,  U  (.r,  y,  z). 

2'>    Trouver  la  forme  des  surfaces  de  niveau,  montrer  que  les  lignes  de   force  sont  des  courbes  planes 
dont  le  plan  passe  ;  ar  ()./•. 

3"  On  considère  l'intersection  des  surfaces  de  niveau  par  un  plan  passant  par  Or,  et  les  lignes  de  force 
situées  dans  ce  plan.  Etudier  ces  diverses  lignes. 

4°  Déterminer  la  sur/ace  engendrée  par  les  lir/nes  de  force  qui  s'appuient  sur  la  courbe 

.,  =  0,  y^  -+-Z-  =  b*. 

1.    Pour  que  le  clianip  dérive  d'une  fonclion  dos  forces,  il  faut  qu'il  e\i.-le  une  fonction    U  des 
variables    r,  y,  z,  telle  <|ue  l'on  ait 

\  =  -r->  1    =  — -  >  Z  =    --  • 

i)r  .  f)y  ()z 

La  dernière  nous  donne    ——  =  —  nzx,    ou  en  intégrant  par  rapport  à  z,  .r  et  y  étant  considérées 
comme  des  constantes, 

U  =  -|^:»,r-h/(.r,y). 

Dérivons  par  rapport  ;\  y,  nous  avons 

_=/„.,  y)  =  _X.ry, 

d'où,  en  intégrant  par  rapport  à  y, 

l 


el.  par  suite, 


U  =  -|:--^xy'-+-v(.r: 


Dérivons  enfin  par  rapport  à  ./ ,  nous  obtenons 

t)x  'i  i         '     '  •' 

On  en  déduit     X  =  2,     .u  =  i,     ~J{x)  =  .i'-',     '^(.r)  =  — ,    et 

o 

U  =  -Ç-x(î/»-4-s»). 

On  aurait  i)U  trouver  plus  rapidement  les  valeurs  de  X  et  h  on  écrivant  les  conditions  bien  connues 

<)X  _  <)Y  <)\  _  (VA  <)Y  _  ()Z 

()ij  O.r  i)z  1)1  ()z  i)y 

2.  Les  surfaces  do  niveau  ont  pour  équations  • 

^-  '-/-•-4--*)=G. 

Ce  sont  des  surfaces  do  i  évolution  aulour  de  (,)x,  puisque  l'équation  ne  renferino  (jiio  x  «'l     y-  4-  ;'. 

,.3 
La  méridienne  du  plan  des   ri/  est  la  cubique / 1/*  =  C,     symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  qui 

X 

amdet  puor  asymptotes  d'inflexion  les  trois  droites    x  =  0,     y  =  =t:  -^  • 

v3 
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Les  lignes  de  force  sont  définies  par  les  équations  différentielles 

dx  __      dy  dz 

x^  —  y'  —  -"        —  2.ri/        —  2.rz 

d^         du 
Les  deux  derniers  rapports  donnent    —  =  — i,    ou    Ls  =  L?/  +  La,     z  =  a//,     et  ceci  monlre 

z  y  j  ■•  j  ' 

que  les  lignes  de  force  sont  dans  des  plans  passant  par  Ox. 

Cette  propriété  résulte  d'ailleurs  de  ce  fait  que  les  surfaces  de  niveau  sont  de  révolution  autour  de 
Ox.  Kn  effet,  comme  les  lignes  de  force  sont  normales  aux  surfaces  de  niveau,  les  tangentes  à  ces  lignes 
doivent  rencontrer  Ox,  et  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ces  lignes  sont  dans  des  plans  passant  par  Ox. 

Pour  déterminer  complètement  les  lignes  de  force,  remplaçons  z  par  ay  dans  le  premier  rapport  ; 
nous  obtenons 

dx  dy  dy  2xi/ 

—  ^        ou      -—  =  —  •' 


a;2  _  y2(i  _^  a2)  2.ry  dx  x'^  —  xf[i  -+-  a^) 

C'est  une  équation  différentielle  homogène;    pour  l'intégrer,   nous  faisons   le   changement   de 

du  dt 

fonction    y  =  tx,     nous  en  tirons     -j-  =t-+-x—,     etléqualion  devient 

dt  2t 

t-\-x  —- 


dx  1  —  t\i  H-  %') 

ou 

dx  i![llt^!Illl  j/  _  _  ''    d[tHi-h7.^)~3t] 

L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 


ou 


J;yiM-ha^)-3/  =  \f^, 


OU,  enfin,  en  remplaçant  t  par    —,     et  en  élevant  au  cube, 

X 

Les  lignes  de  force  sont  alors  définies  par  cette  équation  et  par  z  =  ly,  a  et  ^  étant  des  con- 
stantes arbitraires. 

3.  Un  plan  quelconque  passant  par  Ox  coupe  les  surfaces  de  niveau  suivant  des  méridiennes  v  et 
les  lignes  de  force  y'  situées  dans  ce  plan  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  y- 

On  pourrait  donc,  pour  obtenir  toutes  les  lignes  de  force,  considérer  les  courh.'s  y  situées  dans  le 

X'' 

plan    xOy,    — xy^  =  C:     chercher  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes;  un  calcul  facile 

donne    y^  —  ^x^-y  =  j3,     ce  sont  les  courbes  y'  du  plan  .xOj/.  11  n'y  a  plus  qu'à  les  faire  tourner  autour 
de  Ox-  pour  obtenir  toutes  les  lignes  de  force. 

4.  Cette  remarque  va  simplifier  beaucoup  la  recherche  du  lieu  demandé.  Les  courbes  y'  du  plan 
arOy  qui  rencontrent  le  cercle  x  =  0,  y"^ -h  z^  =  b'^  doivent  passer  parles  points  x  =  0,  y  =  ±  b. 
Elles  ont  pour  équations  .r=0,  y' — 'Sx^y  =  ±z  b^.  Le  lieu  cherché  est  la  surface  engendrée  par 
ces  courbes  en  tournant  autour  de  Or;  l'équation  de  cette  surface  se  déduit  de  l'équation  de  la  courbe 
en  remplaçant  y   par    \/y'^-hz'^;   nous  obtenons  ainsi 

(y'-i-2')(!/'+='-3-'-/-  =  *'■'• 

L.  BEC.UÉ,  à  Guebwiller. 
Bonnes  solutions  par  M.U.  A.  Hotinel,  à  Cannes;  I*.  Jantbi.  ;  Léopold  Sithe,  à  Rennes. 
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ECOLE  CENTRALE  ^  ^ -m. 

Concours  d  admission  de  1922.  t  ûu  ^ 

Algèbre,  annti/sect  tri ffonotm  trie.     '-^'^ 

I.  _  2601.  Calculer,  en  fonction  du  nombre  donné  A,  les  coeflicienlsp  et  g  du  trinôme  x^  -\-px-i-q  de 
façon  que,  en  |»osant  f[x)  =  {x  —  k)  {x-  -»-px  -»-  ç),  le  polynôme  /"(r)  et  ses  deux  premières  dérivées,  /'(x)  et 
f"{x),  vérifient  identiquement,  quel  que  soit  x  la  rciution 

(i  ■+■  x^)f(x)  —  ixr(x)  -»-  6/(x)  =  0; 
puis,   les   valeurs  ainsi   trouvées   pour  p  et  7   étant  portées  dans  l'équation     x- -h  px -h  q  =0,     calculer,  en 
fonction  de  A,  les  racines  de  cette  équation,  et  mettre  l'expression  de  chacune  de  ces  racines  so'js  forme  d'une 
fraction  rationnelle  dont  les  deux  termes  soient  du  premier  degré  en  A.  k  -+    iTî 

II.  —  2602.  Calculer,  en  fonction  du  nombre  donné  A,  les  trois  intégrales  définies  ^ 

/  '=       ks'wxHx  _     r'^  h'  sin  Tilx  _     r^-  A  sin  xdx  i    :f  KO 

~  Jo      ^  i  +A^côs2r'  ~  ^  '„     I  -t-A-co>«.'-'  ~  ^  '^       ^  1  -^  A»    ' 

Étudier  la  variation  de     A  —  C    quand  h  varie  de     —  x     à     -f-  »     et  trouver  la  liniito  vers  laquelle  tend 

A  —  C  -  ^ 
; —    lorsque  k  tend  vers  zéro. 

Puis,  en  posant  F(A)  =  A^  — 3B.  étudier  le  signe  de  la  dérivée  .seconde  F^Aj  de  cette  fonclion  F(A)  et 
étudier  la  variation  de  F(A)  lorsiiuc  A  vari/de     —  «     à/  -h  «  . 

(u'-ouKlrie  analytique 

2603.  —  On   donne,   ra[tportée  à    trois  axe*  de  coordonnées  rectangulaires,    Ox,  (^y,  Oj.    la  courbe  F 

./•■•-4-.1a'  .7;i  — 3a*  ...  ,  •.•       .. 

représentée  par  les  équations    //  =  — -j-^j — .    2  =     ^^,^  ->    a  étant  une  longueur  positive  hxe. 

\o  Former  l'équation  du  cùne  C.  qui  a  pour/Sommet  l'origine  0,  et  qui  passe  par  celte  courbe  F;  former 
l'équation  du  cylindre  S,  de  génératrices  parallèles  k  la  droite   (1/  =  j,    .r  =  0)   et  qui  passe  par  cette  courbe  F. 

2"  Former  l'équation  du  plan  P,  passant  par  le  point  A  de  coordonnées  (x  =  y  =  0,  z  =  ia)  et  coupant 
le  cône  C  suivant  une  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  xOy  est  un  cercle  (le  problème  a  deux  solutions; 
on  n'en  prendra  qu'une  seule). 

3°  Construire  les  projections,  sur  le^^plan  xOy.  des  sections  du  cAne  C  et  du  cylindre  S  par  le  plan  P; 
construire  les  points  où  une  droite  donnée  issue  de  l'origine  rencontre  la  courbe  •(.  projection  de  r  sur  le 
plan  .'Oi/.  en  construisant  dans  ce  plan,  à  main  levée,  par  application  de  la  méthode  générale  indiquée  en 
géométrie  descriptive,  le  point  {ourant  de  la  projeetion  sur  le  plan  xOy  de  la  Cdurbe  d'intersection  du  cône  C 
et  (in  cvlindre  S,  cône  et  cylindre  dont  les  bases  dans  le  plan  P  ont  des  projt  étions  connues. 

Statique. 

2604.  —  l  n  corps  solide  pesant  S  est  constitué  par  trois  plaques.  OAC,  OBC.  UAH.  ayant  la  forme  <'c 
triangles  isocèles  rectangles  égaux,  soudées  deux  à  deux,  d'une  manière  rigide,  suivant  les  côtés  égaux.  OA. 
on,  OC.  de  telle  façon  qu'elles  constituent  les  trois  laces  d'un  trièdre  Irirectangle  de  sommet  0.  Ces  trois 
plaques  sont  homogènes.  Les  deux  premières,  OAC.  UliC,  ont  un  même  poids  P;  la  troisième  OAR.  a  un 
poids  p.  La  longueur  commune  des  trois  arêtes  OA.  OU,  OC  est  a.  On  négligera  l'épais.seur  des  plaques. 

Ce  corps  solide  repose  sur  la  surface,  parfaitement  polie,  d'une  sphère  fixe  de  rayon  r,  chacune  de  tes  trois 
faces  étant  en  contact  avec  cette  sphère;  on  netudiera  donc  pas  les  positions  pour  ler^juelles  le  solide  ne  repo- 
serait sur  la  sphère  que  par  une  ou  deux  de  ses  face^  seulement.  On  négligera  trms  les  Iroltemenls. 

1»  Calculer  les  coordonnées  du  centre  de  gravite  du  solide  .s  par  rapport  aux  anUes  OA,  OB,  OC.  prises 
pour  axes  de  coordonnées. 

•1'  Le  corps  .'^  étant  supposé  placé  de  telle  façon  qu'il  soit  en  équilibre  sur  la  sphère,  calculer,  pour  cette 
position,  le  co*inus  ou  la  tangente  de  l'angle  de  l'arête  OC  avec  la  verticale  descendante:   appliquer  au  cas 

de     a  =  5r,      -  =  — • 

30  a   et  »•  restant  constants,  a  étant  en  outre  compris  entre  3r  et  6r,  quelles  conditions  doit  remplir  le 

rapport      ^      pour  qu'il  y   ail  ime  position  d'équilibre  ?  Quelles  sont  les  positions  d'équilibre  qui  répondent 

p  .        j  ^'' 

aux  valeurs  extrêmes  de     ^?  Etudier  le  cas  parlimlier  de    a=   — 
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Calcul  numérique. 
NOTA.  —  Il  ne  sera  tenu  aucun  compte  des  résultats  qui  ne  seront  pas  précédés  de  tous  les  intermédiaires 
nécessaires  pour  y  aboutir. 

Dans  un   triangle    ABC    on  donne  :    —  =  0,12,     cotg  A  =  0,75,      cos  A  =  0,6,     sin  A  =  0,8.     Calculer, 

au  moyen    des    tables   de    logarithmes,    l'angle    B    du    triangle,    par    la    formule     lgB  = '— — '- — -,     et 

•'  ^  °  D'r  ^  c  —  b  <;os  A 

indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue  commise  sur  cet  angle  R.  Puis  calculer,  avec  une  erreur 
1  ,  ,     ,      ,  .        6  sin  A     .    è- sin  2  \        fe^  sin  .3A   .  6"sinnA 

100  OOO' 


relative  moindre  que 


la  somme  de  la  série 


+ 


c  2c'  'ic^  ne" 

qui  représente  la  mesure  de  l'angle  B  en  prenant  pour  unité  le  radian,  c'e^t  à-dire  l'angle  au  centre  qui  inter- 
cepte un  arc  égal  au  rayon.  On  pourra  se  servir  de  la  formule    sin  nA  =  2  sin  (n  —  1)A  cos  A  —  sin  (n  —  2)A. 
Les  deux  premiers  termes  de  la  série  devront  être  calculés  exactement;  pour  les  autres,  on  pourra  se 
servir  des  logarithmes. 

Épiire. 

Chaque  candidat  devra  mettre  sur  sa  feuille  ses  nom,  prénom  et  signature,  ainsi  qu'il  est  indiqué,  avant  de  tracer  quoi 
que  ce  soit  sur  cette  feuille. 

2605.  —  Pas  de  cadre.  ZZ  grand  axe  de  la  feuille.  Ligne  de  terre  xy  (en  noir)  petit  axe  de  la  feuille. 
Un  cône  de  révolution,  de  sommet  (s,  s')  et  dont  l'axe  est  vertical,  a  pour  génératrices  de  front  (sa,  s'a') 
et  [sb,  s'b').  11  est  limité  à  son  sommet  et  au  plan  horizontal. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  a  pour  méridienne  principale  dans 
le  plan  de  front  asb  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  le  segment  vertical 
/cd,  c'd')  et  qui  est  tangente  à  la  droite  (sa,  s'a').  (Pour  tracer  l'ellipse  on 
pourra  se  servir  du  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre.) 

1"  On  demande  les  projections  de  renseml)le  du  cône  et  de  l'ellipsoïde 
formant  un  seul  massif  solide  et  opaque. 

2"  On  déterminera  les  ombres  propres  et  portées,  les  rayons  lumineux 
étant  parallèles  à  (L,  L').  Les  plans  de  projection  existent  et  sont  opaques. 
NOTA.  —  Résultats  seuls  à  tracer  à  l'encre  noire,  trait  plein  pour  les 
^  ^,  .       ,  lignes  vues,  points  ronds  pour  les  lignes  cachées.  Tout  le  reste  est  à  tracer 

!  à  l'encre  rouge  (trait  plein),  y  compris  les  tangentes,  qui  ne  devront  pas 

être  renforcées  —  pas  de  flèches. 
'  a  =  27  mm,    as  =  w'  =  90  mm.  ^ous  les  traits  doivent  être  plutôt  fins. 

Pour  chacune  des  courbes,  on  fera  les  constructions  nécessaires,  pour  obtenir  un  point  courant  et  la  tan- 
gente en  ce  point,  les  points  et  tangentes  remarquables. 

Tous  les  contours  d'ombres  existants,  vus  ou  cachés,  seront  tracés. 

On  mettra  des  hachures  sur  les  surfaces  qui  sont  dans  l'ombre  et  ([ui  sont  vues;  ces  hachures  seront 
distantes  d'environ  3°""  sur  le  corps  représenté  et  o"™  sur  les  plans  de  projection.  On  ne  tracera  pas  à  l'encre 
rouge  les  arcs  de  courbe  qui  ne  sont  pas  des  résultats  elFectifs. 

Physique. 
I.  —  2606.  On  considère  un  circuit  électrique  représenté  par  la  figure  et  ainsi  constitué  :  E  source  élec- 
trique   de    résistance    intérieure    négligeable  ; 


,fj,„n>j>nii>n>ii)in)»,i,i>iiniiii!nil!r!lirr! 


S 
(M) 


.1   interrupteur;   B  bobine  cylindrique  à   spires 
circulaires;  V    voltamètre  à  sulfate  de  cuivre, 
de    résistance  =  2,4    ohms;     .M     voltmètre     de 
faible  résistance  égale  à  lUO  ohms;  S  shunt  de 
résistance   1    ohm,  en   dérivation   sur  le  volt- 
mètre  M. 
1'   Calculer,  en  ohms,   la  résistance  électrique  de  la  bobine  B,  sachant  qu'elle  est  laite  de  trois  couche*' 
en  série,  coaxiales,  superposées  et  jointives,  de  fil  de  cuivre  isolé,  chaque  couche  contenant  400  spires.  Le 
diamètre  du  fil  de  cuivre  nu  est  de  1210  de  mm;  le  diamètre  movrjn  des  spires  est   de  4c"  (résistivité  du 
cuivre  =  1,6  microhm-cm). 

2»  Calculer  la  valeur  (ju'aurait  l'intensité  du  champ  magnétique  au  centre  de  la  bobine  B,  ([u'on  assimilera 
à  un  solénoïde  de  longueur  infinie  par  rapport  à  son  diamètre,  si  l'intensité  du  courant  qui  la  traverse  était 
de  5  ampères.  Le  diamètre  du  fil  de  cuivre  isoll  qui  la  constitue  est  de  16/10  de  mm  ;  dans  chaque  couche  les 
spires  de  l'enroulement  soint  jointives. 
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S"  En  fermant  l'intenupteur  J.  on  fait  passer  dans  le  circuit  total  un  courant  d'intensité  constante,  n'ayant 
d'ailleurs  aucun  rapport  avec  i'inlensilé  préci'denle,  cl  qui.  en  20  minutes,  fait  croître  île  a*-'  la  masse  de  la 
cathode  du  voltamètre  V.   Quel  nombre  lit-on  au  roUmrtre  M   pendant  le  passage  d«' ce  courant?  Donner  lo 

résultat  numérique  à  l'approximation  du  — — -  en  valeur  relative.  (96600  coulombs  libèrent  une  valence- 
gramme;  masse  atomique  du  cuivre  =  dW).  Quelle  doit  être,  dans  ces  conditions,  la  force  électromotrice  de  la 
source  E  ?  Les  fils  de  connexion  et  rinternipteur  J  sont  supposés  de  résistance  négligeable.  Donner  le  résultat 

numérique  h  l'approximalion  du     en  valeur  relative. 

II.  —  2607.  Un  objectif  achromatique  convergent,  formé  de  l'ensemble  de  deux  lentilles  minces  accolées 
I,  et  M,  a  pour  longueur  focale  2')'^"'  pour  les  radiaiions  jaunes  0  du  spectre. 

1*  A  l'aide  de  c(!t  objectif,  et  en  lui  adjoignant  les  accessoires  optiques  nécessaires  (prismes,  lentilles),  on 
veut  constittier  une  lunette  permettant  d'obtenir,  d'un  objet  éloigné,  une  image  virtuelle  delinitive  (vue 
directement  par  l'ii'il),  droite  par  rapport  à  l'objet  On  demande  de  dessiner  schématiquement  les  diverses 
manières  dont  on  peut  réaliser  une  telle  lunette;  on  se  limiterai  ces  dessins,  qui  devront  être  tels  qu'aucun 
texte  explicatif  ne  soit  nécessaire.  I)ans  chaipie  ras,  préciser  sommairement  pourquoi  l'image  virtuelle  défi- 
nitive, vue  par  l'reil,  est  droite  par  rapport  à  l'objet. 

2»  Sachant  que  cet  objectif  est  acliromalisé  pour  les  radiaiions  rouge  C  et  bleue  K,  calculer  la  longueur 
focale  pour  les  radiaiions  jaunes  D,  de  chacune  des  deux  lentilles  minces  L  et  M  qui  le  eonsiituenl. 

!    rouge  C  :  lentille  L  :  n  =  l,:;:34;  lentille  M  :  n  =  1,6897. 
jaune  I):  —  1,:>I60;  —  1,6960. 

bleu      F  :  —  l.:i22l  ;  —  1,7121. 

(lliimie. 

I.  —  A.  Etudier  les  actions  de  l'hydrogène  sur  les  métalloïdes. 

R.  Parmi  ces  actions,  il  en  est  qui  sont  utilisées  dans  les  laboratoires  ou  dans  l'industrie  pour  préparer  les 
composés  hydrogénés  auxquels  elles  conduisent,  «in  décrira  ces  préparations. 
On  se  tiendra  soigneusement  dans  les  limites  de  la  question. 

II.  —  2608.  .A.  L'industrie  prépare  au  four  électri(iue  du  ferrosiliciiim  à  2")  "/.  de  silicium  et  7r)  •/,  de  fer. 
Quelle  formule  simple  peut-on  lui  donner? 

R.  Analyse  dr  1  t/ramme  dr  ne  fpy rosit icium  par  dosage  dti  siliehim.  —  On  ajoute  utu'  quantité  conNcnable 
de  peroxyde  de  sodium  et  de  carbonate  de  sodium.  On  chauffe,  on  calcine,  on  reprend  par  l'acide  chlorhy- 
driiiuc  étendu  qui  dissout  certains  produits  et  finalement  il  reste  Pi  grammes  de  silice. 

i;xpli<|ue/.  l'opéiation  et  calculez  P| . 

('.  Anah/sr  de  1  t/ramme  de  ce  ferrosilicium  par  dosage  dit  fer.  —  On  ajoute  de  l'acide  sulfurique  avec  de 
l'acide  lluorhydrique  et  on  chauffe.  Le  résidu  est  (hi  sulfate  do  fer.  On  raliinc  et  finalement  il  reste  Pj  grammes 
d'oxyde  de  fer. 

Expliquez  l'opération  et  calculez  Pj. 

I).  lie.ndenirnl  du  four  élertriijue.  —On  met  dans  le  four  des  proportions  convcn.tjil. s  ,1,-  sjli.-..    f^lOî^.    t\p 

charbon  (C),  et  de  tournure  <le  fer  contenant    —    en  poids  d'oxyde  (Fe'O^). 

Pour  obtenir  1   kg  de  Si  solide  par  réduction  de  SiO*.  il  faut  fournir  7810  calories-kilogr. 
—  1  kg  —  Fe    —  —  FeK>',  —  IkOO 

Pour  fondre  I  kg  de  Si,  —  56.3  — 

—  1   kg  —  r.'.  —  2r.6  — 

On  admet  que  ce  sont  là  les  seules  dépenses  d'énergie  nécessaires  pour  obtenir  le  ferrosilicium.  Sa''hant 
d'autre  part  que  le  four  dépense  400  kilowatt-heures  par  100  kg  de  ferrosilicium  produits,  on  demande  le 
rendement  du  four. 

L'écjuivalent  mécanique  de  la  calorie-kilogramme  est    i  200  joules. 
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2516.  —  Un  polynôme  du  quatrième  degré,  P{x),  est  de  la  forme 

P{x)  =  {x       xf{x^  -+-  aa?  -  b), 
les  trois  nombres  ol,  a  et  h  étant  négatifs. 

1°  On  demande  de  déterminer  ce  polgncne  par  les  conditions  suivantes  :  le  trinôme     x^  -\-  ax  —  b     est 
la  pente  d'une  droite  variable  dont  l'angle  avec  Oc  est  une  fonction  de  x,  et  la  dérivée  de  celte  fonction  par 

rapport  à  x  est  infiniment  petite,  en  même  temps  que     —•>    et  les  trois  premiers  termes  du  développement, 

par  rapport  aux  puissances  croissantes  de    — »     sont 

2         9         28 

en  outre,  la  dérivée  seconde  de  Plx)  prend  la  valeur  12,  pour    x  =  a. 

2°  Former  le  po'ynome  du  troisième  degré  Qx),  tel  que  la  fraction  rationnelle     R(x)  =  •    soit 

—  1  1  1 

égale  à 1 h ■>    x'  et  x"  étant  les  racines  du  trinôme    x-  -+-  ax  —  b. 

{x  —  a)^       X   -  X        X  —  x 

Calculer 

f\{x)dx  {x>3). 

Montrer  que,  si  on  retranche  de  cette  intégrale  un  terme  de  la  forme  ALx,  la  fonction  ainsi  obtenue  est 
finie  pour    x  =.  ce  .  Donner  sa  valeur^  ainsi  que  la  valeur  de  A. 


1.  Soit  V  l'angle  que  forme  avec  Ox  la  droite  variable  considérée.  Nous  avons 

x'^  -+-  ax  —  b  —  igY,  V  =  arc  tg  (x-  -h  ax  —  b). 

Posons  ,  V  =  f[x)  ; 

2         9         "28         £ 
nous  avons  (i)  /"(.r)  =  — -+- — -h— -4-  — , 

£   étant  une  fonction  de  x. 
D'autre  part,  nous  avons 

dW  d  ,  2a? -h  a 

/■'(a?)  =  — r-   =  -;—  arc  tg  (x^  +  ax  —  o)  =  -; —:, r-:,- 

'  ^  ^        dx        dx  ^^  1 -H(a:^H-ax'  — Aj- 

En  effectuant  la  division  de     2a; -4- a     par 

1  ^  (x2  -H  ax  —  by  =  a*  -f-  2aa;»  -t-  (o»  —  2/>)x-  —  2abx  -+-  b-  -+■  1 , 

on  trouve  comme  quotient 

2         8a        i{a'  -h  b)        e, 

'  ^  '        a-*         X'  .i-  x'^ 

e,    étant  une  fonction  de  x. 

On  en  déduit,  en  identifiant  les  deux  valeurs  de  /'(x)  données  par  cette  relation  et  la  relation  (1). 

a  =  —  3,  4(9 +  6)  =  28,  6  =  —  2. 

Ceci  posé,  nous  avons 

P'(x)  =  (x  -  a)[(2x  -h  d)(x  —  a)  -i-  2(x2  -h  ax  -b  )]  =  (x  —  a)[4x»  -+.  (3a  —  2a)x  -  a-x  —  26]- 
P"(x)  =  (x  —  a)[8x  -h  3a—  2a]  4-  4x^  -t-  (3a  —  2a)x  —  aa  —  2b, 
On  en  déduit,  d'après  l'énoncé, 
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12  =  P'iz)  =  'ix"-  -4-  (;ia  -'2,.y.-ar—/lb  =  2(a2  -h  fli  -  h), 
6  =  a"  -h  aa  —  //  =  a-  —  3a  -f-  :?, 
x'^  — 3a— 4  =  0,  d'un  x  —  _|^ 

la  racine  posilive     a  =  4     étant  à  lejeler.  On  a  donc 

P(x)  =  (x4-  l)2(x»-3x-h2)  =  (x  +  i)«  (x-'l)(x  -2). 
2.  La  fraction  R(x)  esl  de  la  forme 

\\,X)  \X-^\f  X—   1 

d'où,  en  idenlifianl, 


2x'  —  X  —  r> 


On  a  ensuite 


X-  i  (-TH-I;'  (X   -    I)  (X  — â)' 

0(x)  =  ^x'  -  x-:j. 


J:.         ^  jn        (x-f-1)»      ^  j,        X-1     ^J,        X-^ 

Retranchons  do  cette  inlô;,'ral(;  un  terme  do  la  forme  Al.r  ;  nou<  oljlenons  la  fonction 

J  =  I  -  Al..,-  =  I  -  l,x-  ^  -L-  +  L  (^-')(x-2)  _2  _ 

X       I  X  ^  4 

Pour  quo  .1  ail  une  limite  finie  r|Man  i     x  =  x  ,     il  faut  cl  il  suflit  que  la  fraction    ^^  ~    M-r-  ^) 

ait  elle-même  une  valeur  finie  ;  pour  cela  il  est  nécessaire  et  sudisant  que  A  soit  égale  à  2. 
On  a  alors 


Iim.:r=ocJ  —  — L2. 


Bonnes  solutions  :  MM.  "F.  Mai^onnkt;  A.  IIitinki.  ;  (',.  Him.vqyk  ;  P.  Moi\ei.i.k. 


M.  MONSEAU,  lycée  de  Brest. 
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2517.    -  On  considère  une  ellipse, 

et  une  tangente  fixe  à  celte  ellipse,   T. 

1"  Chaque  cercle  douhlenn'nl  taurjent  à  ctle  ellipse  et  aijant  son  centre  sur  le  grand  axe  forme  avec  la 
droite  T  un  faisceau  linéaire  de  cercles.  On  demande  le  lieu  des  pointa  limites  de  ce  fiisreuu  quand  le 
cercle  envisage  varie. 

2"  Ce  lieu  est  une  conique.    Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  coniqw  ijunni  la  droite  T  enveloppe 

l'ellipse . 

I.a  solution  (|ui  suit  précise  et  complète  l'énoncé  : 

1.  Soi.Mil  r,  K'  les  foyers  de  l'ellipse  donnée,  0  son  cenlre, 
e  son  exconliicil-'.  Supposons  «pie  la  droite  T,  au  lieu  do  louchor 
l'ollipse,  occupe  une  position  (luelconcpie,  et  soient  A,  A'  les  doux 
points  où  elle  coupe  la  courbe.  Soit  enfin  N  un  point  qnel- 
ronijup  de  l'ollipse.  i»  le  point  oii  la  normale  en  N  coupe  l'axe 
focal;  le  corde  de  centre  <•>  «jui  passe  en  N  est  hitangent  îi  lellipse 
^^^  î  suivant  la  droite  NA  perpendicul<.ire  à  l'axe  focal. 

Soient  ,s  ol  s'  les  longueurs  des  tangentes  issues  des  points 
A,  A'  au  cercle  (w).  Les  pomis  linnies  dont  on  iliercho  le  lieu  sont  à  l'intersection  des  cercles  de 
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centres  A,  A'  et  de  rayons  s,  s'.  Soit  M  un  de  ces  points  {')   D'après  une  propriété  connue,  si  AH  est  la 
dislance  de  A  à  la  droite  A,  on  a 

s  =  e  X  AH     et  de  même     s'  =  e>^  A'H', 
d'où  MA  —  MA'  =  s  -  s'  =  e(AII  —  A'H'). 

Appelons  K  et  K'  (non  figurés)  les  projections  de  A  et  A'  sur  la  directrice  de  l'ellipse  relative  au 
foyer  F' :  AH  —  A'H' =  AK  -  A'K', 

d'où  MA— MA'  =  e.AK  — e.A'K'  =  AF'  — A'F'  =  A'F  —  AF  =G'e; 

donc  le  lieu  du  point  M  est  V hyperbole  de  foyers  A,  A'  qui  passe  en  F,  F'. 

Si,  comme  dans  l'énoncé  proposé,  T  touche  l'ellipse,  le  lieu  se  décompose  dans  l'ensemble  des 
deux  droites  joignant  le  point  de  contact  aux  deux  foyers  F,  F'.  Les  tangentes  à  l'hyperbole  en  F,  F' 
sont  les  bissectrices  des  angles  AFA',  AF'A';  elles  se  coupent  au  pôle  P  de  AA'  par  rapport  à  l'ellipse. 

2.  Le  centre  de  l'hyperbole  est  le  milieu  I  de  AA'. 

Ses  asymptotes  (vérification  facile)  sont  parallèles  a'jx  droites  qui  joignent  F,  F'  à  l'un  des  points 
de  l'ellipse  oii  la  tangente  est  parallèle  à  AA'. 

Si  la  droite  T  coupe  l'ellipse  en  deux  points  réels,  elle  est  l'axe  transverse  de  l'hyperbole;  sinon 
elle  est  l'axe  non  transverse. 

L.  mCKART. 

N.D.L.R.  —  Nous  recommandons  vivement  aux  lecteurs  de  la  Revue  de  traiter  le  problème  tel  (ju'il  est 
posé  par  le  calcul  et  aussi  par  des  considérations  géométriques. 

Bonnes  solutions  diflérentes  dé  M.  Déaux,  professeur  en  Belgique  ;  de  M.  A.  Hutinel. 
Solution  satisfaisante  de  M.  Léopold  Sutre,  à  Rennes. 
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2438.  —  Deux  aimants  longs  et  minces  OA  et  OB  sont  placés  à  angle  droit  et  liés  rigidement  de  façon 
à  former  un  seul  corps  solide.  Les  pôles  nord  sont  aux  extrémités  A  et  13,  les  pôles  sud  en  0.  Les  moments 
magnétiques  sont  M  et  M',  les  longueurs  a  et  b. 

1°  L'ensemble  des  deux  aimants  est  mobile  en  tous  sens  dans  un  plan  horizontal,  par  exemple,  en  flottant 

Br nc      sur  un  liquide.  Quelle  est  sa  position  d'équilibre  qaanl  il  est  soumis  à  la  seule  action 

;  d'un  champ  magnétique  uniforme  horizontal  d'intensité  H?  A  quel  effet  mécanique  est 
\  soumis  cet  ensemble  si  on  le  fait  tourner  d'un  angle  a  autour  d'un  axe  vertical,  à  partir 
'^  de  sa  position  d'équilibre  ? 
2»  L'ensemble  des  aimants  est  rendu  mobile  dans  vn  plan  vertical  autour  d'un  axe  horizontal,  normal 
à  son  plan,  passant  par  E,  centre  du  rectangle  OABC.  On  le  soumet  à  l'action  d'un  champ  magnétique 
uniforme  horizontal  situé  dans  le  plan  0\^^,  d'intensité  H.  Quelle  surcharge  faut-il  placer  en  U,  milieu 
de  AG,  pour  que,  sous  l'action  des  forces  magnétiques,  des  poids  des  aimants  et  de  la  surcharge,  l'ensemble 
se  place  de  façon  que  OA  soit  horizontal'? 

Faire  le  calcul  avec  les  valeurs  numériques  suivantes  : 

M  =  18  000  C.G.S.,     a  =  40^'",     poids  de  OA  ;  300». 
M' =  9  000  G. G. S.,     b^m''-,     poids  de  Oh  :  ibOi' . 
H  =  oO  gauss,     ^  =  981  C.G.S. 
3°  Pour  ces  mêmes  valeurs  numériques,  calculer  le  champ  exercé  par  l'ensemble  des  deux  aimants  au 
point  E. 

•4°  Indiquer  sommairement  la  forme  du  champ  de  force  magnétique  du  système  des  deux  aimants. 

(Ecole  navale,  concourt  de  19 i  6.) 


{')  Non  figurés,  pour  ne  pas  obscurcir  la  ligure. 
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1°  Si  l'on  porte,  suivant  l'axe  de  chaque  aimant,  un  vecteur  égal,  en  valeur  numérique,  à  son 
moment  magnétique,  le  système  équivaut,  dans  un  champ  uniforme,  à  un  aimant 
unique  dont  Taxe  et  le  moment  seraient  représentés  par  le  vecteur  résultant.  Ce 
moment  résultant  a  donc  pour  valeur     v^M- -h  M'-     et  l'angle  w   que  fait  avec  O.V 

"*  l'axe  du  système  est  donné  par  l'équation     tg  w  =  — - .    Cet  axe  se  placera,  dans  sa 

M 

position  d'équilibre,  dans  la  direction  du  champ  II  el  si  Ton  écarte  le  système  de  celte  position  d'éciui- 
libre  d'un  angle  a,   il  se  trouvera  soumis  à  un  couple  de  moment    C  =  v^M*  -i-  m'U  siii  a. 

1  i 

L'application  numérique  donne     v^M^ -h  M"  =  9  000v/o     et     Ig  u>  = -,    d'où     <•>=  26° y  environ. 

2°  Ecrivons  que  la   somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  l'axe  passant  par  E  est  nulle. 
L'axe  ma"-nétique  du  système  faisant  un  angle  w  avec  le  champ,  les  actions  magnétiques  ont  pour 

moment      v^M^  h- M'-H  sin  w.     Un  poids  de    ./•    grammes  appliqué  en   13    a   pour  moment     xç -^      Le 

moment  du  poids  de  OA  est  nul.  puisque  son  centre  de  gravité  est  sur  la  verticale  du  point  E.  Enfin  le 

moment  du  poids  p  de  OB  est    -  pg  ^-    Donc  on  doit  avoir 


a 


sfW'-hiA'm  sinioH-  {■r—p)g—  =0. 
L'application  numérique  donne 

9  OOOv/o  X  «0  X  -7=  -H  (  '  -  150)  X  981  X  20  r^  0, 
.r  =127». 
3'  Calculons  d'abord  les  masses  inairnétiques  m  et  m'  des  pôles  de  chaque  aimant  : 

M  «8  000        ._  ,        M'         0  000        , 

"'  =  T  =  -^r-  =  *^^'      "=-  =  -^  =  *-^- 

Ces  masses  sont  égales.  Au  point  K,  les  actions  des  pôles  nord  A  et  B  se  font  donc  équilibre  el  le 
champ  se  réduit  à  l'action  des  deux  pôles  sud  placés  en   0,    c'est-à-dire  à 

m  H-  m'  900  000 


500 


=  1,8. 


UE'  20  -h  10 

A"  La  forme  du  champ  magnétique  est  assez  compliquée.  De  chaque  pôle  nord  émano  un  llux 
magnéti(iue  égal  à  kr.m  et  ces  deux  llux  sont  absorbés  par  le  pôle  double  situé  en  0. 
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Concoura  d  admissibilité  de  1922. 

Mgèbrr,  analyse  n  iri,jonométric. 
2609.  -  I.  -  ncso.Miro  par  rapport  à  x  et  disrul.r  l  oquatiou    i^=^  =  *•    ou  k  dcsinne  un  nombre 
donné.  Trouver  le  nombre  des  solutions  suivant  les  valours  do   k.  Puis  transformer  cette  équation  en  posant 
0-  =  iK  y,    en  tirer  eus  j/,  et  discuter  à  nouveau  sur  Tt-qualion  en  ces  y. 
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n*.  —  Étudier  la  variation  de  la   fonctiop 


/ 

1  —  X 


^j      L(l-f-aj2),    gjj    désignant  par     \.[\.-\-x^)    le  loga- 

1 
III.  —  Calculer  le  plus  simplemeM  possible,  avec  une  erreur  relative  moindre  que    - .     la  racine  positive 

1  —  X 


rilhme  népérien  de    (1 4-  a;-) 

III.  —  Ce 
de  l'équation 


(l+a:) 


,  =  A, 


(1  +  x^f 


îsignant  par  A  la  somme  de  la  série 

2  2  9 

1 u  . . .  _t_  _^___ 

3.3^ 


2 


+ 


(2n  -h  1)3''^"  +  »' 

Géométrie   analytique,  / 

2610.  —  On  donne,  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  la  droite   Dj^ 

3(i n2 

d'équation      07=3,      la  droite    Da,    d'équation     i/ =  —  1,     le   point  M,    de   coordonnées     a;  =  -^ ^, 

y  =  —  -,    où  t  est  un  paramètre  variant  de    —  oo     à/ -h  « . 

1°  La  droite  OM  rencontre  D,  en  M|,  1)2  en  M2.  T/ouver,  lorsque  t  varie,  le  lieu  du  point  P,  milieu  du 
segment  M1M2,  et  le  lieu  du  point  U,  symétrique  de^  M  par  rapport  à  ce  point  P  (ce  deuxième  lieu  est  une 
droite). 

2»  Lorsque  t  varie,  le  point  M  décrit  une  courbe  r.  Déterminer  les  asymptotes  de  cette  courbe,  ainsi  que 
les  points  à  distance  finie  où  ces  asymptotes  coupent  la  courbe.  Démontrer  que  ces  points  sont  en  ligne 
droite  (on  recommande  des  considérations  géométriques,  qui  permettent  de  simplifier  ou  de  contrôler  ces 
recherches).  / 

30  Construire  la  courbe  T.  f 

Calcul  numériqice. 
A  l'aide  de  la  table  de  logarithmes. 

Nota.  —  Il  ne  sera  tenu  aucun  compte  des  résultats  qui  ne  seront  pas  précédés  de  tous  les  intermédiaires 
nécessaires  pour  y  aboutir. 

Connaissant  les   côtés      a=  99"  =  110  grades,      h  =z  108°  =  120  grades,      c=  117°  =  130  grades   d'un 

triangle  sphérique,  calculer   les   angles   A,  B,  C   de   ce  triangle,   au    moyen  des  formules    a  -\-  b-\-c  =  2p, 

A   _  .  /  sin  (p—  b)  sin  (p  —  c)  u^  ^  _  k  /  •'^'O  (P  ~-  c)  ■'*'"  'P  —  '')  *,,  ^   _     /  sin  (p  —  a)  sm  (p  —  h) 

°~2~~V       sin/>  sin  (p  — a)      '  ^"1"  ~  V       sin  p  sin  (p  —  b)      '  ^2~V        sinp  sin  (p  —  c) 

Indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue  commise  sur  A,  et  vérifier  que  les  valeurs  trouvées 

.     „     ,  _      ^.  „     ,  ,       ,.  sin  A         sin  B        sin  C 

pour  A,  B  et  G  satisfont  aux  équations        —. =  —. — r  =  —■ 

^  sin  a         sin  0         sm  c 

Epure. 
Chaque  candidat  devra  mettre  sur  sa  feuille  ses  nom,  prénom  et  signature,  ainsi  qu'il  est  indiqué,  avant  de  tracer  (juci 
que  ce  soit  sur  cette  feuille. 

2611.  —  Pas  de  cadre.  ZZ  grand  axe  de  la  feuille.  Ligne  de  terre  xy  (en  noir)  parallèle  au  petit  axe  et  à 
60°""  au  dessus. 

0)2  =  53"™,     a)o'=8°'",     00' =  140'"°',     lo'j  =  115™",     /'o  =  90°"",     /y  =  160"°'. 

___  Dans  le  plan  vertical,  un  cercle  de  centre  c'  et  de  rayon  =  23™"',   est 

tangent  en  a  à  xy.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cylind^e  dont  les  génératrices 
sont  de  bout.  On  ne  considère  ([ue  la  portion  de  ce  cylindre  comprise  entre 
les  deux  plans  de  front  dont  les  éloignements  sont  égaux  à  OO™™  et  196°'™. 
Un  hémisphère  repose  sur  le  plan  horizontal  par  le  grand  cercle  de 
centre  (0,  0')  et  de  rayon  =  38°"".  —  Le  point  (/",  /')  est  un  centre  lumineux. 
On  demande  les  projections  dos  deux  corps  et  les  ombres  propres  et 
portées.  Les  plans  de  projection,  le  cylindre  et  l'hémisphère  sont  solides  et 
opaques. 

NOT.A..  —  Les  résultats  seuls  sont  à  tracer  à  l'encre  noire  ;  les  lignes  vues 
en  trait  plein,  les. lignes  cachées  on  points  ronds.  Tout  le  reste  est  à  tracer 
à  l'encre  rouge  (trait  plein),  y  compris  les  tangentes,  qui  ne  devront  pas  être 
renforcées;  pas  de  flèches. 
Tous  les  traits  devront  être  plutôt  lins. 
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On  tracera  tous  les  contours  d'ombres  existants,  vus  ou  cachés.  • 

Sur  les  surfaces  d'ombres  vues,  on  mettra  de^  hacliures  distantes  de  S™'"  environ  sur  les  deux  corps  et  de 
S""  sur  le  plan  horizontal. 

Les  directions  des  hachures  doivent  rtre  différentes  sur  des  surfaces  différentes. 

PfiijsifjKi', 

I.  —  2612.  On  mesure  la  densité  relative,  par  rapport  à  l'eau  à  0'\  d'un  li([ui(le,  par  la  méthode  du  llacon. 
Les  trois  équilibres  relatifs  à  celte  mesure  ont  doimé  les  résultats  suivants  : 

La  tare  T  équilibre  le  flacon  vide  -(-78^,170; 

—  —  plein  de  liquide  +    4*^,220; 

—  —  jilcin  d'eau  -+-  :13k. l'JO. 

\"  Décrire  succinctement  la  technique  de  la  ino>ure.  Iji  négligeant  toutes  les  corrections,  quel  nombre 
trouve-t-on  pour  la  densité  relative  chtrohée? 

2°  <Juel  nontbre  frouve-t-oii  pour  cette  densité  relative  si  l'on  tient  compte  de  la  poussée  de  l'air  ?  (On 
négligera  l'effet  de  la  température)."  Calculer  la  limite  de  l'erreur  absolue  sur  le  résultat,  provenant  d'une 
erreur  absolue  possible  de  2""^'  dans  cluKiue  équilibre. 

3"  Par  (juel  nombre  est  exprimé,  dans  le  syslèuie  ('..(i.S  ,  le  jioids  spécifique  de  ce  li(iuide  à  O»  ? 

Par  quels  facteurs  numériques  faut-il  multiplier,  d'urie  part  la  densité  relative  et  d'autre  part  le  poids 
spécifique  trouvés  tous  deux  précédemment,  pour  les  exprimer  l'un  et  l'autre  : 

a)  dans  le  système  .M.T  S., 

b)  dans  le  syslècne  mètre,  kilogramme-force,  seconde? 

(Masse  du  litre  d'air  =  l»..'l  ;  masse  spécili(iue  de  leaii  =  1  CCS.  ;  //  =  981  C.fi.S.) 

II.  —  2613.  Ou  considère  un  dioptre  sphérique  de  centre  C,  de  .«ommei  S,  duxe  principal  SC  et  de  rayon 
de  courbure  égal  à  trois  uiillimétres  (voir  la  figure).  On   n'ulili.sera  que  les  rayons  centraux  peu   inclinés  sur 

l'axe  du  dioptre,  et  passant  du  verre  dans  l'air  au  travers  de  ce 

i  \  — ^  Sens dt propagation  i"  Trouver  la  place  des  foyers  du  dioptre  sphérique  de 
y. r       J§            ^  la,  lumière                 sommet  S,  l'indice  relatif  du  verre  par  rap[>orl  ii  lair  étant  égal 

J  Iri  petit  objet  réel  Alt,  plan,  perpendiculaire  à  l'axe  SC, 
est  placé  dans  le  verre,  à  une  certaine  distance  du  sommet  S  du  dioptre,  le  point  U  étant  sur  l'axe  SC 
Calculer  la  valeur  que  doit  avoir  la  longueur  SH  pour  que  limage  k'iV,  donnée  de  l'objet  Alî  par  le  dioptre. 
soit  virluelle  et  se  forme  à  une  distance  du  point  S  égale  à  30c'".  Tracer  la  marche  d'un  faisceau  de  rayons 
issu  du  point  A  de  l'objet.  L'objet  kW  ayant  une  longueur  Al{  =  i"'».  calculer,  en  degrés,  et  à  l'approxi- 
mation relative  du   ^.     la  valeur  de  langle  sous  lequel  lu'il,  placé  très  près  du  dioptre  et  qu'on  supposera 

en   S,  verra  l'imnge  .\'B'.  dan.^.  les  conditions  précédentes. 

3"C.lculer  de  combien  varie  en  valeur  absolue  la  longueur  .^13  si  l'on  suppose  que  la  distance  de 
l'image  A  B'  au  point  S  varie  dune  petite  quantité  iyAV  exemple  de  i""!  autour  de  sa  valeur  |trécédente 
égale  à  30'"'. 

Chilltlf . 

I.  —  Ln  parlant  de  1  gramme  de  [tlomb,  on  préparera  de  l'oxyde  de  plomb  basique.  Décrire  l'opération. 
Calculer  le  poids  obtenih 

Kn  partant  de  I  gran)me  de  plomb,  on  préparera  du  sulfure  de  plomb.  Décrire  l'opération.  Calculer  le 
poids  obtenu. 

Kn  parlant   de  1   gramme  de  [)lomb,   cm  préparera  du   sulfate  du   plomb.   Décrire   l'opération.  Calculer  le 

poids  obtenu. 

IL —  En  partant  de  l'acide  azotique,  et  utilisant  d'autre  part  les  produits  chimbiues  qui  seraient  néces- 
saires, on  expliquera  comment  on  peut  préparer:  loxyde  azoteux;  l'oxyde  azotique;  r.inlivdr  i.le  a/.iieiix  :  le 
peroxyile  dazole;  l'anhydride  azolique. 

On  ne  donnera,  |)our  chacun  de  ces  produits,  qu'une  seule  manière  de  les  obtenir. 


liupriiu«ri«  Coiuie- Jacquet.  —  Bar-le-Uuc 


Le  Hédacteur-GératU  :  H.  VUlUEllT. 
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PREMIERE    PARTIE 


NOTE    SUR   LES   FONCTIONS 

par  M.  A.  Durand,  professeur  au  lycée  Saint  Loui 


S'iit  f{x)  une  fonction  de  la  variable  x,  continue  dans  l'intervalle  (a,  c),  pourvue  d'une  dérivée 
première  et  d'une  dérivée  seconde,  l'une  et  l'autre  continues  et  bien  déterminées  dans  cet  intervalle 

Soit  b  une  valeur  de  x  compiise  entre  a  et  c  ;  je  dis  qu'il  existe  dans  l'intervalle  (a,  c)  une 
valeur  de  a?,  telle  que  la  quantité 

(1)  [b-  c)t\a)  +  (c  -  a)f^b)  -^  (a  -  b)f[c) 
soit  é^ale  à 

(2)  l(a  -  b){h  -  c){c  -  a)f"{x). 
Le  premier  membre  est  le  développement  du  déterminant 

fia)  f{b)  f{c) 


abc 
l  1  1 


En  posant     b  =  a -+- h,     c  =  a-f-Ar,     la  quantité  (l)  peut  s'écrire 

A  =  {h  —  k)f{a)  -h  kf{a  -h  h)  —  hf{a  +  k) 
ou  k  [fya  ^h)-  f^a)]  -  /^[/(a  +  k)  -  f{a)\  ; 

Divisons  A  par    hk(h  —  k)  : 

fia^  h)-f(a)         f(a^k)-f{a) 
Ah  k 


hk{h  —  k)  h  —  k 

Posons 

f{a-^h)-f[a) 

h =  ^^^^^ 

on  aura 

^     ^  'm -m  _  ,... 

hk{h  —  k)  h-k  '  ^  ^' 

en  désignant  par  0  une  valeur  comprise  entre  h  et  k.  Or,  on  a,  d'après  la  défi  lition  «le  -^Ji^ 

hf'(a^h)-f{a^h)  +  l{a) 

'n'0= 


h^ 

La  l'ormule  de  Taylor,  limitée  à  trois  termes,  donne 

f(a-h  t)  =  fia)  ^  tf'ia)  -+-  j  <Y"(«  +^0-  {0<  >•<  1)  : 

remplaçons  dans  cette  formule  a  par    a-j-h,     et  t  par    — h,  nous  trouvons 

f(a)  =  f{a-hh)-.hf'{a-hh)-^  —  hy"{a  +  H—l)h),  où  0<l— X<r 
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Donc  on  peut  poser          hf\a  -h  h)  — fia -^  h] -h  f[a)  =  —  h*f\a  -t-  p/i) 


et 


I 


0<}^<  i; 
0  <  ô.u  <  (j  <  k. 


1 


alors  o(b)  =  — /(a-t-'j.a),  ou 

On  a  donc  bien 

A  =  -i- hk{h  —  Aj/"'(a  -h  e),  U  <  e  <  A", 

<  e  qui,  avec  d'autres  notations,  est  bien  la  formule  proposée. 

Applications. 
I.  —   Si  la  fonction  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  x,  du  degré  2,     px»  -+-  çx  -h  r,     /'(x;  est  une 

constante  2/9,  et  l'on  a 

(6  _  cy(a)  H-  (f  —  a^A*)  -^  (a  —  b)f{c)  =  p{a  —  b)[^b  —  c){r  -  a)  ; 
(luand    f<x)  =  (x  —  mf  -^  i{,     l'interprétation  géométrique  de  cette   relation  conduit  à   l'identité  de 
Stewart. 

jl    Soient     y  =  /"(x)     l'équation  d'une  courbe   plane,   rapportée  à  deux  axes  rectangulaires 

Ox,  Oî/,  et  a,  6,  c  les  abscisses  de  trois  points  A,  B,  C,  dont  les  ordonnées  sont  /(a),  f\b),  f{c). 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  déterminé  par  ces  trois  points  et  S  sa  surface,  a,  p,  y  les  angles  que 

UC,  CA  et  AB  font  avec  Ox. 

AB.BCCA  ,^        (b  —  a^{c  —  b){a  —  c)      1 

4H  008  Y.  COS  a.  cos  3  n 


On  a 


S  = 


iMais 
donc 


.  _    1 


fia] 
a 
i 


f(a) 
a 
i 


fi  h)  f{c) 

b  c 

1  1 


008  Y-  cos  a.  cos  3 

m      f\c) 

b  c 

1  1 

(b  —  n)  (c  —  b)  [a  —  c) 
cos  X.  COS  fi.  cos  Y 


D'après  le  théorème  précédent,  cette  égalil»^  peut  .se  remplacer  p;»r 

{  i 

fV)  = ; ■  -iT' 

cos  a.  cos  [i-cos  Y        R 
X  désignant  l'abscisse  d'un  point  de  la  courbe  situé  sur  l'arc  limité  par  les  points  extrêmes  A  et  C. 

Si  les  abscisses  a,  6,  c,   tendent  vers  une  liniilt;  commune  x„.  x  tend  aussi  vers    Xp,  a,  p  et  y    ont 
pour  limite  <p,  angle  avec  Ox  de  la  tangente  au  point  d'abscisse  x„  et  l'on  a 

i 


igv  =  yi.         ^iH-yo*  = 


cos  & 


11  vient  donc 


limite  (11'  Il  = , » 

yo 


formule  qui  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure,  défini  comme  celui  d'un  cercle  passant  |>«r  Unis 
points  inliniment  voisins  pris  sur  la  courbe. 

lll.  —  Les  coordonnées  x,  y  et  :  d'un  point  d'une  courbe  gauche  étant  supposées  fonctions  d'un 
piiramèlre  t,  considérons  trois  valeurs  de  /,  ti,  Tj  et  ^3  (^<ti-<<J)• 
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Supposons  les  fonctions  x,  y  et  z  et  leurs  dérivées  premières  et  secondes  finies,  continues  et  bieu 
déterminées  dans  l'intervalle  /i,  ^3. 

Le  plan  déterminé  par  les  trois  points  Mi,  M^  et  M3,  qui  correspondent  aux  valeurs  f,,  U  et  (3  du 
paramètre,  aura  pour  équation 

(1)  AX-hBY  +  CZ-hD  =  0, 
les  coefficients  satisfaisant  aux  équations 

(2)  Ax,  -t-  Bj/.  +  Czi  -h  D  =  0, 

(3)  A.r2  +  By,  ~\- Czo-h\)  =  0, 

(4)  A.r3-HBj/3-HCz3H-D  =  0. 

Posons  Aa?  H-  Br/  -h  G:  -+-  D  =  F(<),  x,  y  et  s  étant  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de 
la  courbe  en  fonction  de  t. 

Les  équations  (2),  (3)  et  (4)  peuvent  alors  s'écrire 

¥{t,)  =  0,  F(/,)  =  0,  F(/3)  =  0. 

On  peut  remplacer  ce  système  de  trois  équations  par 
•  1.V,  1        n  F('i)-F('.)         „  ((.-'i)F('.)  +  ('.-'.)Ffe)  +  ((.-  ^)F((,)         ^ 

K'')  =  "•  (,.-M      =  "'  (',-',)(',-'.)('.-',) =  "• 

ce  qui  peut  s'écrire 

F(/,)  =  0,  F'(eO  =  0,  F"((i,)^0, 

avec  <i<e,  </î  et  /,  <e2<f3. 

Si  les  trois  paramètres  t^  t^,  t^  tendent  vers  une  même  valeur,  t,  6,  et  ôj  tendent  vers  t;  les  équa- 
tions qui  déterminent  A,  B,  C,  D  sont  alors,  à  la  limite, 

(5)  F(0  =  Ax  -+  B»y  ^  Cz  H-  D  =  0, 

(6)  F'(0  =  Ax'  +  Biy'-hCz' =0, 

(7)  F"(0  =  kx"  -h  Bt/"  ^  Gz"  =  0, 

et  l'élimination  de  A,  B,  G  et  D  entre  les  équations  (1),  (5),  (6)  et  (7)  donne 

\—x  Y-y  Z—z 

x'       ■  y'  z'         =0. 

x"  y"  z" 

Telle  est  l'équation  du  plan  osculateur,  position  limite  d'un  plan  défini  par  trois  points  Mj,  M,,  M3, 
d'une  courbe  gauche,  lorsque  ces  trois  points  viennent  se  confondre  en  un  point  M  (x,  y,  z). 


ALGÈBRE 


2503.  —  Résoudre  les  équations 

a3  +  ax^  -h  ^-T  H-  c  =  0,       x^  -h  a'x^  -+-  b'x  H-  c'  =  0, 
sachant  qu'elles  admettent  une  racine  double  commune.  Application  pour  : 

a  =  0,  b  =  —  3ol\  c  =  2^^  a'  =  i,  b'  =  -  ol. 

Posons  f(x)  =  x^  -+-  ax^  -\-  bx -h  c,  /,(x)  =  .r^  -f-  a'x-  -+-  b'x  -h  c', 

et  <?(x)  =  /(.r)  —  ^(x•j  ~(a  -  a')x^  -t-  (6  —  b')x  -hc  —  c'. 

Si     f{x)  el  f\(x)  ont    une    racine    double   commune     ,/o,     ce   nombre    est   aussi   racine    double 
de  <p(x),  et  l'on  a 

(1)  {b-  b'Y  -  4(a-a')  (c  -  c')  =  0.  ...  =  -    ,  ^  ~  ^'     S 

z(a  —  a) 
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Réciproquement,  si    »(a)   a  une   racine   double  j„,    et  si   xo   est  racine   double  de  f(x),   a-,*  est 
aussi  racine  double  de  f^i■L■),  d'après  l'identilé     fi{x)  ^  /"(j)  —  ^(j). 

Par  conséquent,  pour  que  les  équations  données  aient  une  racine  double  commune,  il  faut  et  il  Kuriil 

(jue  l'on  ait  d'abord  la  condition  (  1),  et  ensuite  que  le  nombre soit  racine  double  de  fix\ 

2(a  —  a!)  '^   '' 

c'est-à-dire  annule    /'(x)  =  Zx"^ -h  2a.cH-  6,    et  la  dérivée  de  f{x)   par  rapport  à  la  variable  d'homo- 
généité,    ax*  -+-  ïbx  H-  3c.     Ceci  nous  donne  les  deux  autres  conditions 

(2)  3(6  — 6')»  —  4a(6  — 4')  (a  — a')--h46(a  — a')»==0, 

/  3)  a{b  -  b')^  —  Ab{b  —  b')  (a  —  a')  -+- 1  ic(a  -  df  =  0. 

Remplaçons  dans  (2)  et  (3)    (b—b')*    par  sa  valeur  tirée  de  (I),     4(a  —  a')  (c  —  c),     et  divisons  par 
4(a  —  a'),     qui  n'est  pas  nul  :  nous  obtenons  le  système  équivalent 

{h  —  b'f  —  4(a  —  a')  (c  -  c')  =  0,  3(c  —  <:')-+-  ab'  —  ba'  =  0, 

a(c  —  c')  —  b{b  —  b')  -+-  3c(a  —  a')  =  0 . 
Cas  particulier.    —  Remplaçons-y   a  par  0,    A  par  —  3»*,  a' par  1    et   6' par   —  a,  nous  obtenons 
a»(3a  — l)'  +  4(c  -  c-')  =  0,  a^ -|_  (c  -  c')  =  0,  c -^- a'(3a  -   !)  =  0, 

et,  en  éliminant    c  —  c'    entre  les  deux  premières, 

a\a    -l)(^<i-{-j\=0,  C  =  «='(1-3a),  c'  =  c  -h  a». 

Nous  avons  trois  valeurs  possibles  pour  a. 

1»    a  —  0;     6,  c,  b',  c'  sont  nuls  et  nous  obtenons  les  deux  équations, 

f{x)  =  a»  =  0,  /-.(a)  =  x3  -+-  X»  =  0, 

qui  ont  la  racine  double  commune  zéro. 

2"  a=\;        6  =  —  3,        c=-2,         6'  =  — 1,         c'  =  -l, 

/(x)  =  X»  -  3x  -  2  =  (x  -h  1)»  (x  -  2)  =  0, 
fiix)  =  x'  4-  x»  -  .r  _  1  =  (X  -h  1  )»  (x  -  1)  =  U. 

•i  27 
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R.  DEAUX,  professeur  à  Virelles-les-Chimay  (Belgique) 

Bonnes  solutions  par  MM.  BARiis,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris;  A.  Hotiril,  à  Cannes;  G.   LiCH,  à  Douai; 
PiiACHAT  Petrus,  il  Sall-sous-Couzan  (Loire)  ;  ('«.   R.,  à  Paris. 
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2507.  —  Une  conique  (S)  est  tangente  à  une  droite  (D)  en  un  point  A.  Par  un  point,  V,  fixe  aussi 
diins  le  plan  de  cetlf  conique,  on  mihie  une  sécante  variable  qui  rencontre  la  conique  aux  deux  points  M  et  N; 
les  tanijentes  en  M  «(  N  coupent  la  droite  (D)  en   M'  et  N'. 

1°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MN'  et  M  N.  Montrer  que  ce  lieu  est  une  conique 
tangente  à  la  droite  (D)  au  point  A  <■/  qui  rencontre  encore  la  conique  (ï)  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  de  \*. 

2*  Dire  ce  qui  arrive  lorsque  le  point  P  est  sur  (U)   ou  sur  (IJ. 
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3»  Étudier  les  cas  particuliers  où  la  conique  (2)  est  un  cercle  et  le  point  P  le  centre  de  ce  cercle,  où  la 
conique  (S)  est  une  parabole,  la  droite  (D)  la  droite  de  l'infini  et  le  point  P   le  foyer  de  la  parabole. 

Désignons  par  R  le  point:de  rencontre  des  droites  MN'  et  M'N  et  par  B  le  point  de  rencontre  des 

tangentes  à  la  conique  aux  points  M  et  N.  La  droite  AB  passe  par  le 
point  R,  car,  lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux  points  de  contact 
des  côtés  opposés  sont  concourantes.  De  plus,  le  point  C,  où  AR 
rencontre  MN,  est  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  R  et  B, 
d'après  les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère  complet. 

Gela  posé,  faisons  une  transformation  homographiquc  telle  quo 
les  points  de  contact  H  et  K  des  tangentes  issues  du  point  P  à  la 
conique  donnée  (S)  se  transforment  en  les  points  cycliques  du  plan; 
la  conique  (S)  devient  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  transformé  du 
point  P.  Dans  cette  nouvelle  figure  les  tangentes  en  M  et  N  sont 
parallèles,  AR   est  parallèle  à  ces  tangentes  et,  par  suite,  perpendiculaire  à  MN,   et  le  point  R   est  le 

milieu  de  AC. 

On  en  conclut  que  le  point  C  décrit  le  cercle  de  diamètre  AP,  et  que  le 
point  R   décrit  le  cercle  homothétique,  le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à 

1 

—,     le  centre  d'homothétie  étant  le  point  A. 

Revenant  à  la  première  figure,  on  voit  que  le  lieu  du  point  R  est  une 
conique  (S)  tangente  en  A  à  la  droite  (D)  et  passant  par  les  points  H  et  K. 
Dans  le  cas  particulier  où  (!)  est  une  parabole  de  foyer  P,  (D)  étant  la  droite  de  l'infini,  la  conique 
(S)  sera  aussi  uno  parabole  ayant  même  direction  asymptotique  que  (S;  et  passant  par  les  points  do 
rencontre  de  (S)  et  de  la  directrice.  . 

Si  le  point  P  est  sur  (S),  les  points  H  et  K  sont  confondus  en  P,  le  lieu  (S)  est  alors  une  conique 
bitangente  en  A  et  P  à  (S). 

Enfin,  si  le  point  P  est  sur  (D),  on  voit  aisément  que  la  droite  AB  est  la  polaire  d-^  P  par  rapport 
à  (S);  donc  cette  polaire  est  le  lieu  du  point  R.  Dans  ce  cas,  la  conique  (S)  se  décompose  en  deux 
droites,  AR  et  (D)  et  la  droite  (D)  est  un  lieu  singulier. 

Gaston  ROY,  à  Tourcoing. 
Bonnes  solutions  par  MM.  A    Hutinel,  à  Cannes;  MussEr,. 
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2491.  —  Trouver  l'équation  du  cône  de  révolution  autour  de.  Vase 

y  =  i,     T  =  a-hpz  —  p'^, 
et  ayant  ta  génératrice 

y  =  i^  z  =  p. 

Déterminer  p  par  la  condition  que  ce  cône  passe  à  l'origine  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Démontrer  que  la  courbe  (P)  d'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan  xOy  est  la  parabole 

7/2  -h  2x  —  2y  =  0, 
dont  on  demande  le  foyer  et  la  directrice. 

Trouver  l'équation  du  faisceau  de  coniques  (G),   ayant  avec  la  parabole   (P)   trois  points  confondus  à 
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l'origine  et  qui  passent  encore  par  le  point  d^ intersection  de  cette  courbe  avec  la  droite  y  =  mx  du 
plan  xOy. 

Déterminer  le  lieu  des  centres  des  coniques  (^C),   m  ayant  une  valeur  donnée. 

Démontrer  que  pour  chaque  valeur  de  m,  on  trouve,  parmi  les  coniques  (Cj,  une  parabole  (T)  et  une 
hyperbole  équilalère  (H).  Trouver ^  m  étant  variable,  les  lieux  des  foyers,  du  centre  et  l'enveloppe  des  axes 
de  l'hyperbole  (H). 

Trouver,  parmi  les  coniques  (C),  le  cercle  osculnteur  à  l'origine  à  la  parabole  (P). 

Les  équations  de  l'axe  étanl  y  —  i  =z  {),  x  —  a  =  p{z  —  p),  on  voit  que  cette  droite  passe 
par  le  point  A  {fi,i,p)  et  a  pour  paramètres  directeurs  p,0,l.  Un  parallèle  quelconque  du  c«>ne  de 
révolution  envisagé  peut  être  défini  comme  l'intersection  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  A  et 
d'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  ;  par  suite,  les  équations  de  ce  parallèle  ont  la  forme 

(1)  {x  —  af  +  {y  -  if  H-  (-  -  pY  =  X,  px-^z  =  ^. 
Écrivons  que  ce  parallèle  rencontre  la  génératrice 

(2)  ?/  -  «  =  0.  =  -  /^  =  0, 

et  pour  cela  que  les  équations  (1)  et  (2)  ont  un  ensemble  de  solutions  en  x,  y,  z.  Nous  avons  successi- 
vement       y  =  \,     z  =  p,        X  =  —        et  enfin         (  — — —  —  a]    =  X. 

P  \      P  J 

Remplaçons  dans  cette  étjuation  a  et  )  parleurs  valeurs  tirées  de  (1);  nous  avons  l'équation 
du  cône 

^pX-i-Z-p    _^y     =(^_a)^_H(y_l)._4_(j_p)«, 

ou,  en  simpliûant, 

2(x  —  a)(z  —  p)  /     I  \ 


0. 


P 

l^our  que  ce  cône  passe  à  l'origine  il  faut  qu'on  ail    p*  =  ta,     et  dans  ces  conditions,  la  section 
de  ce  cône  par  le  plan  xOy  est  la  parabole     y-  ■+-  Hx  —  2«/  =  0,      ou     x^  -+-(«/  —1)*  =  ^x  —  1)';     ceci 
montre  que  le  foyer  a  pour  coordonnées  0,1  et  (jue  la  directrice  est  la  droite     x  —  I  =  0. 
L'équation  générale  des  coniques  (C)   est 
(C)  /-(x,  y)  =  y«  -H  ?x  -  2;y  -^  Xfx  -  y){y  _  mx)  =  0  ; 

en  éliminant  ).  entre  les  deux  équations    fj  —  0,     f\,  =  0.     on  obtient  le  lieu  du  centre, 

î/[(m-|-  V)y  —  Imx'  -h  (îm  —  I)  (x  —  y)  =  0, 
qui  est  une  hyperbole  dans  le  cas  général,  une  parabole  si     m  =  0,    et  un  ensemble  de  deux  droites 
pour    m  =  -H  1. 

Pour  que  la  conique    (C)  soit  une  parabole,  il  faut  qu'on  ait 

X*  a  -4-  mY 

—  Xm(l  — X) 5^- ^=1,         ou         X[X(m  — l)»-4-4m]  =  0. 

4 

On  en  lire  soit    X  =  0,     ce  qui  donne  la  |)arabole  (P),   soit     X  = ,    et  à  cette  valeur 

(m-1)» 

correspond  une  autre  parabole,   (r). 

Pour  que  la  conique  (C)  soit  une  hyperbole  équilalère,  il  faut  qu'on  ait    X  =  i  h-  m  ;     l'équation 

de  l'hyperbole  (H)   est  alors 

m  (»/»  —  x")  H-  (m  H-  1)  xy  4-  2(m  -»-  1  )  (x  —  j/)  =  0, 

m 

ou  en  posant  .  =  ji, 

m  -h  1 

(H)  fx(y»  _  X»)  -4-  xy  +  2x  —  2./  =  0. 

On  trouve  sans  diflicullé  que  le  lieu  des  centres  est  le  cercle    x«  -h  y»  —  2x  -h  2j/  =  0. 
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Pour  avoir  le  lieu  des  foyers  et  l'enveloppe  des  axes  de  l'hyperbole   (H),    nous  prendrons  comme 
nouveaux  axes  de  coordonnées  les  bissectrices  des  axes  primilifs.  L'équation  transformée  56  déduit  de 


l'équation  (H)   en  remplaçant  x   par 


a-  —  V 
et  y  par    — 


on  obtient  ainsi 


^/2         -   ■'   ^""        sj 
x'^  —  y'^  —  4[Ji.ry  +  ^\/^!f  =  0, 
ou  plus  simplement,  en  posant    —  2|ji  =  X, 

x^  —  y^  -+-  2XxJ/  -h  ï^-Ày  =  0. 
Les  foyers  de  cette  conique  sont  déterminés  par  les  équations 

r:"  -  flf  -  4(A  -  C)/-(x,  y)  =  0,  /:/;  -  4B/(a-,  y)  =  0, 

ou 

(X2  +  I  )(,y2  _  a;i)  _  4x^23^  _  i^^ty  _{]  =  Q,  (À^  -+-  {)xy  H-  2)Vây  —  Sv^^x  =  0. 

Il  suffit  d'éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  Pour  cela,  nous  les  résolvons  par  rapport  à    X^  +  1 
et  X,  et  nous  avons 


X2  4-  1  = 


4v/2(x2 


x(x- 4- ?/2 -h  2v/-2)  _ 


et  alors  l'élimination  de  X  entre  ces  deux  dernières  équations  nous  donne 

(x^  4-  y2)3  _  4/^^3(^,2  4_  yi^  __  8y*  =  0. 
Pour  construire  ce  lieu,  passons  aux  coordonnées  polaires;  nous  obtenons  l'équation 

fio,  w)  ^  p^  —  4\/2  p  sin^  w  —  8  sin*  oj  =  0. 
Cette  équation  ne  change  pas  si  l'on  change  oj  en     tt -i-  w     et  p  en     —  p  ;     donc  on  aura  toute  la 


courbe  en  faisant  varier  w  dans  #n  intervalle  quelconque  d'étendue  tt,  par  exemple    ( r->    -f- - 

D'autre  part,  en  changeant  w  en    — w     et  p  en    — p    Inéquation  ne  change  pas;  donc  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  Oy.   Il  suffira  donc  de  faire  varier  oj  de  0  à  — .   et  d'achever  par  symétrir 

par  rapport  à  Oj/. 

Quel  que  soit  w,  l'équation  en  p  a  deux   racines  de   signes   contraires.  Quand   w   croît  de  0  à 

—  .    ces  deux  racioes  partent  de  la  valeur  zéro  et  la  positive  arrive  à  la  valeur    4v/2h-4    et  la  négative 

à  la  valeur    2^/2  —  4. 

Nous  obtenons  ainsi  les  branches  OA  et  OB,  et  leurs  symétriques  en  trait  discontinu. 

La  tangente  au  point  0  est  Ox;  pour  avoir  les  tangentes  en  A  et  B 

nous  calculons     tg  V  =  -^  ,    p'  ayant  la  valeur 

0 


P   = 


f[^         12/3  p  sin^  w  cos  m  -4-  32  sin^  w  ces  m 
/■p  2p  —  4v^2  sin^  '■) 


Pour    OJ  =  —  ,    0  =  2v/2  ±  4,    p'  est  nul,  et  par  suite,    V  =  — - 

tangentes  en  A  et  B  sont  perpendiculaires  à  Oj/. 

Cherchons  maintenant  l'enveloppe  des  axes  de  l'hyperbole  (H) 
a;2_j^?.^2Xxv-|-4v/^»/  =  0. 
Les  pentes  des  directions  principales  sont  racines  de  l'équation 

2m 


Les 


Xm»  -H  2m  —  X  =  0, 


ou 


1— TU^ 


Kemplaçons  X  par  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  courbe;  nous  obtenons 


/"(x,  y)  =  x»  — ?/-h 


4m 
\  —  m'' 


x(/  -\-k\lty  ■=  0; 
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et  l'équation  d'un  des  axes  sera     f,  -r-mf\^  =  (),     ou 

2m  y 


y  ^  Sv^î  )  =  0, 


1   —  m'  \    1  —  "i 

OU  encore 

i'i)  :iH  H-  m')  H-  m(l  +-  m^')y  -h  Sm^l  —  m»)v/î  =  0. 

l'our  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite,  nous  dérivons  son  équation  par  rapport  à  m,  ce  qui  donne 

'imx  -H  (1  -+-  3m»  1./  -h  2(1  —  3r7j«)v/î  =  0, 
et  nous  résolvons  ces  équations  par  rapport    i  j.  y.   Nous  obtenons  ainsi  les  équations  paramétriques 
de  l'enveloppe. 

La  construction  de  la  courbe  ne  présente  aucune  difficulté.  En  calculant  —z —    et  — —  .    on  recon- 

dm  dm 

nait  que  l'enveloppe  admet  trois  points  de  rebroussemenl. 

11  pst  d'ailleurs  facile  de  montrer  que  c«Mtp  courbe  est  une  hypocycloïde  à  trois  robroussemenls; 

cherchons  pour  cela  son  équation  langentiolle.  Identifions  l'équation   (3)  avec  l'équation  d'une  droite 

quelconque     ux  -+-  vy  -+-  w  =  0  ;     nous  avons 

iH-rn»   _    m(l  -i-m')   _    'im{i—m*)s/i 
u  V  tr 

et  éliminons  m.   Les  deux  premiers  rapports  donnent     m  =  — ,    et  en  portant  cette  valeur  dans  les 


rapports  exlrr'mes,  nous  obtenons 

<-^—         2—1 j-Wi 


ou  «'(u'H-y»)  — io(ti'  -  i)»)/ï~=  0. 


it  II' 

On  reconnaît  l'équation  tangentielle  de  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 
Le  cercle  osculateur  à  l'origine  à  la  parabole  (P)  n'est  autre  que  le  cercle  du  faisceau  (C) 

»/»  -f-  2x  —  2j/  H-  l{x  —  j/)f  y  —  mx)  =  0 . 
Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  il  faut  qu'on  ait 

1— X  =  — Xm,  et  X(m-hl)  =  0. 

On  en  déduit    m  =  —  I,     X  =  — ,    et  l'équation  du  cercle  est  alors     x'-h  »/'  -h-ix  —  ky  =  0. 

G.   R..  à  Paris. 
Solutions  par  MM.  I..  RÉiit^,  à  Guebwillpr,  et  A     IIotinrl,  à  Cannes. 
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2506.  —  Un  point  pesant  est  n.streint  à  se  mouvoir  sur  un  cercle  situé  dnus  un  plan  vertical  et  est 
attiré  par  une  des  extrémités,  B,  du  diamètre  horizontal  proportionnellement  à  In  distance.  Il  est  lancé  en 
l'autre  extrémité.  A,  de  ce  même  diamètre  avec  une  vitesse  y^. 

Trouver  la  loi  des  vitesses  du  point  matériel  .sur  le  cercle  et  étudier  sommairement  le  mouvement  de  ce 
point,  â  l'aide  de  cette  loi.  (Jueb  sont  les  diver.t  eus  i/ui  peuvent  se  présenter  ? 

Trouver  les  positions  d'équilibre  du  point  sur  le  cercle  et  dire  si  en  ces  points  l'équilibre  est  stable  ou 
instable. 

Voir  ce  qtn  arrive  qu(tnd  la  force  émanant  du  point   H  est  une  répulsion  proportionnelle  à  la  distance. 

Prenons  pour  origine  le  point  B,  pour  axf»  des  x  positifs  le  diamètre  BA,  orienté  de  B  vers  A,  pour 
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axe  des  y  positifs  la  tangente  en  B  orientée  vers  le  haut, 
et  soit  M  une  position  du  mobile  sur  le  cercle.  Le  point 
M  est  soumis  à  l'action  de  trois  forces  :  l'une,  attractive, 
dirigée  de  M  vers  B,  et  égale  à  â;MB  ou  —  kr,  l'autre 
verticale,  descendante,  et  égale  à  —  mg,  et  enlin  la 
réaction  du  cercle.  Remplaçons  k  par  mk  et  écrivons 
l'équation  des  forces  vives,  dans  laquelle  la  réaction  du 
cercle  n'intervient  pas;  nous  aurons 

=  —mkrdr  —  mgdy; 


puis,  u«  =  —  Ar^  —  29y  -t-  C. 

Au  point  A,  t)  =  f^,  î/  =  0, 

nous  avons  donc  finalement 

v^  =  vo -h  k{%R^  —  r')  -  2gy. 
Exprimons  r  et  y  en  fonction  de  l'angle  t  que  lait  BM  avec  Ox\  leurs  valeurs  sont 

r  =  2I{  cos  t,  y  =  Rsin2/; 

par  suite,  v'^  =  vf,  +  ^(iK^  —  4R'  cos^*  t)  —  2gh  sin  2f  =t  «2  _^  4R2^  gin^  t  —  'àçR  sin  ^/. 

Nous  aurons  la  marche  totale  du  point  M  en  faisant  varier  /de à    h — -" 


211; 


La  dérivée  de  v^  par  rapport  à  t  est 

HT 

9 


=  8R'^A-siri/cos/  — 47acos2/ 


elle  s'annule  pour    tg  2/  =  -^  >    ce  qui  donne  deux  posilious  du  point  M,  diamétralement  opposés, 


\\k 
Ml  et  Mï,   la  première  élant  dans  le  premier  quadrant.  Avant  le  point  M,, 


HT 


est  n(''galive  la  vitesse 


diminue;  après,  elle  est  positive,  la  vitesse  augnierîle. 

Le  point  s'élève  donc  du  point  A  au  point  Mj  avec  une  vitesse  décroissante.  II  n'atteint  pas  le 
point  Ml,  si  v^  est  nulle  en  ce  point,  ou  plutôt,  négative;  dans  ce  cas, 


or, 

et,  comme 


vl  -h  4R*A  sin2  ^  —  2^R  sin  2/,  <  0  ; 
sin  2fi         cos  iti  l 


Rk 


g  t\l£  y/ y-  ^  wk^ 

2sin2  /j  =  {  —  cos2/„ 
2HU-2 


vl  +  2R'^A-  - 


99  m 


<0, 


^|g'-^-Wk 

ou .  vl<,  2R{\/g'  -+-  IV k*  —  l{k). 

Si  vl  est  plus  grand  que  celle  quantité,  le  point  M  atteint  le  point  .VIi  avec  une  vitesse  minimum 
il  traverse  ce  point  et  continue  son  mouvement  avec  une  vitesse  croissante  ;  celte  vitesse  passe  par  un 
maximum  au  point  Mo. 

On  ne  peut  rien  dire  quand 

Los  positions  d'équilibre  sont  celles  où  la  force  tangenlielle  est  nulle,  c'esl-à-dire,  celles  uili  la 
dérivée  de  u*  est  nulle;  ce  sont  les  deux  points  M,  et  M^.  L'équilibre  est  stable  quand  v-  est  maximum, 
au  point  M2;  instable,  au  point  M,. 

Géométriquement,  la  résultante  des  forces  MF  et  Ml*  s'obtient  en   portant  F(J  equipollent  à  Ml*; 

BU         MB         1 
c'est  la  force  MQ.  Elle  coupe  I  axe  Bj/  en  un  point  lixe,  H,  car    -=;^  =  -—7  =  -■ 


FQ 


MF 
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Les  positions  d'équilibre  s'oblieiiueul  donc  en  iiieiiaul  le  diamètre  du  point    il. 
Le  cas  où  la  force  est  répulsive  s'étudie  aussi  aisément. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  géométriquement  aussi  que  la  position  d'équilibre  M,  est  une  position 
(l'équilibre  instable,  et  que  la  position  M.  est  une  position  d'équilibre  stable. 


H' 


A 


fi 
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2466.  —  {"  On  <i  besoin  de.  10  résistances  de  \  vxégohm  chacune;  ou  dispose  pour  les  construire  d'un 

1 

///  de    -—    de  millimètre  de  diamètre  et  dont  la  résistivilé  est  4-2.10  ^'  ohin-centimitre.  Quelle  lonqueur  de 

^l  faudra -t 'il  prendre  pour  constituer  chacune  des  résistances  ? 

Im  conslruclion  terminée,  on  compare  chacune  de  cet  résistances  à  un  étalon;  on  trouve  entre  elles  des 

différences  qui  ne  dépassent  pas    -j— ^  de  leur  valeur. 

Avec  quelle  approx'imation  sont  réalisées:   \)  la  résistance  de  10   nugohms  obtenue  en   mettant   les 
10  bobines  en  série;   B;    l't  réaistnnre  de   100  ODO   o/jmv  obtenue   en   mettant    les 

l|l|l |j->|        10  bobines  en  parallèle  '.' 

2"  On  dispose,  d'autre  part,  d'une  batterie  d'accumulateurs  et  d'une  pile  étalon 
dont  la  f.é.m.  est  1,018!{  vdU  (à  0,0001  de  volt  près).  Pour  délerminer  le  voltage 
au.r  bornes  de  la  baliene.  on  réalise  le  montage  suivant,  l^a  batterie  débite  dans  un 
*^    circuit  comprenant  en  K  les  10  mégohms,  en  r  une  résistance  étalon.  Au.r  bornes  de 
P-;^         ^  Q.  celle-ci  est  monté  un  deuxième  circuit  comprenant    la  pile  étalon   et   un  galvano- 

mètre G  ;   le  montage  est  réalisé  de  façon  que   G    reste  nu  zéro  quand  on  ferme  les 
circuits.  On  trouve  alors     ?•  =  8486'"     (à  1  ohm  près).  Quelle  est  la   différence  de 
potentiel  aux  bornes  de  la  batterie  ?  Avec  quelle  approximation  est-elle  connue  ? 

3"  Cette  batterie  sert  à  charger  un  condensateur  plan  constitue  de  la  façon  suivante  :  deux  lames  de 
verre  argentées  sur  leurs  faces  en  regard  sont  séparées  par  des  cnles  de  quartz  d'égale  épaisseur.  Chacune 
de  ces  cales  a  été  taillée  perpendiculairement  à  l  axe  du  cristal  ;  elle  fait  tourner  le  plan  de  polarisation  de 
SS'IS'  {à  unf-  minute  près)  f)Our  la  lumière  jaune  du  sodium.  [)ms  l'argenture  de  la  lame  supérieure,  on  a 
tracé  une  circonférence  de  10""  de  ratjon,  qui  isole  au  centre  de  cette  lame  une  armature  circulaire.  Grâce  à 
des  connexions  convenables,  on  peut  charger  celte  armature  50  fois  par  seconde  et  la  décharger  le  même 
nombre  de  fois  dans  un  galvanomètre  G,  qui  prend  une  déviation  fixe  S.   Calculer  o  sachant  que  : 

a)  Une  épaisseur  de  quartz  de  1"""  fait  tourner  le  plan  de  polarisation  île  :2I",72  (  à    — de  degré 

près  )  pour  la  lumière  jaune  du  sodium. 

b)  Si  on  constitue  un  circuit  comprenant  la  pile  étalon,  de  résistance  intérieure  négligeable,  le  galvano- 
mètre (i,  de  résistance  18110  ohms  et  les  10  résistances  de  I  mégohm  mites  en  parallèle,  la   déviation  du 

galvanomètre  est  alors  de  100"""  su?"  son  échelle    (à    —    de  millimètre  près  \.  Quelle  est  la  précision  fina- 
lement obtenue  dans  le  calcul  de  o  ? 

{ÉcoU  normale  suiiérieure  et  bourses  dr  licenct,groupi'  II,  concours  de  /9iV>.) 

1.  Applicjuun.s  la  formule  r=p — .  avec  s=  —  Si  nous  y  remplayons  les  lettres  par  les 
valeurs  numériques  en  évaluant  les  résistances  en  obmsel  les  loti^ueurs  en  centimètres,  il  vient 
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'  = '""^ t(  iîio y  =^4rïiF^  =  ""»"""  0"  '  =  '«'".-• 

Admettons  maintenant,  comme  conséquence  de  l'énoncé,  que  chaque  résistance  diffère  de  l'étalon 
de  0,  00001,  au  plus,  de  sa  valeur,  c'est-à-dire  de  10  ohms. 

A)  La  résistance  de  10  mégohms  sera  réalisée,  évidemment,  avec  une  approximation  de  100  ohms 
soit  de  0,00001  en  valeur  relative. 

B)  Chaque  résistance  individuelle  étant  réalisée  à  0,00001   de  sa  valeur,  il  est  à  peu  prés  évident 
qu'il  en  sera  de  même  de  la  résistance  de  100  000  ohms  qui  sera,  par  conséquent,  réalisée  à  1  ohm  près. 

Plus  rigoureusement,  la  résistance  totale  s  est  définie,  en  fonction  des  résistances  partielles  r,,  r.,,... 
par  l'égalité 

I  1  1  ,,   ,      rfs         dr.        lir^ 

—  = \ h...,     dou    -^  =  -—  +  __+ ... 

s  Ti         r2  s-  rf  ri 

Assimilons  les  différentielles  aux  erreurs  et  faisons     di\  =  dv^  =  ...  =  10     ohms;   puis,  pour  le 

calcul  de  rfs,  supposons     r\  =  r|  =  ...  =  r^.     Il  vient     ds  =  IdO  —    et,  comme  s  vaut  sensiblement 

100  000  ohms  et  r  un  million,     ds  =  \ . 

2.  Si  V  est  la  différence  de  potentiel  aux  bornes  de  la  batterie,  et  i  l'intensité  du  courant  qui  la 
traverse,  la  loi  d'Ohm,  appliquée  entre  les  points  A  et  B,  donne  V=  (R-i-r)>.  D'autre  part,  le 
galvanomètre  restant  au  zéro,  la  chute  de  potentiel  dans  la  résistance  r  doit  équilibrer  la  f.é.m.  e  de 
l'étalon  et  l'on  a     e  =  ri.     On  déduit  de  là 

R-t-r  ^.„^        10  008  486 

=  1,0183  X — — — —  =  1201  volts. 


r  '  8  486 

En  différenciant  l'expression  de  V,  on  a 

R-hr             e              eR 
rfV  =   — de-\ rfR dr. 

Remplaçons  les  différentielles  par  les  erreurs  f)ossibles  et  les  lettres  par  les  valeurs  numériques 
approchées,  on  trouve 

d\  =  1  180x0,0001  -f-0,0001-2  x  lOO -^0,00012  x  1  180x  1  =  0,118^0,012  +  0,142  =  0,-i7, 

1      .        , 

soit  environ    —    de  volt. 
4 

3.  Le  calcul  de  l'épaisseur  des  cales  donne  d'abord 

•^3:^0 

Celui  de  la  capacité  du  condensateur  donne  ensuite,  en  unités  électrostati(jues, 

S_  _      TT  X  100     _    100 

'  ~   4^  ~  4k  X  0,1625  ""  0,6o  ' 
et  en  farads, 

100 


C 


0,65 X  WxlO" 

Le  courant  résultant  de  la  décharge  du  condensateur,  50  fois  par  seconde,  dans  le  galvanomètre  (J, 
vaut,  en  ampères, 

I  =  fiOCV^  50 X -7^ ^ Xl  rJOl  =  !,0:li.X  U)    ' 

0,65X9X10" 

Celui  qui  est  fourni  par  la  pile  étalon,  fermée  sur  les  10  mégohms  m'\^  en  parallèle,  vaut 

1018:30 
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On  doit  donc  avoir 

-^  =  1,0265.  0  =  lOî^ni.eo. 

Chacun  des  lerniPsde  x  est  connu  à pr<^s  environ,  donc  j-  et,  par  suite,  C  sont  calculés  à 

■z—T^  près  de  leur  valeur.  V  est  connu  à     ti^t-x    environ  et  enfin  la  déviation  de  lOO™*"  à La 

1000*^  4000  iOOU 

précision  du  calcul  de    6   est  donc  de     — ; — =  -, — ->     soit  environ     — — »     c'ést-à-dire  d'un 

4  UOO  i  000  IH){) 


cinquième  de  millimètre. 
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2432.  —  l)élerminer  la  composition  centésimale  d'un  mélange  gazeux  il'acide  chlorhydrique,  acide 
ftrornhydrigue,  acide  sulfhydrique  et  azote,  en  s'appu-jant  sur  les  faits  expérimentaux  suivants  : 

a)  On  maintient  100  cm^  du  mélange  en  prés''nce  de  fe.r  chauffé  au  rouge  jusqu'à  ce  qu'on  n'observe  plus 
de  variation  de  volume.  Le  résidu  occupe  un  volu'/ie  de  80  cm*. 

b)  Ce  résidu  de  8J  cm^,  introduit  dans  un  endiomëtre  à  mercure  avec  une  netite  quantité  d  acide 
sul/urique,  est  soumis  à  des  étincelles  électriques  jusqu'à  ce  que  le  volume  devienne  invariable.  Le  nouveau 
résidu  gazeux  occupe  un  volume  de  li  cm^ ;  il  est  incombustible. 

c)  Le  fer,  altéré  par  la  première  opération,  est  traité  par  de  l'eau.  La  solution  aiiui  obtenue  est  filtrée 
puis  additionnée  d'un  peu  d'acide  azotique  el  d'un  excès  d'azotate  d'argent.  Il  se  forme  un  précipité  qui 
pèse  0^285. 

Volume  moléculaire  des  gaz  :  22',  M. 

Poids  atomiques  :     H=l;     CI  =  35,5;      Hr  =  SO;     S  =  :}2  ;      A/.  =  U;      0  =  1«;      Fe  =  66; 

Ag  =  108. 

N.-/J.  -  Tous  les  volumes  gazeux  sont  supposés  mesurés  dans  les  conditions  normales  de  température 

et  de  pression . 

{École  polytfchniquf.  concourt  de  1920.) 

a)  Au  rouge,  le  fer  décompose  le.s  trois  hydiacides,  lixe  le  chlore,  le  hrome  el  le  soufre,  el  libère 
l'hydrogène.  Or  les  acide.s  chlorhydrique  el  hromhydriqife  contiennent  la  moitié  de  leur  volume 
d'hydrogène,  l'acide  sullhydrique  en  contient  son  volume,  ha  diminution  de  volume  observée,  de 
20  cm\  représente  donc  la  moitié  dn  volume  des  gaz  rhlorhvdri(|ue  el  hromhydriqiie.  Ce  volume  est 
de  U)  cm%  el  le  résidu  de  HO  cm'  est  composé  exclusiveinenl  d'azote  et  d'hydrogène. 

/')  Dans  l'eudiomèlre  il  se  forme,  sous  l'action  des  étincelles  électriques,  du  gaz  ammoniac  AzH' 
qui  est  absorbé  par  l'aci  le  sulfurique.  Tout  l'hydrogène  disparaît,  puisque  le  résidu  est  incombustible, 
et,  avec  lui,  le  tiers  de  son  volume  d'azote.  La  diminution  de  v  lume  a  été  de     SO  —  li  =  68.     Ces 

68  rm' renfermaient  donc    —  x«'»8=l7cm'     d'a/ote  el    —  x  «'S  =  Til  cm'     dhvlrogène. 

4  \  ' 

Le  mélange  gazeux  |)rimilir  conlnnail,  par  conséqueiil  12  ♦-  17  =  V.)  cm'  dazole,  'tOcni'  de  gaz 
chlorhydrique  el  hromliydi  i(jue  el  le  reste,  soil  'M  cm',  d'acide  sullhydrique. 

c)  L'eau,  au  contact  du  fer  altéré  par  la  première  opération,  dissout  les  chlorure  et  bromure  de  fer, 
mais  non  le  sulfure.  L'azotale  d'argent  donne  un  précipité  de  chlorure  et  de  bromure  d'argent  insoluble 
dans  l'acide  azotique. 

Désignons  par  .r  el  y  les  volumes  respectifs  des  acides  chlorhydrique  el  bromhydrique  contenus 
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dans  le  mélange  primitif.   Le  volume  de  chlore  contenu  dans  l'acide  chlorhydrique  est    -^  x  et  repré- 

ce 
sente  une  fraction  d'atome  égale  à     ^^^         •    Ce  chlore  donne  naissance  à  une  fraction  égale  de  mole- 

X 

cule  de  chlorure  d'argent,  ce  qui  représente  un  poids  x  143,5.     De  même  le  brome  se  Irans- 

V 
forme  en  un  poids  de  bromure    ^^„^ ,  X  188.     On  a  donc  — 

^  22  320 


— — X  14S,5  -h  — ^  X  188  =  0,285 
i  320  '22  320 


2: 

ou  d43,5x-4-188«/ =  6361,2. 

D'autre  part,  x  -h  y  =  40. 

De  ces  deux  équations  on  tire 

X  =  26  et  y  =  1'*. 

En  résumé,  la  composition  centésimale  du  mélange  était  : 

Acide  chlorhydrique 26  cin^ 

»       bromhydrique 14 

»       sulfhydrique 31 

Azote 29 

100 

G    LACH,  à  Douai 
♦♦« 

SUJETS  DE  CONCOURS 

ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 

(Cours   préparatoires.) 


Concours  de  1922. 


Algèbre  et  géométrie  analytique. 
I.  —  2614    1°  On  considère  la  courbe  représentée  paramétriquement  par  les  équations 

X  =i  f(i)  ,  XI  —  g  (i% 

les  fonctions  f  et  g  étant  telles  que  l'on  ait    —  =  —  tg  6      Soit  0   le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M 

dx 

de  celte  courbe.  Donner  l'expression,  par  des  intégrales  définies,  de  l'aire  de  la  région   S   décrite  par    MO, 

quand  6  varie  de   6o  à  6,,  et  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  région. 

Le  rayon  de  courbure'  p  et  l'arc  ds  intervenant  dans  cette  question,  on  donnera  leurs  valeurs,  mais  on  ne 
les  remplacera  pas  par  ces  valeurs  dans  les  formules  finales.  On  ne  traitera  pas  le  cas  où  certaines  parties  de 
l'aire  S  seraient,  décrites  plusieurs  fois. 

2»  Construire  la  courbe  D  représentée  par  les  équations 

X  =z  a  cos^  6,  î/  =  «  sin'  6, 

et  sa  développée  D'.  Montrer  que  ces  deux  courbes  sont  semblables. 

3»  Déterminer  l'aire  S,  située  dans  l'angle  positif  des  axes  de  coordonnées,  et  comprise  entre  les  courbes  [) 
et  D'.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

Déterminer  l'aire  intérieure  à  la  courbe  D. 

II.  —  2615.  1"  Déterminer  la  valeur  principale,  pour  n  infini,  de  l'expression 

""        \  logn  / 

Dire  pour  quelles  valeurs  de  p  la  série  de  terme  général  un  est  convergente  (p  est  supposé  réel). 
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Jo  Démontrer  que,  si    ;i  >  1, 


I 


< 


p-1 


nP-t 


{n-hl)/>  (n-H2)''  ^(n-i-h)'' 

:<•  En  désignHnt  par  N  le  plus  grand  entier  inférieur  à  eP,  on  pose 

•        f(p)    =    U^  ,  ,    -I-  Wj^.  ^    ,-(-!/..    -H   Uf^^^  -h    ... 

Montrer  (|iie  le  produit    r    »    ~''f(p)    tend  vers  zéro  quand  p  augmente  indéfiniment. 
N.-B.  —  log  n  désigne  le  logarithme  népérien  de  >> 

Mt'Cd/ilffiir. 

I.  —  2616.  l'rif  barre  rectiligne  mince  glisse  sur  un  mur  vertical  0;  et  sur  un  clou  horizontal  C  très  lin 
dont  Taxe  est  parallèle  au  mur.  I.a  distance  du  clou  au  mur  est  a.  La  distance  du  centre 
de  gravité  G  de  la  barre  à  l'extrcrnilt'  A    qui  appuie  sur  le  mur  est  4a. 

i"  Le  mur  et  le  clou  étant  supposés  parfaitfment  polis,  déterminer  l'inclinaison  de  la 
barre  pour  qu'il  y  ait  équilibre  et  étudier  la  stabilité  de  cet  équilibre. 

L'inclinaison  trouvée  devra  rire  calculée  en  degrés  à  un  degré  près  ou  en  grades  à 
un  grade  près. 

2°  On  incline  la  »>arrc  de  fiO  degrés  sur  l'horizon  (OCA  =  60";  en  la  plaçant  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  clou  et  au  mur  sur  lesquels  elle  s'appuie. 

a)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  A.  quelle  est  la  valeur  minimum  que  doit  avoir  le 
coefficient  de  frottement  /"en  C   pour  que  la  barre  soit  en  équilibre  dans  celle  position  '? 

b)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  C,  quelle  est  la  valeur  minimum  (\nc  doit  avoir  le 
coefficient  de  frottement  ft  en  A  pour  que  la  barre  soit  en  équilibre  ? 

'•)  Si  les  coefficients  de  frottement  en  A  et  C.  sont  respectivement  inférieurs  aux  n)inima  trouvés 
ci-dessus,  aux  paragraphes  a)  et  /'),  quelle  relation' doil-il  y  avoir  entre  ces  coefticients  pour  que  la  barre  soit 
en  équilibre  dans  la  position  indiquée  ? 

d)  Les  coefficients  de  frottement  itani  supposés  égaux  en  A  et  C,  quelle  est  la  valeur  niinimum  qu'ils 
doivent  avoir  pour  qu'il  y  ail  équilibre  sous  l'inclinaison  de  60°  ? 

Les  résultats  numériques  des  paragraphes  n),  6)  et  d)  devront  être  calculés  avec  deux  chiflres  exacts. 

II.  —  2617.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  <)x,  ();/.  In  mobile  .M  de  mas?e  égale  à  l'unité  est  attiré 
constamment  par  l'origine  et  la  valeur  de  la  force  attractive  est  A*.OM.  k  étant  une  constante.  A  l'instant 
initial,  le  mobile  est  sur  l'axe  ()x,  au  point  A,  d'abscisse  a;  sa  vitesse  est  un  vecteur  de  longueur  c,  faisant 
un  angle  0  avec  Ox. 

to  Equations  du  mouvement  de  .M,  nature  de  la  trajectoire,  période,  hodographe.  Peut-on  choisir  r»  et  0 
tels  que  la  trajectoire  soit  un  cercle  de  centre  O? 

2"  To  étant  donné,  déterminer  0  de  façon  que  le  mobile  atteigne  un  point  de  coordonnées  (x,  »/).  Dans 
quelle  région  se  trouvent  les  points  qui  peuvent  être  atteints  ? 

3*  0  étant  donné,  déterminer  r„  de  façon  que  le  mobile  atteigne  un  point  de  coordonnées  .r,  7.  Dans 
quelle  région  se  trouvent  les  points  qui  peuvent  être  atteints? 

4*  En  fonction  de  »•„  et  0  détertniner  la  longueur  du  denii-diamèlre  conjugué  de  OA  dans  la  trajectoire. 

5°  vn  étant  donné,  quels  sont  les  points  que  l'on  peut  .itteindre  avec  une  vitesse  parallèle  à  OA  ? 

Cal.ul. 
On  donne  iitu*  p|a(iue  liinilée  par  deux  ares  de  circonférences  de  rayons  H  et  »•  et  les  langontes  extérieures 
à  ces  circonférences. 

Soit  d  la  di.stance  des  centres. 

On  considère,  d'autre  part,  le  cercle  trigonométrique  (de  rayon  1)  et  deux  diamètres  reelangulairfs  Ov  .(  oi/ 

que  l'on  i)rendra  pour  axes  des  coordonnées. 

La  |)laque  est  pi.ircc  dans  le  plan  du  cercle  Irigonométriqur  «xlerieu- 
remenl  k  ce  cercle  df  Norle  que  la  cinonference  de  rayon  M  soil  tangente 
à  l'axe  des  x  et  que  la  circonférence  de  rayon  r  soit  langentr  au  ceri-le  Irigo- 
nonntriqiie  au  point  dt*  raccordement  de  la  circonférence  de  ra\ou  r  a\ec 
la  tangente  extérieure   limitant  la  plaque 

Données  numériciues  :     H  =  2;     r  =  1;     d  —  i.2825. 
I"  Calculer  l'aire  de  la  plaque. 

2"  Quelle  valeur  aurait- il  fallu  donner  à  d  i>our  que  l'aire   de  la  plaque 
|iit  20  ?  On  fera  cette  détermination  îi  0,001  près. 
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3°  En  supposant  que  l'on  redonne  à  d  sa  valeur  primitive,  calculer  les  coordonnées  des  points  du  contour 
de  la  plaque  situés  sur  l'axe  de  symétrie  de  la  plaque. 

Nota.  —  Les  candidats  devaient  faire  usage  de  tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales,  faire  les  calculs 
d'angles  en  grades  et  reproduire  tous  leurs  calculs  auxiliaires.  Ils  avaient  le  droit  de  se  servir  d'une  règle 
à  calculs  pour  les  calculs  auxiliaires. 

Physique . 
I    —  Décrire  clairement,  et  avec  figures,  une  ou  deux  expériences  que  vous  jugeriez  propres  à  une  vérifi- 
cation précise  des  lois  de  la  réflexion   de  la  lumière,  en  utilisant,  séparément  ou  associés,  le  miroir  plan  et  le 
miroir  sphérique  concave. 

Pour  l'observation,  on  pourra  s'aider  d'une  lunette,  si  on  l'eslime  opportun. 

II.  —  2618.  Un  tube  T  comporte  une  partie  cylindrique,  de  diamètre  D  et  de  hauteur  convenable,  pro- 
longée par  une  partie  conique  de  longueur  h. 

Ce  tube  étant  vertical  et  la  pointe  en  bas,  on  immerge  celle-ci,  sur  une  hauteur  6,  dans  un 
liquide  L,  puis,  ayant  coupé  la  pointe  à  la  distance  e  de  son  sommet,  on  fait  pénétrer  une 
masse  H  de  mercure  dans  le  tube  T,  et  en  évitant  toute  bulle  d'air,  au  moyen  d'un  vase 
communicant  G  que  l'on  peut  élever  ou  abaisser. 

Le  ménisque  mercuriel  inférieur  étant  constitué,  dans  les  conditions  de  l'expérience,  par 
une  calotte  sphérique  tangente  à  la  paroi  du  tube,  on  demande  : 

1°  A  quelle  distance  e  de  la  pointe  on  a  coupé  celle-ci  sachant  que  la  plus  grande  hauteur 
de  la  colonne  de  mercure  qui  puisse  être  soutenue  dans  le  tube  est  Hq  ; 

2»  Ayant  soulevé  légèrement  le  vase  G  de  façon  a  provoquer  l'écoulement  de  gouttes 
sphériques  identiques  de  mercure  par  l'orifice  0,  quelle  est  l'énergie,  d'origine  capillaire,  qui 
sera  rendue  disponible  par  la  réunion  de  ces  p  gouttes  en  une  seule  goutte  également 
sphérique  ; 

3o  Quel  sera  le  déplacement  du  ménisque  dans  la  partie  conique  et  comment  la  masse  de 
mercure  se  répartira  dans  le  tube  entre  les  parties  cylindrique  et  conique  si  on  abaisse  le 
réservoir  G  de  manière  à  ne  laisser  dans  le  tube  qu'une  fraction  nM  de  la  masse  initiale  M 
du  mercure. 

Données  numériques:  D=:l'=°';  H  =  50"=";  /t  =  IS'""  ;  6  =  I2c"i  ;  «  =  0,258; 
p  =  100 

'     Constante  capillaire  :     A  =  380  G. G. S. 
Intensité  de  la  pesanteur  :    g  =  980  G. G. S. 
Masse  spécifique  du  mercure  :     p  =  13,6. 
Masse  spécifique  du  liquide  :     p'  =  1,105. 

Nota.  —  On  tiendra  le  plus  grand  compte  des  calculs  numériques  et  des  indications  concernant  le^ 
termes  que  l'on  croira  devoir  négliger. 

Chimie. 

I.  —  Usages  et  production  industrielle  de  l'hydrogène  et  de  l'azote. 

II.  —  2619.  Un  courant  lent  d'oxygène  passe  dans  un  tube  sur  une  colonne  de  carbone  en  grand  excès 
chauflFée  uniformément  à  700».'  On  s'assure  que  le  régime  est  établi;  pyis  on  reçoit  les  gaz,  refroidis  brusque- 
ment au  sortir  du  tube,  dans  un  système  absorbeur  constitué  comme  suit  : 

A.  Un  tube  absorbeur  à  potasse, 

B.  Un  tube  contenant  de  l'anhydride  iodique  PO-'  légèrement  chauffé, 

G  Un  barboteur  disposé  pour  pouvoir  absorber  complètement  les  vapeurs  produites  en  B  et  contenant 
un  volume  d'une  solution  d'hyposulfite  de  soude  équivalant  à  50  cm^  de  liqueur  décinormale  d'iode,  c'est-à- 
dire  contenant  un  dixième  du  poids  atomique  de  l'iode  par  litre. 

Pour  arrêter  l'expérience,  on  substitue,  au  gaz  sortant  du  tube  à  réaction,  un  courant  prolongé  d'air  sec 
et  privé  de  GO-  jusqu'à  ce  que  le  système  absorbeur  ne  contienne  plus  que  de  l'air. 

A  la  fin  de  l'expérience,  le  tube  à  potasse  a  gagné  un  poids  p,  et  le  liquide  du  barboteur,  additionné  d'une 
goutte  d'empois  d'amidon,  exige  pour  bleuir  l'addition  de  N  cra^  de  liqueur  d'iode  décinormale. 

On  demande  : 

1"  L'explication  des  réactions  effectuées, 

2°  La  composition  centésimale  en  volumes  du  gaz  recueilli  pour    p  =:  0»,  1408    et    N  =  22'"'^,  8, 

3°  Le  volume  d'oxygène  (à  0°  et  16"'"  de  mercure)  ayant  produit  les  gaz  recueillis  dans  l'absorbeur,  et  le 
poids  correspondant  de  carbone  entré  en  réaction. 


280  SUJETS  DE  CONCOURS 


4»  Le  sens  des  variations  de  N,  pour  une  même  valeur  de  p,  lorsqu'on  moditiera  l'expérience  : 

a)  en  substituant  au  courant  d'oxygène  un  couriDt  dair  (sec  et  privé  de  CO*).  à  la  même  pression; 

b)  en  abaissant  la  température  du  tube  à  réaction. 

Données  numériques.  —  Volunr)e  moléculaire  à  U"  et  à  76""  de  mercure  :  22',  4. 

C  =  12.         0  =  16,         C -»- 0  =  CO  ^- 26M .         C -I- 0*  =  CO* -f- 94^3, 


ECOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


AdiuiM>iiou   (lir(M'l(>  (>ii  (Jcuxiènu'  auué**. 
Concours  de  1922. 


Algèbre  cl  analyse. 

J'^*               dx                                                                            1 
„,  , rrr.  •      l'arc  tangente  sera  calculé  à     près    par   défaut 
,     j-'fx^ -f.  z -)- 1)-                                                               lUUU     '^         *^ 

et  l'on  ronniira  le  détail  du  ralciil. 

IF.   —     Ou    rioniic   I 'é<iiiali()n   aux   dérivées   partielles 

''-    .    .,    .  dz     .     , 

tz  =  2r  —— siu-  "JO  -j-  —r-  sin  46. 
ar  do 

1"  Faire   le  changement   de   variables 

X  ^  r  cos  0,       y  =  /■  sin  0- 

2"  Intégrer   l'équation    différentielle   aux   dérivées   partielles  obtenues. 

3°  Déterminer  la  surface  intégrale  qui  passe  par  la   droite    j  =  t,     y  =:  t  -\-  1,     :  =  l  -\-  2,     t  étant   un 

paramètre  variable,  et  x,   y,   z,   les  coordonnées  cartésieunes  d'un   point  de  l'espace. 

(Durée  ;  4  h.) 

Mécanique. 

I.  —  Un    fil    inextensible  et   sans   raideur,    placé'   dans    uu    plan    vertical,   est    en    équilibre   sons  l'action 
des  forces  suivantes   : 

a)  son  propre  poids  égal  à  />|   par  unité  de  lonj.'ucur  ; 

l>)   tine   force  p^   par   unité  de  longueur,   dirigée  noinial(>ment  ;'i  cbaciue  élément  de  fil  et  du  côté  opposé 
au  centre  de  courbure  du   fil. 

Kn   désignant   par   0    l'angle   de    la    tangente   au    fil    avec    Iborizonlale.    '1'    la    len.><ion    en    ce    point,    T     la 
tension   au    point   où    la    taugent(>  an    fil   est    borizontale,    on    demande 

1"   De   monlier  (|ue   l'on   a 

'!'(/',  -h  />,  cos  0)   =  T„(/>,  -+-  /y^;  ; 

2"  Kn    supposant     j)^  =  l>2  =    ''^"   t(''"">">f^s   par  métré  courant  et  T„  =r  r>ikK,  de  trouver  la  figure  d'équi- 
libre (lu    fil   que   l'on    rapportera   h   des   axes   passant   par  le   |H)int  on   In   tangente  est   horizontale.   On  pren- 

0 
•  Ira    pour   inconnue  iuixiliaire     tg  —  :=  ii     et   on  oblietidra  x  et  y  sons  forme  unicursale  en  fonction  de  a. 

(ionsirnire  cette  courbe  et    trotiver   la    relation   qui   doit  exister  entre  les  arL'unienIs  ii   .   ii ,.   n     de  Imis  (Miints 
de   la  courbe   pour  (|u'ils   soient   en   lifyie  droitcv 

II.  —      Une  poulie  pleine,  homogène,  de  rayon   It  ci  de   poids  1'  se  déplace  dans   un  plan   vertical,     in 

Kiulanl  sanx  nlissc r  !>ui   nnr-  droite  inclinée  ?»     ^ui    l'bori/onlale. 

•'  |i(t 

Klle  est  soumise    : 

(i)  h    l'action    de    la    pesanteur  ; 

b)  h  une  force  ap[)li({iiée  h  son  centre  de  gravité,    dirigét*  en   sens   inverse  du   déplacement   de   ce  centre 

p 

de  gravité  et  pro|)orlionnelle  à  la  ipiatriéme  puissance  de  la  vitesse.  Cette  résistance  est  égale  h    quand 

la   vilesse  est  égale   à    |()   ui  :  ser. 

A   l'instant   initial,   la  |M)ulie  est   lancée  de  manière  ,'i    remonter  la  droite   incliné^'  et    la   vilesse  du  centre 
de  gravité  «>sl   de  2  m  :  sec  ;  après  un  certain  temps,    la    |Kinlie   s'arrête. 

On    demande    la    distance,    mesurée    parallèlemenl   à   la  dri>ile  inclinée,  qui  sépare  le  |»oint   de  départ   du 

point  d'arrêt.  On   prendra  y  =  lU  m  -.sec'  et  l'on  admettra  (|ue  tous  les  angles  inférieurs  ou  égaux  à     — 
jieuvent    être   confondus   avec    leur   sinus   ou    leur    tantrente   et    réciproquement. 
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III.  —  Au  plafond  d'un  véhicule  se  mouvant  en  lipne  droite  sur  un  plan  horizontal,  est  suspendu, 
par  une  articulation  sans  frottement,  un  pendide  de  masse  m  et  de  moment  d'inertie  1  par  rapport  à  l'axe 
de  suspension.  Ce  pendule  oscille  dans  un  plan  vertical  contenant  la  trajectoire  de  son  point  de  suspen- 
sion. La  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  suspension  est  l. 

1°  On   demande   la   position  d'équilibre  de  ce  pendule    : 

a)  quand  le  mouvement  du  véhicule  est  uniforme  ; 

b)  quand   le  mouvement  du  véhicule  est  uniformément   accéléré   avec   une    accélération    y 

2°  Le  véhicule  étant  en  mouvement  uniforme  et  le  pendule  dans  sa  position  d'équilibre  correspon- 
dante, on  agit  sur  le  véhicule  de  manière  à  lui  imprimer,  à  partir  d'un  instant  donné,  le  mouvement 
uniformément  accéléré  d'accélération  y-  Que  se  passe-t-il  ?  Trouver  l'équation  différentielle  du  premier 
ordre  définissant  le  mouvement  du  pendule,  en  prenant  comme  inconnue  l'angle  0  du  pendule  avec  la 
verticale,  ledit  angle  étant  compté  positivement  en  arrière  du  sens  de  la  marche. 
Trouver  dans  ce  cas  les  positions  extrêmes  du  pendule. 
Nota.  —  On  n'intégrera  pas  l'équation  du  premier  ordre. 

{Durée    :   4    h.) 
Épure. 

Un  solide  de  révolution  à  axe  vertical,   en  forme  de  creuset,  reposant  sur  le  plan  horizontal  de  projec- 
tion, est  limité  : 

1°  Extérieurement,   par  un  tronc  de  cône  de  révolution   dont   les   bases   ont  respectivement   100™™   et 
150™™  de  diamètre  et  dont  la  hauteur  mesure  125™™  ; 

2°  Intérieurement,  par  un  paraboloïde  de  révolution,  dont  le  sommet  est  à  25™™ 
au-dessus  du  plan  horizontal,  et  tel  que  le  diamètre  intérieur  du  creuset  dans  le  plan 
supérieur   est    égal    à    120™™. 

Ce   solide   est   éclairé  par   des  rayons  lumineux  dits  à  45  degrés  (dont  les  projections 
I      /    /  horizontale  et  verticale  sont  inclinées  à  45  degrés  sur  la  ligne  de  terre). 


^4-  -'     /  On  demande  de  représenter  le  solide  par  ses  deux  projections  et  de  déterminer  son 

ombre    propre,    l'ombre    qu'il    porte  sur  lui-même,   et  l'ombre  qu'il   porte  sur  le   plan 
I  horizontal   (dans  les   limites   d'un  cadre  de  300  x  420™™). 

On  prendra  le  centre  O  de  la  projection  horizontale  de  la  petite  base  sur  le  grand 
axe  du   cadre,    à   100™™   au-dessous   du   petit   axe,   qui  sera  pris  pour  ligne  de  terre. 

Les   lignes   de   séparation   d'ombre   et   de   lumière  seront  tracées  en  traits  bleus  fins  ;  les  parties  dans 
l'ombre   et  qui   sont  vues,   seront  couvertes  de  hachures  légères  au  crayon  ou  en   traits  bleus  fins. 

{Durée  :  3   h.) 
• •♦« 

DEUXIÈME    PARTIE 
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2518.  —  Par  un  point  A(a,  j3)  de  la  parabole,  y"  — 2/9x  =  0,  on  mène  les  trois  normales  à  celle 
courbe. 

1°  Déterminer  les  pieds  des  deux  normales  autres  que  la  normale  en  A.  Trouver  la  droite  qui  joint 
ces  deux  points  et  l'enveloppe  de  cette  droite. 

2»  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  cette  droite  et  construire  ce 
lieu . 

Solution  analytique.  —  4.  L'hyperbole  d'Apollonius  du  point  A(a,  p)  est 
(I)  xy-{-y(p  —  oL)  —  pi  =  0. 

Elle  rencontre  la  parabole  donnée,  (2)  y^  —  2px  =  0,  au  point  à  l'inûni  de  Ox,  au  point  A  et  aux 
pieds  B  et  C  des  deux  autres  normales  issues  du  point  A. 

L'équation  aux  ordonnées  des  pieds  des  normales  issues  de  A  est 
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Comme  l'ordunnée  du  point  A   est  ^,  les  ordonnées   t/b  et  j/c  des  points  B   et  C  sont  données  par 

î/B-t-î/c  =  —  3,  yByc  =  2pV 


^0"     ?/B  =  5 et     j/c  = On  en  déduit  x  |>ar  la  relation  (2),  ce 

fjui  donne 

Xb  =   ; et  Xc  = — 

4p  4p  ^ 

Vb  —  vc 

L'équation  de  la  droite  BG  est  donc     v  —  j/h  =  -^^ ^^  (j^  —  -ffij,     ou 

xh  —  xc 

i^)  y-H-^(x4-p)  =  o. 

p 

[.adroite  BC  passe  donc  par  le  point  fixe     S(  —  p,  0),     symétrique  du  sommet  par  rapport  au  |)ied  de 
la  directrice. 

2.   La  perpendiculaire,   AP,    abaissée  du  point  A  sur  la  droite   BC    a  pour  équation 

(4)  .V  -P=   ^{^-^)- 

2;; 

Le  lieu  du  pied,  F,  s'obtient  en  éliminant  a  et  ?  entre  les  équations  (3),  (4)  et  la  relation     S-  =  i/)a. 
(4)  s'écrit  (5)  ,y  _  p  =  J_  (^a:  -  |1) . 


(3)   donne      p  = et,  en  portant  cette  valeur  dans  la   relation  (5),  il  vient,   tous 


î/*  -h  ]i\x  4-  p)(2p  -+-  X)  -  2p(x  -H  p)»  ^  0; 

En  portant  l'orifçine  au  point  ( — p,  0)  et  conservant  la  même  direction  d'axes,  l'équation  du 
lieu  est 

V*  H-  x(x  -4-  p)]i^  —  2px'  =  0. 

Cette  équation  représente  une  quarlique  unicursale  ayant  lorigine  S  comme  point  triple,  Oi 
comme  axe  de  symétrie.  I^es  tani^entos  au  point  triple  sont  a  =  0,  y  =  -h  x^i.  y  =  — xsjt.  I>es 
directions  asyinptotiques  sont  isotropes  et  la  courbe  présente  une  branche  parabolique  dans  la 
direction  Ox. 

Nous  aurons  une   représentation  paramétriqui'  de   la   courbe  en  coupant  celle-ci  par  la  droite 

>/  =  Ix,    d'oîi 

2— <•  2  -  (» 


^  =  P    ,•■■..    ■    ,î.  •  .'/  =  /' 


Comme  y  seul  change  de  signe  lorsqu'on  remplace  t  par     — /.     il  suffit  de  faire  varier  /  depuis  0 
jusque     -+- oo     et  de  construire  ensuite  la  syinétri(iue  de  la  branche  obtenue  par  rapport  à  Ox. 
On  a 

^^. v'^ 

àx 


_  .,     [<'-r2-4-^H);[f«-(2-  v/6)|  dy    _       L  2        j|  t        \ 


dt         '^  t»(t -+-/»)«  dl        ^  /«(l-f/")' 


/ =  /7  -4-  •s? 

Nous  avons  donc  à  considérer  les  repôres  suivants  pour  /   :     0,     ^' i',     \  2-4-^^5,    i  /  > 

d'où  le  tableau  : 
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dx 


dy 
U 


/^ 


V/2-Hv/6 


v"- 


v/^7 


-h  oo 

—    00 

— 

— 

0 

4- 

4- 

-+- 

0 

-H  00 

-1-  00 

\ 

0 

\ 

_p(5_2^/6) 

/ 

-^(23-3v/57) 

4 

/ 

0 

—   X 

—    X 

— 

— 

— 

— 

0 

-H 

0 

\        0        \      _py/— 22-+-yv/6      \       _  ^y/_  286 -+- 36v/57       / 


qui  permet  de  construire  la  courbe  ci-contre. 

Remarques.  —  1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  BC 
avec  la  tangente  à  la  parabole  au  point  A  est  la  cubique 

2        2p{x-{-pr- 

y'  =r . 

^  3a;  -H  2p 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  BG  avec  l'asymptote 
de  l'hyperbole  d'Apollonius,  normale  à  Ox,  est  la  parabole 

1/2  —  2joa;  — 2p2=0     (avec  la  droite     x  =  —  p). 

3°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  asymptote  avec  la  tan- 


gente en  k  à  la  parabole  est  la  cubique 


f^ 


p{2x-hpf 


2{x  -+-  p) 

4"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  l'asymptote  avec  la  normale  en  k  à  la  parabole  est  la  parabole 

y  2  —  8/5.r-l-8p^ 
o°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  BG  avec  la  normale 
en   k  à  la  parabole  est  la  quartique 

y4_|_2j^-2(p2  -  a:2)  -+-  ip(.v-{-p)'  =  0. 

Cette  équation  devient,  en  portant  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  point    ( — p,0), 

y*  —  Sx'»/»  -\-  kpxy"^  H-  4/J.r''  =  0. 

Gette  quartique  unicursale  a  un  point  triple  à  l'origine,  les 
tangentes  étant  l'axe  des  y  et  les  droites  isotropes.  Elle  est  symé- 
trique  par  rapport  à  l'axe    0.r,  suivant   lequel   elle   présente   une 

-         2p\JlL 
branche  parabolique.  Elle  a  deux  asymptotes,    ?/  =  ±xv'2=fi — - — >    ainsi  que  deux  points   d'in- 
flexion réels  ;  elle  a  la  forme  ci-dessus. 


Solution  géométrique.  —  1.  L'hyperbole  d'Apollonius  (H)  du  point  A  rencontre  la  parabole 
donnée  (P)  au  point  A,  au  point  à  l'infini  X  de  l'axe  Ox  ainsi  qu'aux  pieds  B,  G  des  deux  normales 
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issues  du  point  A.  Elle  admet  Ox  comme  asymp- 
tote et  est  tangente  à  la  normale  AN  en  A;  son 
second  point  à  l'infini  est  Y,  sur  Oy. 

Comme  la  portion  d'une  tangente  comprise 
entre  les  asymptotes  d'une  hyperbole  est  divisée 
en  deux  parties  enraies  par  le  point  de  contact,  la 
projection  U  du  point  de  contact  A  de  la  tangente 
AN,  sur  l'axe  Oj;,  est  le  milit^u  de  la  distance  du 
point  P  au  centre  II  do  l'hyperbole  (H).  La  sous- 
normale  DP  est  constante  et  égale  au  paramètre 
p,  donc     RD  =  p. 

Cela  étant,  construisons  la  droite  BC.  On  sait, 
que,  étant  données  deux  coniques  (H)  et  (P)  dont 
ont  connaît  doux  points  communs,  A  et  X,  si  on 
mène  par  cps  points  deux  sécantes  quelconques, 
AU,  XY,  qui  rencontrent  les  coniques  aux  points 
Uii.  U,..  V,,,  Vp,  les  droites  UhV,,  et  UpYp  se  cou- 
pont  en  un  point  qui  appartient  à  la  droite  joignant  les  deux  autres  points  communs  aux  coniques  (H) 

ot    (P). 

Les  sécantes  AY,  \0,  qui  rencontrent  (Hj  et  (P)  aux  points  Y,  A',  X,  O,  donnent  les  droites 
\Y,  OA'.  qui  se  coupent  en  un  point  de  la  droite  cherchée  BC  :  celle-ci  est  donc  parallèle  à  OA'.  De 
même,  les  sécantes  AY,  XY  donnent  le  point  1'  de  la  droite  BC,  situé  à  rinterseotion  du  diamètre 
de  (P)  passant  par  A'  et  de  la  seconde  asymptote  llY  do  (H).  Les  sécantes  AN  et  XO  fournissent  le  point 
d'intersection  (J  des  droites  AX  et  NO.  Le  point  K  do  la  droite  BC  s'cbtienl  par  les  sécantes  AN  et  \Y. 
La  droite  BC  est  ainsi  déterminée  par  trois  points,  1^,  F,  G,  et  par  sa  direction,  parallèle  ii  OA'.  Soit  S 
lo  point  d'intersection  de  l'axe  OX  avec  la  droite  BC.  On  a  visiblement  SO  =  FA'  =  RO  =  DP  =  ;). 
Donc  la  position  du  point  S  est  indépendante  de  colle  du  point  A  sur  la  parabole. 

2.  Traitons  une  question  plus  générale  qui  peut  donner  de  nombreuses  applications  relatives  aux 
coniques  :  la  génération  des  quartiques  ayant  un  point  triple.  L'étude  des  unicursales  d'un  degré  supé- 
riour  au  troisième  ne  se  fait  guère  que  par  la  géométrie  analytique;  K.  de  .lonquières  le  regrettait  déjà 
vers  ISoC»,  dans  ses  Mélnnqes  de  Géométrie  pure. 

t)n  considère  dans  un  plan  une  droite  (D),  une  conique  (P)  et  im  point  S  quelconques.  La  droite 
(D)  et  la  conique  (P)   sont  les  supports  de  deux  ponoluellos  homographiques  (A,....)  et  (A,...).  On  sait 

que  les  droites  analogues  à  AA,,  qui  joignent  les  couples  de  points 
homologues  des  deux  ponctuelles  projectives  données,  enveloppent,  en 
général,  une  quartique  de  troisième  classe,  tricuspidale.  admettant  la 
droite  (D)  comme  hitangente,  les  points  de  contact  étant  les  points  de 
la  ponctuelle  (A,,...)  qui  correspondent  aux  points  K.  L  de  la  ponc- 
tuelle (A,...).  Si  la  droite  (D)  est  tangente  à  la  conique  (P),  l'enveloppe 
do  la  droite  A  A,  reste  de  troisième  classe,  mais  son  degré  s'abaisse  au 
troisième.  La  droite  (D)  devient  alors  une  langonto  d'inlloxion  de  la  cubique  cuspidale.  On  peut  ainsi 
étudier  géométriquement  des  courbes  telles  que  l'hypocycloïde  tricuspidale,  la  cardioide,  la  développée 
de  parabole,  etc. 

Si  S  est  le  centre  d'un  faisceau  de  rayons  («,..)  projectif  à  la  ponctuelle  (A,,...),  cherchons  le 
lieu  du  point  de  rencontre  Aj  de  la  droite  AAi  avec  a.  A  tout  rayon  a  du  faisceau  de  centre  S  corres- 
pond un  seul  rayon  AA,  du  faisceau  de  troisième  classe  et  réciproquement.  Par  suite,  sur  un  rayon  a 
se  trouve  un  seul  point  Ai  du  lieu  cherché.  Pour  connaître  l'ordre  de  celui-ci,  il  suffît  de  chercher  le 
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degré  de  multiplicité  du  point  S  sur  ce  lieu.  Or,  parle  point  S  passent  trois  rayons  du  faisceau  de 
3e  classe  qui  coupent  leurs  correspondants  du  faisceau  (a,...)  au  point  S.  Celui-ci  est  donc  un  point 
triple  du  lieu,  lequel  est,  par  conséquent  du  quatrième  ordre.  On  voit  de  plus  que  les  tan^'entes  en  ce 
point  triple  sont  les  homologues  des  tangentes  menées  du  point  S  à  la  quartique  (ou  cubique)  enveloppe 
de  la  droite  AAi. 

Le  point  A,  sera  sur  la  droite  (D)  si  AA,  coïncide  avec  (D)  ou  si  a  rencontre  AA,  sur  (D)  Résumons 
en  disant  :  Si  on  rapporte  homographiquement  un  faisceau  de  rayons  de  centre  S  à  la  ponctuelle  que  déter- 
mine sur  la  bitangente  {ou  sur  la  tangente  d'inflexion),  une  tangente  variable  à  une  quartique-  tricuspidale 
{ou  à  une  cubique  cuspidale),  le  point  d'intersection  du  rayon  du  faisceau  (S)  avec  la  tangente  variable 
homologue  décrit  une  quartique  unicursale  ayant  S  comme  point  triple.  Les  tangentes  en  ce  point  sont  les 
homologues  des  tangentes  à  la  quartique  tricuspidale  (ou  à  la  cubique  cuspidale).  La  quartique  a  point 
triple  rencontre  In  bitangente  {ou  la  tangente  d'inflexion)  sur  les  raisons  du  faisceau  (S)  qui  correspondent 
à  ses  points  de  contact  {ou  à  son  point  d'inflexion  compté  deux  fois),  ainsi  que  sur  les  rayons  qui  coniienn-'nt 
leurs  points  homologues. 

Si  on  substitue  à  la  ponctuelle  (A,,...)  une  involuiion  de  points,  on  aura  une  génération  d'une  quintiquf 
unicursale  ayant  S  comme  point  triple. 

On  énonce  facilement  la  génération  pour  les  sextiques  de  quatrième  classe  ayant  une  trilangenle. 

Revenons  à  la  question  posée. 

Lorsque  le  point  A  décrit  la  parabole  (P),  on  a,  en  désignant  par  A,,  A3  les  points  à  l'infini  .le  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  RC  et  de  la  droite  BG,  et  en  désignant  par  Â  le  mot  liomo- 
graphique, 

(A,  0,  X,...)a(A',  0,  X,...)aO(A',  0,  X,...)ÂS(A3,  Y,  X,...)À(A.,  X,  Y,...). 

Donc,  puisque  le  support  de  la  ponctuelle  (A,,  X,  Y,...)  est  la  droite  de  riofmi,  tangente  à  la  para- 
bole, la  droite  AAi  enveloppe  une  cubique  cuspidale,  développée  de  parabole,  et  le  point  A.^  décrit  une 
quartique  ayant  S  comme  point  triple.  Elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  au  point  d'intlexion  de 
la  cubique,  c'est-à-dire  sur  Ox  Elle  passe  en  outre  par  les  points  doubles  des  ponctuelles  (A,,...j  et 
(A3,...),  c'est-à-dire  parles  points  cycliques.   Elle  coupe  la  parabole  (P)  sur  la  polaire  du  point  S. 

On  pourrait  examiner  de  même  le  point  de  rencontre  de  la  droite  RG  avec  la  normale  AN. 

R.  DEAUX,  professeur,  à  Virelles-les-Chiraay,  Belgique 
Bonaes  solutions  analytiques:  MM.  Maisonnet  ;  A.  Hutinel;E.  Balenghien,  à  Versailles. 
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2443  —  Un  cylindre  vertical  de  20""  de  diamètre  intérieur  est  rempli  de  vapeur  d'eau  saturante  à 
la  température  de  110''  centigrades  au-dessous  d'un  piston  mobile  sans  frottement  qui  sépare  la  vapeur  de 
l'air  ambiant. 

1"  Sachant  que  la  pression  atmosphérique  du  moment  est  de  74"", 5  de  mercure  et  que  la  pression 
maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  110°  est  de  107'=™, 5  de  mercure,  on  demande  quel  doit  être  le  poids  du  piston 
pour  que  celui-ci  se  mai7itienne  en  équilibre. 

2"  La  face  inférieure  du  piston  se  trouvant  initialement  à  oO*""  au-dessu'i  du  fond,  on  demande  quel 
est  le  poids  de  la  vapeur  contenue  dans  le  cylindre,  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  par  rapvorl  à  l'air  étant 
égale  à  0,63. 

3°  Au  moyen  d'une  légère  surcharge^  on  fait  descendre  lentement  le  piston  jttsqu' à  condensation  complète 
de  la  vapeur.  Quelle  quantité  de  chaleur  faut-il  extraire  à  travers  les  parois  du  cylindre  pendant  cette  opé- 
ration pour  que  la  température  se  maintienne  constante  à  I  iO"  ? 

4°  L'eau  de  condensation  étant  rassemblée  dans  un  petit  récipient,  séparé  du  cylindre  par  un  rohinet. 
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on  ferme  celui-ci  et  o?j  soulève  le  piston  de  manière  à  le  ramener  à  sa  position  primitive  en  faisant  le  vide 
au-dessous  de  lui.  Calculer  en  joules  l.e  travail  qu'on  iloxt  dépenser  pendant  celte  seconde  opération  . 

5°  Le  piston  étant  maintenu  fi.ve,  on  ouvre  le  robinet  pour  permettre  à  l'eau  recueillie  df  se  vaporiser 
de  nouveau  dans  le  cylindre  vide.  Quelle  quantité  du  chaleur  faudra-t-il  fournir  jusqu'à  vaporisation 
complète  à  i  iO"  et  retour  du  système  à  l'état  inititd  ? 

6°  Donner  une  définition  correcte  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation. 

Densité  du  mercure  :  13,6.  Intensité  de  la  pesanteur  :  g  =  981.  Poids  du  litre  d'air  normal  : 
a  =  18,293.  (joefficient  de  dilatation  des  gaz  :  a  =  0,00367.  Chaleur  latente  de  vaporisation  de  l'eau  à 
HO"  ;    /  =  532.    Equivalent  mécanique  de  la  calorie  :  J  =  i,[H  joules  par  calorie-gramme 

iEcole  navale,  concourt  de  19  i  7.) 

l"  Le  poids  du  piston  doit  faire  équilibre  à  la  diirérence  des  pressions  qui  s'exercent  sur  ses  deux 
faces.  Celte  diUVirence  équivaut  à  une  colonne  de  mercure  de  hauteur  107,5  —  74,5  =  33  et  produit 
sur  un  cercle  de  10""  de  rayon,  une  force  qui,  exprimée  en  grammes,  est  égale  à 

m  =  71  X  100  X  33  X  13,6  =  140995,  soit  ^tl''^ 

2"  La  formule  usuelle,  qui  permet  de  calculer  le  poids  d'un  volume  déterminé  de  vapeur  en  fonc- 
tion de  sa  température  et  de  sa  pression,  donne  ici 

X  =  n  X  100  X  50  X  0,«3  X  0,00(Î93  X  ^  X    .^o.OuLxllO    =  '-''^^''- 
3"  La  vapeur  se  condensant  dans  les  conditions  d'équilibre  avec  son  liquide,  la  chaleur  dégagée  est 

Q  =  12,894  X  532  =  »>  860  petites  calories. 
4«'  Pour  remonter  de  50""  le  piston  dont  le  poids,  ajouté  à  la  pression  atmosphérique,  équivaut  à  une 
pression  totale  de  i07"",5  de  mercure,  il  faut  un  travail  qui,  exprimé  en  joules,  vaut 
W  =  71  X  100  X  50  X  107,5  ;-;  13,6  X  981  X  lO""  =  2253. 

2253 

5°  Ce    travail   équivaut  à  une  quantité  de  chaleur  égale  à      ^  -;>  539     petites    calories.    Pour 

ramener  le  système  à  son  état  initial,  il  ne  faudra  donc  plus  que 

6860  —  539  =  6321  petites  calories. 
6"  La  chaleur  latente  de  vaporisation  d'une  substance  à  une  température  déterminée  t   est  la  quan- 
tité de  chaleur  nécessaire  pour  vaporiser  un  gramme  de  cette  substance  à  la  température   t   et  sous  la 

pression  d'équilibre  correspondante. 

»^.a 
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ECOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ETIENNE 
Concours  de  1922- 

Alyîfnr. 
2620.  —  On  (  onsidère  la  chaînette  représentée  par  l'équation 

M  étant  un  poinl  {or,  y)  quelconque  de  la  chaînette  rt  M'  le  point  syinflricpie  de  M  par  rapport  à  (>j/. 
1"  On  demande  de  calculer  les  ordonnées  b  et  b'  de.s  centres  de  gravité  : 

(}  (le  l'arc  de   chaînette  M'o'.M    supposé   homogèni",  //   de  l'aire   comprise  entre  cet  arc.   l'axe  0.r  >>{   !.'< 

ordonnées  de  M  et  M'. 

Quelle  relation  simple  existe-t-il  entre  b  et  b'  ? 
Nitjc.i/)  2°  Désignant  par  .^  l'aire  OO'.MA,  .S'  l'aire  (»'MB.  y  étant  tou- 

jours l'ordonnée  du  point  M,  on  considère  le  rapport 


2.V 
C'est  une  lonclion  de  oc  dont  on  demande  d'étudier  la  varia- 
tion quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  chaînette. 
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Vérifier  que  cette  fonction  z  s'annule  pour  une  seule  valeur  de  x  comprise  entre  1  et  2. 
Trouver  l'ordonnée  y  du  point  M  pour  lequel  z  est  minimum. 

3°  Trouver  la  valeur  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  représentant  la  fonction  j  et  son  asymptote  et 
située  dans  la  région  positive  des  abscisses. 

Mécanique . 
2621 .  —  On  donne  dans  le  plan  xOy  deux  barres  rectjlignes  sans  masse,  OA  et  AB,  de  même  longueur  2a. 
La  barre  OA  est  astreinte  à  tourner  autour  de  son  extrémité  0.  La  barre  AB  est  articulée  en  A  avec  la 
barre  OA  et  son  extrémité  B  est  astreinte  à  décrire  sans  frottement  la  droite  Occ. 

On  applique  aux  milieux  C  et  D  de  OA  et  AB  des  forces  données  situées  dans  le  plan  xOy  et  dont  les  com- 
posantes sur  Ox  et  Oy  sont  (Pi,  Qi)  et  (P2,  Qa). 

On  demande  de  calculer  l'angle    KOx  —  ce,     qui  définit  la  configuration  d'équilibre  du  système^  ainsi  que 
les  forces  de  liaison,  à  savoir  : 
la  réaction  X,  Y  de  OA  sur  AB,  la  réaction  X»,  Yo  de  l'articulation  0,          la  réaction  N  de  la  droite  Ox. 

2°  On  trouve  que  l'angle  <o  est  donné  par  sa  tangente 

tg  ©  =  fonction  de  (Pi,  Qi,  Pg,  Q2). 
Se  servir  de  cette  relation  pour  construire  graphiquement  la  position 
d'équilibre  du  système,   pour  indiquer  les   constructions  à  faire   pour 
achever  le  problème  et  trouver  sur  la  figure  les  forces  inconnues. 

3°  Faire  l'application  des  formules  générales  trouvées  dans  la  pre- 
mière partie  aux  deux  cas  particuliers  suivants  : 

Les  forces  données  sont  égales  et  symétriques  par  rapport  à  l'ordon- 
née du  point  A  :  Pi  =  —  Pg  =  P,  Qi  =  Q2  =  Q  ; 
les  forces  données  forment  un  couple  :           Pi  =  —  P2  =  P,           Qi  =  —  Q2  =  Q. 

Calcul  trigonoméirique  (tables  centésimales*. 
On  donne  les  angles  a,  b,  c,  exprimes  en  yrades  (y)  : 

a  =  179',  722,  b  =r  120t,558,, 

Désignant  par  p  la  quantité    p  := 


=  79ï,7':0. 


on  calculera 


1"   La  quantité 


_     /sin  (p  -  g)  sin  {p  —  b)  sin  (p  —  c) 

V  sin  p 

2»  les  angles  A,  B,  C,  P,  compris  entre  0  et  200  grades,  définis  par  les  formules 

\  r  .  B  r  C 

tang  -—  =  - 


tang  —  = 


«) 


^""^4"^    sinip-b) 


sin  (p  —  c) 


tang 


4  =  v/ 


tang 


tang 


p  —  a 


tang 


tang 


P  —  c 


Vérification  numérique  des  calculs  :  Les  valeurs  numériques  de  A,  B,  C,  P  doivent  satisfaire  ;\  l'égalité 

A  -h  B  4-  C  —  2P  =  200  grades. 

Épure, 
'  Sphère  et  cylindre. 
2622  .—Cadre    26'^'"X  40'"" . 
Coordonnées  comptées  à  partir  de  l'angle  supérieur  gauciie  du  cadre  en  millimètres  : 

^  Splûre  :  Centre  S     [s'  {x  =  130,     y  =  100),     s(x  =  130.     y  —  300)].     Hayon  =  80. 

Cylindre  de  révolution  :  Axe  AU  dans  le  plan  de  front  de  S;  u'u'  parallèle  à  la 
bissectrice  extérieure  de  XOY  et  coupant  Os'  entre  0  et  s'.  Distance  de  s'  à  a'u'  =  40. 
Rayon  de  la  section  droite  =  40. 

Représenter  la  sphère  entaillée  par  le  cylindre.  Le  solide  ainsi  défini  est  éclairé 
par  des  rayons  lumineux  parallèles,  de  front.  La  direction  et  le  sens  de  leurs  projec- 
tions verticales  sont  ceux  de  la  demi-iroito  0/'  bissectrice  intérieure  de  l'angle  XOY 
Épure  à  l'encre,  en  noir.  Les  surfaces  vues  et  dans  l'ombre  seront  lavées  à  teint,, 
plate  ou  couvertes  de  hachures. 

Constructions  en  rouge.  Tangentes  en  un  point  quelconque  et  aux  points  remar 
quables. 

Titre  en  capitales  droites  :  sphère  entaillée. 
Nom  et  numéro  hors  du  cadre  en  haut  et  à  gauche.  A  l'épure  devra  être  jointe 
une  note  indiquant,  sans  spécifier  le  détail  des  constructions  effectuées,  la  méthode  adoptée  pour  la  détermina- 
tion des  points  et  tangentes. 
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Physique. 
Trois  tiges,    A,  B,  C,   de  même  longueur  /q  à  0",   prennent  appni  sur  le  plan   horizontal  P  et 
coulissent  librement  dans  des  glissières  verticales  forées  dans  un  bloc  B/  d'une  substance 
de  dilatabilité  négligeable;  les  axes  de  ces  glissières  forment  les  trois  arêtes  d'un  prisme 
dont  la  st'clion  horizontale  est  un  triangle  rectangle  isocèle,  d'hypoténuse  égale  à  'i. 

Les  extiéniités  supérieures  des  trois  tiges  sont  taillées  eu  pointes  aiguës  et  supportent 
un  miroir  plan  M  ;  l'ensembli-  l'st  plongé  dans  un  bain  lurmé  d'un  liquide  à  point  d  ebul- 
lition  élevé. 

Une  lentille  convergente  L,  d'axe  optique  vertical,  est  disposée  au-dessus  du  liquide, 
et  la  distance  de  la  lentille  au  miroir  est  négligeable  devant  la  distance  focale  /. 

Un  point  lumineux.  S,  est  disposé  sur  l'axe  optique  de  la  lentille  de  telle  sorte  que 
l'image  S'  vienne  coïncider  avt-c  S  à  la  température  de  O». 

10  Les  deux  tiges  A  et  B  étant  en  aluminium,  la  tige  C  en  fer,  et,  l'appait'il  étant 
réglé  ;\  0°,  on  élève  à  100»  la  température  du  bain  liquide. 

Déterminer  la  nouvelle  position  de  l'image  S'  dans  le  plan  horizontal  passant  par  S 
par  rapport  aux  deux  axes  Sx  et  Sy  respectivement  parallèles  à  BC  et  AB  (confondre  les 
sirms  et  les  tangentes  avec  leurs  arcs). 

2"   La   tige  A  étant  en  aliiiiiinium,  B  en  fer,   C   en  fonte  blanche,   l'appareil    rst  à 

I  j        |t  nouveau  réglé  à  0°,  puis  on  porte  lentement  à  200i>  la  température  du  bain   liquide.  Le 

point  S'  décrit  une  trajectoire  dont  on  demande  de  trouver  l'équation  en  faisant  l'appro- 
ximation suivante:  le  déplacement  de  l'image  S'  par  rapport  au  point  S  peut  être  consi- 
'  déré  conmie  étant,  à  chaque  instant,  la  somme  géométrique  des  déplacements  de  S'  qui 
correspondraient  à  des  rotations  convenablement  choisies  du  miroir  autour  d'axes  paral- 
lèles à  Sic  et  Si/. 

Calculer  la  position  des  points  de  la  courbe  correspondant  aux  températures  de  50" 
100",  150»  et  200»;  en  déduire  le  dessin  de  la  courbe  à  l'échelle. 
Données:     /o  =  12"».5      /=150"",      a  =  i"",5. 
Longueur  des  tiges  métalliques  entre  Oo  et  200o  : 

It  =  lo(i  -Hat -h  fit*)    {'.  température  centésimale) 

a 


-4-  7 

.  10-». 

■+■  1 

.  10-» 

-n 

10» 

p 

Aluminium +  23,îj  .  10* 

Fer    .   . -1-11.5  .  lO"' 

Fonte  blanche -♦-    9,5  .  lO"» 

On  admettra  que  l'indice  du  liquide,  entre  oo  et  200».  reste  constant  et  égal  à  ^2. 
Les  candidats  étaient  autorisés  à  se  servir  des  tables  de  logarithmes. 

Chimie. 
2624.  —  On  chauffe  du   mispickel,  FeAsS,  dans  un  tube  parcouru   par  un   courant  d'air  assez  lent.  On 
constate  que  l'un  des  composants  se  sublime  et  qu.-  le  sublimé  tst  partiellement  oxydé.   On  recueille  le 
mélange  A  ainsi  sublimé.  En  même  temps,  il  se  produit  un  gaz  B.  Lorsque  toutes  les  réactions  sont  achevées, 

il  reste  un  résidu  C. 

Sublimé  A.  —  Le  sublimé  est  traité  par  de  l'eau  acidiiléi'  par  l'acide  chlorhydriciue.  On  fait  bouillir:  une 
partie  reste  insoluble.  A  la  solution  chlorhydrique  <.n  ajoute  du  zinc  :  des  gaz  se  dégagent.  Quelles  sont  les 
propriétés  de  celui  dont  la  présence  est  liéi-  aux  réactions  précédentes?  La  partie  insoluble  est  traitée  par 
l'acide  nitriiiue.  Après  evaponition  de  l'excès  d'acide,  on  reprend  par  l'eau  et  aj.mte  du  nitrate  d'argent  :  il  se 
fait  un  précipité.  Pur  ((uoi  est-il  formé '/ 

(!az  fl.  —  Le  gaz  résultant  de  l'oxydation  du  mis(tickel  est  recueilli  dans  une  solution  de  soude  qui  fsl 
ainsi  exactement  neutralisée.  On  ajoute  du  soufre  à  cette  liqueur  et  on  fait  bouillir.  Après  refroidissement,  on 
traite  |)ar  une  li(jue,ur  d'iode  conh-nanl  12», 7  de  cet  élément  par  litre.  On  constate  que  30' "',7  de  celte  liqueur 
sont  décolorés.  U»»'ll»'  éUit  la  (juaulilé  de  mispickel  mise  en  expéri.-nce  (ne  pas  donner  de  chiflre  inférieur  au 
milligramme)? 

Que  serait-il  arrivé  si,  au  lieu  il'employer  une  liqu.ur  d'iode,  on  avait  fait  usige  il'une  solution  de  chlorure 

ferri(|ue  ? 

Résidu  C.  —  Le  résidu  est  chaufté  fortenjenl  en  présence  d'hydrogène.  Kludier  la  réaction. 
Poids  atonuques  :         Ke  =  56,        As  =  75,        S  =  32,         l  =   127.         O  =  16.         Na  =  23. 
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NOTE  SUR  LA  THÉORIE  DES  MOMENTS 

par    M.    Ad.    Mineur,    professeur    à    l'Université    de    Bruxelles. 


1.  Trièdre  coordonné.  —  On  adopte  pour  trièdre  coordonné  un  trièdre  trirectangle  positif  Oxyz. 
Chacun  des  axes  coordonnés  est  donc  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  axes  et  un  observateur 
traversé  des  pieds  à  la  tête  par  l'axe  z  et  tourné  vers  l'axe  x  a  l'axe  y  à  sa  droite. 

2.  Vecteur  directeur  d'un  axe.  —  Le  vecteur  directeur  d'un  axe  est  un  vecteur  de  valeur  algé- 
brique -+- 1  compté  sur  cet  axe.  Des  axes  équipoUents  ont  des  vecteurs  directeurs  équipollents.  On 
désigne  par  1„  le  vecteur  directeur  de  l'axe  u  et  de  tout  axe  équipoUent  à  l'axe  u. 

3.  Forme  coordonnée  d'un  vecteur.  —  On  désigne  par  a^,  Uy,  â^  les  projections  orthogonales  du 
vecteur  a  sur  les  axes  coordonnés.  Si  a,,  a,j,  a.  sont  leurs  valeurs  algébriques  et  si  F,,  T^,  T.  sont  les 
vecteurs  directeurs  des  axes  coordonnées, 

a,r  =  ttj^ir,  a,j  =  a.fiy,  a.  =  a-T- 

et 

a  =  ajj,  +  a,jiy  ■+■  aj:;. 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équipoUence  est  la  forme  coordonnée  du  vecteur  a  dans  le 
trièdre  coordonné  Oxyz  et  elle  ne  change  pas  quand  on  remplace  le  vecteur  a  par  un  vecteur  équi- 
poUent. 

N.  B.  —  Il  convient  d'observer  que  les  indices  x,  y,  z  ont  des  signiGcations  différentes  dans 
Oj,  a,j,  a.     et    ï.,,  ly,T;. 

4.  Moment  ou  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs.  —  Soient 

aÂx  -+-  a<~^y  H-  o-Jz  et  é,X  +  i^^Jv  "+"  ^-^: 

les  formes  coordonnées  des  vecteurs    a,  b    ou  des  vecteurs  équipollents  aux  vecteurs   a,  ô! 
En  développant  le  déterminant 


1. 

i. 

1  = 

a.i 

«V 

Oz 

i', 

o„ 

b.. 

par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne,  on  obtient  la  forme  coordonnée 

(Oyô,  —  a.h,)i^  -f-  (a,6^  —  a^b.^'\,j  -h  {aj).,  —  a,jb,)T, 
d'un  ensemble  de  vecteurs  tous  équipollents  entre  eux.  Chacun  de  ces  nouveaux  vecteurs  se  représente 
par    Moab    et  s'appelle  le  moment  ou  produit  vectoriel  des  vecteurs    à,  b    ou  des  vecteurs  équipollents 
aux  vecteurs   a,  b. 

5.  Théorème.  —  Si  on  construit  les  vecteurs 

OÂ  =  â,  UÏÏ  =  F,  ÛU  =  Jihab, 

le  vecteur   OC    est  perpendiculaire  au  plan    OAB,    la  longueur  de  ce  vecteur  est  cyale  u  deux  fuis  l'airc  du 
triangle  OAB  et  le  trièdre  OABC  est  positif. 


i!90 
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Les  coordonnées  dos  points  A,  U,  C  dan-  le  Irirdre  Oxijz  sont 

n,,  .  .  .  ;  h ;  a,jb.  —  aj),^^  . .  . 

Il  en  résulte  qu'on  a  iJcnliquemenl 

la,{n.J),  —  aj),^)  =  il,  )Lb,{a„h.,  —  a,bj  =  0  ; 

le  vecLeur  ÛC  est  donc  perpendiculaire  aux  vecteurs  UA,  OU  et  ainsi,  au  plan  OAIL 
Le  Ihéorèuie  sera  démontré  si  un  prouve  qu'on  a,  en  grandeur  cl  en  signe, 

1  î 

volume  tétraèdre  OABC  =  -— UC  • 

D 

Or  lo  volume  du  tétraèdre  OABC  est 


0 

0 

0 

1 

"^ 

0, 

Oi 

1 

hr 

^.v 

0.. 

1 

a,Ji.  —  a.Ji,, 

O-hr- 

—  n 

'': 

flj./;., 

—  a,Jf^ 

! 

ou 


i-I(a,A  -flA)^=-^OCV 


6.  Corollaire.  —  La  définition  du  moment  de  deux  vecteurs  ne  dépend  pas  du  tr.èdre  coordonné. 

7.  Propriétés  de  A\yïh.  —  Il  résulte  immédiatement  des  propriétés  des  déterminants  qu'on  a  : 

1"  Mal  =  0 

pour     a  =  0,     pour     b  =  0     et  si  les  ligues  d'action  des  recteurs  (i,  0  sont  purallrles  ; 

±>  .W,ai{i^  =  _  .n.7A  ; 

;}"  a  cl  ^  élanl  des  nombres  nlrjébriques, 

M'xïi .  'pb  =  a^lL(76  ; 

8.  Moment  d'un  vectsur  en  un  point.  —  Le  nioniont  du  vecteur   Ah    au  [)oint   0    est  le  vecteur 
t-ltUX  r7l{  appliqué  au  point  O.  On  le  représente  par  c1\ioAlL 

9.  Théorème.  —   le  dis  tju'ou  n 

.W-uAlT  =  .U>UÂ  ÂB. 
En  ellt'l, 

jv,o.\ïï=  .iiôA.ôIIs  cW-nÂfOX-hÂH)  =  .ib(JÂ.ôÂ4-.M)0Â.ÂF. 

Mais 

.MOA.UÂ  =  0 
et  il  lesle 

.ii„aB  =  .n.riA.ÂM. 

10.  Si    r,  7,  :    et    \,  V,  /    s<»nl  les  courdoimées  du  point    A   et  lea  valeurs  algébriques  des  pro- 
jections coordonnées  de  vecteur  AU,  on  a 

J-  .7 

\  Y  Z 

En  posant 

.n.,,An  =  LT,  -+-  MT,  -h  NT, 
L  =  ,/Z  —  :Y,  M  =  :X  —  xZ,  N  =   /Y  -  y\ . 

11.  Moments  coordonnés  d'un  vecteur.  —  Les  vecteurs 

LX  =  (y/  —  :Y;T,,  iMT,,.  =  (:X  —  .rZ)T.„  NU  =  (tY  -  f/X)T, 

.sont  les  projections  orthogonales  de    .ll.oÂlT  Mir  les  axes  coordonnes  ;  on  les  appelle  les  moments 
cooidounôâ  du  vecteur    AU    dans  le  trièdrc    0/»/:  et  (u>  les  représente  par    .fl  ,Âir,  J*»vÂÏÏ^   .M..XTr. 


Mn.\n  =  .iioA.Âi; 


on  a 
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12.  Théorème.  —  Si  A'B'  est  la  projection  du  vecteur  AB  svr  le  plan  xy,  on  a 

JboA'B'  =  MM. 


En  effet 


1, 

Iv 

i;, 

X 

y 

0 

=  (xY  - 

-VX)1,=:N1  = 

X 

Y 

0 

Ah.xa. 


13.  Momejit  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  axe.  —  11  résulte  de  la  propriété  précédente  que 
Jb.Ali  ne  dépend  ni  des  directions  des  axes  x,  y,  ni  de  la  position  du  point  0  sur  l'axe  z.  A  cause  de 
cela  on  l'appelle  le  moment  du  vecteur  AB  par  rapport  à  l'axe  z.  On  voit  ainsi  que  le  moment  d'un 
vecteur  par  rapport  à  un  axe  est  la  projection  orthogonale  sur  cet  axe  du  moment  du  vecteur  en  un 
point  quelconque  de  l'axe. 
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Concours  de  1921. 

2520.  —  Une  fonction  de  la  variable  réelle  x  est  représentée  parla  série 
„    ^                sin2a/  —  .x\^                sin  naf  —  x  \" 
y=-.fix)  =  x ^[—-J —[lûra)--^ 

■K 

où  a  est  une  constante  donnée  comprise  entre  zéro  et    -\-  —• 

1°  Montrer  que  la  série  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

2°  Former  les  séries  qui  représentent  les  dérivées  y'  et  y" ;  montrer  que  la  fonction  y  vérifie  une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  constants. 

3°  Former  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle;  puis  reconnaître,  parmi  les  fondions 
quelle  contient^  celle  dont  l'expression  (1)  re-présenle  le  développement  en  série. 

Par  quelle  transformation  peut-on  passer  de  la  courbe  représentant  les  variations  de  la  fonction 
y  =  /"(.r)     à  l'une  quelconque  de  celles  qui  correspondent  à  l'intégrale  générale  ? 

4°  Construire  la  courbe     y  =  /"(x).     Montrer  qu'elle  a  une  infinité  de  points  de  contact  avec  la  courbe 

y  =  e-a;cotga. 

5°  Evaluer  l'aire  comprise  entre  les  arcs  de  ces  deux  courbes  limités  à  deux  points  de  contact  consé- 
cutifs. 

Soient  Xo,  y^  les  coordonnées  de  l'un  des  points  de  contact.  Calculer  l'aire  comprise,  à  partir  de  ce  point, 
entre  les  deux  courbes  et  la  droite  parallèle  à  Oy  qui  a  pour  abscisse     a;>>  ar^. 

Que  devient  celte  aire  quand  .v  croît  indéfiniment  ? 

X 

1.  Dans  la  série  proposée,  nous  posons     -: =  z,     et  nous  obtenons 

*  sm  a 

Z  sin  a  —  sin  2a  ^7  -+-  sin  -ia-^^- ...  ±  sin  na  -^zp  ...  ; 

zl  o.  n. 

le  terme  général  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que  le  terme  général  de  la  série  e' ;  la  série  donni'e 

est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  z  ou  de  x. 

2.  Les  séries  y'  et  y"  sont 

sinisa           sin  .'kz   x-                 ,      .       sin  na      x""' 
■^,'  —-  \ ^j.  _^ ,     — / —  ]  \" , 

^  sin- a  siu' u    i!        '  *       ^  sin"  a   lu— 1)!  ' 


202  ÉCOLt;  l'OLYTECHNIQUE 


—  si n  2/1         sin  3«  ,      ,,_   sin  nn 


sin'' a  sin' a  siu"  a    (« — 2)1 

Formons  la  série     \y"  -+-  Bi/'-f-Cj/,     A,  U,  C  étant  des  constantes,  et  écrivons  qu'elle  est  identique- 
ment nulle;  nous  aurons  d'abord 

sin  'i<i                        .    sin  '.ia       ,^  sin  2/i 
B— A =3  0,  A  ^— B^ h(:  =  (>, 

siu-  a  sur  a  sur  (t 

pour  les  deux  premiers  termes,  et 

—  (— 1)"  /  A  8in  (n -4-2)n        Bsin(n-+-l)a        ^  ^'"  *"' \  _  n 
n!        \        sitr'^^^a  sin"  "'a  siii"«     / 

pour  le  terme  en  x".  La  première  donne    A  =  sin^  a,     B  =  sin  2a.     [.a  seconde  donne  ensuite 
sin- 2a         sin  3^/         sin- :2a  —  sin  3a  sin  a 

C  =   —r- : =   — 

sin^  a         sma  sur  a 

5  siii-  î>n  —  2  sin  Ha  sin  n         1  —  rns  an  —  cns  n  -»-  COS  4a 


2  sin^  a  2  sm-  « 

Les  trois  valeurs  de  A,  B,  C  sont  donc     A  =  sin*  a,     B  =  sin  2a,     C  =  1 . 

Portons-les  dans  la  relation  générale;  nous  aurons  à  vérilicr  que 

.     ,  ,  sin  2a  sin  (u  -\-i)a 

sm  (n  -f-  2)a -. h  sin  na  =  0; 

sm  a 

or,  sin  (n  -+-  2)a  -+-  sin  ua  =  2  sin  (n  -j-  1  )a  cos  a  ; 

c'est  justement  la  valeur  du  second  terme,  ce  (pii  montre  fjue  la  relation  est  vérifiée. 

Nous  voyons  donc  que  la  fonction  y  satisfait  à  i'éfiualion  dillérentielle  linéaire  du  second  ordre  sans 

second  nombre 

sin-  a  y"  -+-  sin  2a  y'  H-  7  =  0. 

3.  L"é(|ualion  caractéristique  do  cette  équation  diiïérentielle  est    r*  sin- a -h  2 cos  a. r  sin  a -4-  1=0; 
elle  donne  7*  sin  a  =  —  cos  a  ±  t  sin  a, 

et  les  deux  i'onctions  l'ondamentales  sont 

g— Tcotn  — iT  g— xcoUi  +  iJ  • 

en  les  ajoutant  et  retranchant,  nous  formons  les  deux  i'onctions    e--^*»'"  cos  x,    «-"oi"  siu  x,     et  l'inté- 
grale générale  est 

e-rcota^Q  cos  X  -+■  C  sin  x) . 

Or  la  fonction     y  = /"(x),     qui  nous  est  donnée  au  début,  satisfait  aux  deux  conditions    f\0)  =  0, 
/'(O)  =  1  ;     donc    G  =  0,     C  =  1,     et  la  fonction  /"(.r)  a  pour  valeur 

y  =  e-^cot'i  sin  X. 
Pour  passer  de  la  courbe  C  (pii  représente  cette  fonction  à  l'une  de  celles  qui  représentent  les  inté- 
grales quelconques,  nous  posons 

C  =  A  cos  a,  C  =  A  sin  a, 

ce  (|ui  nous  donne  A  =  ^(l*  -\-  L'* 

G  G' 

et  cos  a  =  •<  sm  «  = 


v/G«-+-G'»  »/C»TC'» 

L'intégrale  générale,  Y,  devient  alors 

Y  =  Ae-'^cota  sin  (x  -+-  a). 
Posons  maintenant    x-h  a  =  x';     nous  aurons 

Y  =  Ac-(*'-»)f"i"sin  x'=  Kc--^''"»'"  sin  x'. 
Nous  j)asserons  donc  de  la  courbe  y  à  la  courbe  Y,  en  ciïectuant  la  translation     —  a     le  lonir  de 
Ox,  puis  on  dilatant  les  ordonnées  dans  le  rapport    K  (allinilé  ayant  pour  axe  Ox). 

4.  Pour  coiislruire  la  courbe     y  =  /(x),     nous  construisons  d'abord  la  sinusoïde    1/  =  sin  x,     puis 
la  courbe  exponentielle    y  =  e  •"^^^•\    ot  nous  multiplions  à  chaque  instant  l'ordonnée  de  la  sinusoïde 
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par  le  nombre,  plus  petit  que  1  et  rapidement  décroissant,  qui  représente  l'ordonnée  de  l'exponentielle. 
Nous  obtenons  une  courbe  (G)  qui  a  une  infinité  d'arches  comme  la  sinusoïde,  mais  de  plus  en  plus 
aplaties  et  qui  a,  en  commun  avec  celle-ci,  tous  les  points  qui  correspondent  à    sin  a;  =  1,     c'est-à-dire 


+  2^, 


^  +  4., 


hSA-TT, 


les  points  d'abscisses     — > 

2  2 

En  ces  points,  la  dérivée  se  réduit  à  la  dérivée  de  e-''cot«^  ce  qui  montre  que  la  courbe  (C)  y 
touche  la  courbe  exponentielle. 

5.  Pour  évaluer  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  depuis  le  premier  point  de  contact  au  second, 

par  exemple,  il  faut  évaluer  l'aire  comprise  entre   les 

deux  ordonnées  x,,  =  — »  x,  = h2-  =  — , 

2  2  "2. 

l'axe  des  a;,  chacune  des  courbes  et  retrancher  l'aire  de 
'a  courbe  (C)  de  l'aire  de  la  courbe  r  (Y  =  e-^cot»)^ 
Cela  est  évident  si  on  se  reporte  à  la  définition  de  l'inté- 
grale définie  et  aux  conventions  de  signes  relatives  aux 
aires  et  qui  en  découlent.  Cette  aire  est  donc 

J'e-^coindx  —  /    'e-xcota  sin  xdx. 

Chacune  des  intégrales  indéfinies  se  calcule  facilement  :  la  première  est  immédiate;  la  seconde 
s'associe  à  l'intégrale  /e-^cot«  cqs  xdx  et  s'obtient  facilement  aussi,  en  intégrant  par  parties.  Mais  il 
vaut  mieux  chercher  d'un  seul  coup  une  primitive  de  la  fonction 

g-a:cota(l  _   gjn  x) 

qui  soit  de  la  forme 

g-a:cota(X  sin  X  -h  (Jt  COS  X  -\-  v), 

X,  (Ji  et  V  étant  des  constantes.  Il  n'y  a  qu'à  dériver  cette  dernière  fonction,  ce  qui  donne 

g-xco\ari  COS  X  —  fJL  sin  X  —  cot  a(X  sin  .r  H-  \j.  cos  x  -h  v)], 
et  identifier.  Ceci  donne 

—  V  cot  a  =  1 ,  fx  -h  >>  cot  a  =  1 ,  >^  —  (x  cot  a  =  0, 

puis  v=  —  tga,  X  =  (Ji  cot  a,  (ji  =  sin^  a,  X  =  sinacosa. 

L'intégrale  indéfinie  est  donc 

g-xcota^sin  a  cos  asinx  -+■  sin^  a  cos  x  —  tg  a). 
Pour  Xq  et  j:,,     sin  x  =  i,    cos  a:  =  0;     l'aire  A  est  donc  égale  à 

(sin  a  cos  a  —  tg  a)  (g-a^icota  _  g-ar„cot«j  j 


comme 


a^o  =  -^  +  2/ir,     x,  =  -^  -4-  S/iT  +  271, 


nous  avons  A  =  (sin  a  cos  a — tg  a)e    v-      'v*^°  "(g-s^cota  —  j). 

Il  est  visible  que  celte  aire  lend  vers  0,  quand  h  augmente  indéfiniment. 

Quant  à  l'aire  comprise  entre  Xg   et  une  ordonnée  quelconque    x  >  Xg    qui  grandit  indéfiniment, 
elle  se  réduit  à  la  limite  à 

(tg  a  —  sin  a  ces  a)  e-^»'^"'", 
car  la  partie  qui  contient  x  tend  vers  0. 

Il  est  bon  de  faire  remarquer  que  nous  n'avons  figuré  que  la  partie  de  la  courbe  qui  s'étend  à  droite 
Ae  Oy . 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Chjrol;  C.  Dblyoye  ;  A,  Hutinel,  à  Cannes;  G.  Lach,  h  Douai:  M.,  à  r.iiéret  ;  Maurice  Monskau 
lycôe  de  Hrest;  G.  l\.,k  Paris;  Léopold  Sutke,  h  Rennes. 
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2521.  —  Sur  un  jAan  Jiorizontal  repose  sans  jruUcment,  par  un  prAnl  de  sa  surface  courbe, 
une  (Ictni-sfilière  de  p(Àds    P,    de  centre   O,    de  rayon   R,    solide.  homor]ène,  de  sorte  que  son  centre 

3 

de  qnwUé    G    est  à  la  distance     00  =  -5  R     du  centre.    En   deux  painls    A    et    \      nuinpiés   sur   le 

(frand  cercle,  aux  extrihnités  d'un  diamètre.   so/W  appliquées  des  forces  F  et  V"  égales  à  P.  de  sens 
contraires  et  parallèles  à  une  droite  donnée   A    qui  fait  rantjle    1    avec  le  jdan  horizontal. 

Quelles  sont,   dans  les  positions  d'équllihrr   : 

1°  la  direction  du  jihui    AGA', 

2°  la  valeur    0    <le  l'anijle  de    Ofi    (tvec  la  verticale   descendante  ? 

1°  Supposons  la  domi-sphère  en  équilibre  sous  l'aclion  du  couple  (F,  F),  de  son  poids  P  cl  do  la 
réaction  0  du  plan  horizontal.  Comme  il  n'y  a  pas  de  frottement,  celte  force  Q  est  normale  au  plan 
au  point  de  contact  T  de  la  demi-sphère,  et  par  suite,  elle  passe  par  le  centre  0. 

La  somme  des  projections  de  ces  quatre  forces  sur  un  axe  quelconque  doit  être  nulle,  donc  P  et  0 
forment  un  couple. 

Pour  que  les  deux  couples  (F,  F')  et  fl\  0)  se  fassent  é(juilihre,  il  faut  que  leurs  axes  soient 
opposés,  et  par  suite  que  leurs  plans  soient  i)arallèles.  Or  ces  plans  passent  Ions  deux  par  le  point  0  ; 
donc  les  plans  des  couples  doivent  être  confondus,  et  ceci  montre  que  le  plan  AGA'  doil  être  vertical 
et  parallèle  à  A. 

2"  Nous  prendrons  ce  plan  comme  plan  de  la  (igure,  et  nous  exprimerons  que  les  axes  des  couples 
sont  opposés.  Comme  les  forces  des  deux  couples  sont  égales,  il  suffira  d'écrire  (jue  les  bras  de  levier 
sont  égaux  et  que  les  couples  ont  des  sens  rie  rotalion  opposés.  Nous  abaissons  A'II  perpendiculaire 
sur  AF,  et  GI  sur  Q,  et  nous  devons  avoir  A'II  =  (îl.  De  plus,  il  faut  comparer  les  sens  des  forces, 
et  pour  cela,  examiner  tous  les  cas  de  ligure  i)ossibIes. 

Comme  on  peut  toujours  sujiposer  que  les  angles  a  et  0  sont  aigus,  on  voit  aisément  (|iril  y  a  trois 
cas  de  figure  possibles. 

Dans  tous  les  cas,  on  a     GI  =  OG  sin  0  =  -  M  sin'i, 

Dans  la  ligure  1,  on  a     A'H  =  2H  sin(a  — '0  ;     on  en  tire 

3 


:.>llsin(a  — 0)  =  —RsinO, 
o 


d'où 

qui  détermine  l'angle  0. 


IgO 


H)  sin  a 


H\  cos  a  -+-  3 


Fig.  1. 


Dans  la  ligure  2,     A'II  =  iU  sin  (  "  —  7\ 


et  tg  0  = 


m  cos  a  —  '.\ 
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Fig.  3. 


cette  valeur  n'est  acceptable  (lue  si     r os  a  >  — 


Enfin,  dans  la  figure  3, 
A'H  =  2llsin(0  + a),  ft 


valeur  acccptiible  si     cosa<-— - 


liïO 


10  sin  a 


'.i  —  llicos  a 


On  a  donc  toujouis  deux  positions  d'équilibre. 
iN  -B    —  Les  solutions  que  nous  avons  reçues  sont  incomplètes. 


2522.   —  Le   mouvement  d'un  point    P    dana  un  ])}iin  est  défini,  au  moyen  d'un  [unyunètrc   u, 
par  les  trois  équations 


t  = 


1  —  u- 


Log  u, 


1 


^  =  -  Logu -, 


ou  Log  désigne  le  logaritlime  népérien,    t   le  temps,    x  et  y   les  coordonnées  du  mobile  P  par  rapport      ' 
à  deux  axes  rectangulaires   Ox   et   Oy    du  plan. 

1°  Figurer  In  trajectoire  (C)  et  l'hodographe  (II)  du  mouvement  ;  indigner  les  sens  de  par- 
cours ;  calculer,  en  fonction  de  u,  la  grandeur  de  la  vitesse,  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  0  de 
cette  iiitesse  avec    Ox. 

2°  La  masse  da  point  matériel    P    étaid  prise  pour  ujnlé,    trouver  la  force    F    qui  produit   le 

mouvement-  et  la  décomposer  en  deux  autres  forces  ;  l'une    V    parallèle  à    Oy,    l'autre   F"    tangente 
'I   (C). 

3°  Conclure  des  résultats  que  les  fonnules  (1)  peuveni,  avec  des  mutés  convenal)les,  repré- 
senter le  mouvement  d'un  point  pesant,  avec  frottement,  siw  un*  plan  incliné,  étant  entendu 
qu'entre  la  composante  normale  Q  de  la  réaction  du  plan  et  la  composante  tangentielle  F"  la  rela- 
tion est  F"  =  Q/,  /  étant  le  coefficient  de  frottement.  —  Quelle  relation  ces  formules  impli- 
quent-elles entre  f  et  l'a.i}gle   i  da  plan  incliné  avec  le  plan  horizoïdal? 

i 

Application.  —  On  donne  le  coefficient  de  frottement  /  = -^  ;  quelle  est  l'inclinaison  i  cor- 
respondante du  plan?  Sur  ce  plan,  l'accélération  de  la  pesanteur  étant  r/ =  981  (!.  0.  S.,  on  lance 
un   mobile    P    à  jmrlir  d'un  point    0,    à  l'origine  du  temps,  avec  une  vitesse  Ot\\  égale  à  T)0  C  G.  S., 

dirigée  vers  le  luiul  cl  faisant  l'angle    0,  =    ^-  avec  tes   hrrizantales   du   plan.    Donner  des  formules 

firoprcs  à  calculer  au  moyen   de    u^     le  temps    T    et  les  coordonnées    \    et    Y   du  point  P  en  unités 
C.  G.  S. 

1.  Los  fonctions  t.  x,  y  sont  dtMinies  et  continues  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  u,  et  elles 
ont  pour  dérivées 

dt  u^  -\-  \  dx  o       ,x  <^'/  "'  -  1 

= ,  =_(u2+l,  -f-  = 

du  u  du  du  2u 


Leurs  variations  sont  les  suivantes 
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0 

1 

-hœ 

-+-» 

\ 

0 

\ 

—  X 

0 

\ 

•4 

\ 

X 

—  00 

/ 

\ 

—    X 

et  on  en  déduit  la  forme  de  la  trajectoire  (C). 

Etudions  la  branche  infinie  qui  correspond  à  u   infini,  et  pour  cela 

cherchons  la  limite  de  ■^—\  nous  arons 

X 


ou,  en  divisant  haut  et  bas  par  u' 


1  w* 

7'-"-- 


1     Lu 


2      W 


Ouanil  M   croit  indéfiniment—^ — tend  vers  zéro,  et  -^    est  infini:  donc  la  branche  de  courbe  est 

parabolique  dans  la  direction  Oy. 

Quand  l  croit  de    — x     \\    h- x  ,     le  point  1*  décrit  sa  trajectoire  dans  le  sens  de  la  llèche. 
Les  coordonnées  d'un  point  do  l'hodograplio  sont 

dx  dx       du  ,,          .^         — u 

dl         du       dt  ^  ^     u-  -hi 


Y  —  -^  =  -^     —  = 
~  ~dt    ~    du        dt    ^ 

et  en  éliminant  u  on  a  l'équation  de  l'hodographc 


u'  —  l 


u*-! 


U'  -+-   i 


Y  = 


X»— ! 


Celle  ('quai ion  représente  une  parabole  syinélriquo  par  rapport  à  OY,  et  ayant  pour  sommet  le 

[xiinl     \  =  0,     Y  = ^• 

l/hodographc  (II)  ne  comprend  que  la  partie  de  cette  parabole  qui 
'  correspond  aux  valeurs  positives  de  u  ou  de  X.   Les  Mèches  indiquent  le 

sens  dans  lequel  lliodographe  est  décrit. 
Soit  V  la  vitesse,  nous  avons 


/  d.r  Y      /  dtf  Y        ,       /  M'  -  1  \=       (u^-  -4- 


ou 


1       dx 


iu 


D'autre  part,         cos  'i  =  —  .  — -—  =  — ^ 

'  V       dt  tt*  -h  i 


ii«-f-  1 


1        du  M»  —  1 

sm  0  =  —  .     ^    - 


V       dt         u'  -f- 1 
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2.  Les  projections  sur  les  axes  X,  Y  de  la  force  F  qui  produit  le  mouvement  sont 
d'x  du  u  du  u^ 

~    dl    ~  ~~  "  ~   '  ~ 


X  = 


dC-  dl  u-  -^-  \   '  '        "    dl  u^  H- 1 

D'autre  part,  en  projetant  les  forces  F'  et   F''   sur  Ox  et  sur  Oy,  on  obtient  les  deux  égalités 

F'  cos  0  =  X,  F"  sin  0  +  F'  =  Y  ; 


on  en  tire 
F'=      ^ 


4'  ^ 


F"sinO=  - 


1 


cos  6  w'-hl  tu  2  "         -----  1^2  _|_  I         <2       „2  _|_  i 

Ces  deux  forces  sont  constantes  et  égales,  et  F"  est  toujours  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse. 

3.  Considérons  un  point  pesant  P,  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  plan  incliné;  il  est  soumis  à 
l'action  de  son  poids  tt  et  de  la  réaction  du  plan.  Celle-ci  peut  se  décomposer  en  une  réaction  normale  Q 
et  en  une  réaction  taiigentielle  F',  située  dans  le  plan  incliné,  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  et 
égale  à  Q/. 

Décomposons  le  poids  r.  en  deux  forces,  l'une,  F,,  normale  au  plan,  l'autre, 
F',  dirigée  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

Nous  avons  F'  =  n  sin  i,  Fi  =  r.  cos  i.  Mais,  comme  le  point  P  se  déplace 
dans  le  plan  incliné,  on  doit  avoir  Fi  =  Q,  et,  par  suite,  Q  =  r  cos  i  ;  on  en 
déduit     F"  =  /:/■  cos  i. 

Pour  que  les  formules  (1)  puissent  représenter  ce  mouvement,  il  faut  qu'on 
ait    F'  =  F",     ou    T.  sin  i  =  tj/cos  i,     ou     tg  i  =  f.     Telle  est  la  relation  deman- 
dée  entre  i  et  /'.  Nous  la  supposerons  remplie. 
Nous  allons  montrer  maintenant  qu'on  peut  déterminer  les  constantes  X,   |ji,  a,   p,  0,  telles  que  les 
formules 

(2)        ^  =  -lL^4-)^.,  y=l('Lu-4-]+?,  ^=^f'~^' 


Lu 


\  3  y        '  "         \^  ~"        8  J  '  ''  '       ''  V      2 

représentent  le  mouvement  du  point  P  sur  le  plan  incliné. 

Nous  prendrons  comme  origine  des  coordonnées  la  position  initiale;  comme  axe  des  x  une 
horizontale  du  plan  incliné  ;  comme  axe  des  y  la  ligne  de  plus  grande  pente  dirigée  vers  le  haut;  nous 
nous  donnons  en  outre  la  vitesse  initiale  Vo  et  l'angle  90  qu'elle  fait  avec  l'axe  Ox, 

Nous  supposons  que  la  masse  du  point  P  est  égale  à  l,  ce  qui  revient  à  prendre    ~  =  g. 

En  faisant  les  mêmes  calculs  que  précédemment  sur  les  formules  (2),  nous  trouvons 


F'  =  F"  == 


P- 


Nous  devons  avoir 
(3) 


2À- 


2a^ 
r:  —  ^  sin  i, 


V  = 


ou 


2X"'' 


Il     u^-\-  l 


g  smi; 


EL 
dx 


u^  — l 
tu 


soit  Mp  la  valeur  de  u  correspondant  à  la  position  initiale:  nous  avons 
(4)  Ig  ?o  =  -^37—  . 


qui  définit  une  seule  valeur  positive  de  u^  ;   puis, 

(o)  Uo 


a  Ug-f-  1 


2 


et  enfin,  en  écrivant  que  x,  y,  t  sont  nuls  pour  Mq, 


Wo 


1 


0 


1-"^ 


-  Li/„H-0- 


(6)  0  =  -  \[v,  +  ^j-h  a,         0  =  \[-^  Ll/o ^  J4-  p, 

La  formule  (4)  nous  donne  u^\  (3)  et  (o)  nous  permettent  de  calculer  [l  et  >-.  Enfin,  les  formules 
(6)  nous  donnent  a,  p,  0. 
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1  11  - 

Application .   —  Si     f  ~  -r  '    on  a     Ig  i  =  -j- -    sin  t  =  — -•     Comme     oo  =  -— i    tg  o^,  =  1     et 

2  z  V   5  4 

u^  =  l  -}-/^-     Enfin     Ug  =  50,    g  =  981  ;     on  voit  que   À   et  fx  seront  déterminés  par  les  équations 


2X2  ^/g  X  2 

Bonnes  solutions  par  MM.  :  M.,  à  Guéret;  G.  R.,  à  Paris;  Léopold  Sutrk,  à  Rennes. 

. •♦« 

G1':0MÉTUÎE    AN  A  LYTIQUE 
2502.  —  On  considère  l'ellipsoide 

.; 
C 

et  l'hyperbo laide  à  une  nappe 


'/  2 


a-         b-         c- 

Par  un  point  M  de  Vhijperboloide  on  mène  le  plan  tangent,    l\    à  Thyperboloide . 

i°  Trouver  h  lieu  du  point  M,,  pôle  du  plan  V  par  rapport  à  l'ellipsoide,  quand  le  point  M  décrit 
V  hyper  boloide. 

2*  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  section  faite  par  le  plan  V  dans  Fellipsoide  et  le  lieu  de  la  polaire 
du  point  M  par  rapport  à  cette  conique. 

;{»  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  <  >M    avec  la  perpendiculaire  à  OM  abaissée  du  point  M, . 

Solution  sommaire.  — 1.  Soil  M  (a,  ?>,-,')  un  point  de  Ihyperboloïde;  le  plan  tangent  en  re 
point  est 

a-         b-         c* 
Soit    Ml  (x,,  j/,,  :,)  le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  rellipsoide;  le  plan  polaire  est 

a*  b*  c* 

En  identifiant  les  deux  plans,  nous  avons 

•Ti  =  a.     î/i  =  ?,     =1  =  —  ï; 
le  lieu  du  point  M,  est  l'hyperboloïde. 

2.  Le  centre  de  l'ellipse  de  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  tangent  en  M  est  sur  le  diamètre 

X        y         z 
conjugué  de  ce  plan,     —  =  —  =  —  • 

Lt!  lieu  s'obtient  en  éliminant    a,  ^,  y    entre  quatre  équations:  c'est  la  surface  du  quatrième  degré 

/x'     vi     'i^y  _  fl    v:    il 
\1F '^ 'F '^  7y  ~~  U ~^  T^  ~ T^' 

Elle  a  un  point  double  à  l'origine  et  contient  l'ellipse  principale  de  rhyporboloïdo. 

3.  La  polaire  du  point  M  par  rapport  à  Trllipsc  {e)  de  section  dans  l'ellipsoïde  est  l'intersection  du 
plan  tangent  en  M  avec  le  plan  polaire  de  M  par  rapport  h  l'ellipsoïde;  celte  droite  a  pour  équations 


=  0.     "+-|-i  =  o. 


Elle  décrit  le  plan  des  xi/. 
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4.  La  droite  OM  a  pour  équation 

X         y         2   _   1 

Le  plan  mené  par  Mj  perpendiculairement  à  OM  a  pour  équation 

a(x  -  a)  4-  p(y  -P)-h  •r(-  +  t)  =  0. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  s'obtient  en  éliminant  a,  ji,  y  entre  ces  trois  équations  et  la  relation 


a2  B2  y2 

a^         0^        c^ 


Ce  lieu  est 


Bonne  solution  :  M.  A.  Hutinel 


L.  BÊGUÉ,  à  Guebwiller. 
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2448.  —  1"  Devant  l'œil  supposé  réduit  à  son  cristallin  de  convergence  c  et  à  une  distance 
a  en  avant  de  celui-ci,  on  place  un  verre  de  lorgnon  L  d'une  convergence  de  x  dioptries.  Au 
travers  de  cette  lentille  L  et  suivant  son  axe  on  regarde  un  point  fixe  A  situé  à  la  distance  p  de 
L.    On  fait  alors  glisser  la  lentille    L    parallèlement  à  son  plan  d'une  petite  longueur  e.   On  deinande 

les  déplacements  apparents  linéaire  et  angulaire  de 
l'image  du  point  A  vue  par  l'œil  resté  immobile. 
Discuter  le  sens  du  déplacement. 

2°  On  se  propose  de  déterminer  la  convergence    x 
<-'->j^'  de  la  lentille  L.  A  cet  effet  on  utilise  un  collimateur  P 

J  et  une  lunette   astronomique  Q,    centrés  sur  le  même 

!"l"'î  axe  comme  l'indique  la  figure.  Dans  le  plan  focal  du 

]  t  I  Q*  '  collimateur  est  disposé  un  micromètre  au  k'^""  de  milli- 

*-;jr*  mètre. La  lunette  possède  un  réticule  formé  de  deux  fils 

•  parallèles  écartés  de  Z™""  et  la  lunette  est  réglée  pour  la 

vision  à  l'infini. 
Entre    P    et    Q,    et  sur  le  même  axe,   on  introduit  la  lentille   L.    On  demande  comment  il  faut 
placer  une  lentille  auxiliaire   R    entre  le  collimateur  et   la   lunette  pour   rétablir  la  vision   nette  du 
micromètre  sans  modifier  le  tirage  de  la  lunette. 

Ce  résultat  ayant  été  obtenu,  on  constate  que  n  divisions  du  micromètre  s'insèrent  entre  les  deux 
fils  du  réticule  de  la  lunette.  Déduire  de  ce  résultat  la  convergence  x  de  la  lentille  L,  les  conver- 
gences ou  distances  focales  du  collimateur,  de  l'objectif  de  la  lunette  et  de  la  lentille  auxiliaire  R 
étant  supposées  connues. 

Examinant  d'abord  le  cas  où  les  deux  lentilles  L  et  R  soid  convergentes,  on  discutera  ensuite 
les  cas  où.  l'une  des  deux  lentilles  ou  toutes  les  deux  seraient  divergentes. 

3"  Quel  serait,  dans  l'expérience  précédente,  l'effet  de  l'immersion  de  la  lentille  L  dans  une 
petite  cuve  à  faces  parallèles  renfermant  un  liquide  d'indice  N',  la  lentille  étant  faite  d'un  verre 
d'indice    N  ?    La  cuve  et  ses  parois  sont  supposées  infiniment  minces. 

4°  On  fait  tourner  la  lunette  Q  de  90°  par  rapport  à  sa  position  primitive  de  manière  à  la 
placer  en  Q'.  En  outre,  on  dispose  entre  V  et  L  une  lame  transparente  T  à  faces  parallèles  de 
manière  à  voir  dans  la  lunette  l'image  du  micromètre  provenant  du  faisceau  lumineux  réfléchi  sur 
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la  face  avant  de  L.  Homme  firérédemmcnt,  iiii  rétahlit  la  netteté  <le  iimaijc  du  micromètre  dans  la 
lunette  an  moyen  d'nne  lentille  auxiliaire  placée  en    R'. 

Montrer  comment  l'eapérience  permet  de  déterminer  le  raynn  de  courbure  de  la  face  avant  de  la 
lentille    \.    sur  hupielle  s'est  produite  la  réflexion.  Discuter. 

.\pplication  numérique  pour  la  question  2"   :     l  :=')""",     /»=.'),     n  =  H). 

Distance  focale  du  collimateur  :  lO"".  Distance  focale  de  l'objectif  de  la  lunette  :  25*"".  Conver- 

tjence  de  la  lentille    W    :    10   di(tptries. 

' Érule  nationale  supérieure  des  mines,  concours  de  lOCn  ) 

1.   Le   jiniiil      \     tlipiiiif  (liiiis   l.i    Initilli'    I,    iiti)'  iiii;ii:c    A'     ;i    une   (listjiiice    /;      Itlk'  cjui'   I  or»   ait 

_L_i_- 

p      v'  ~ 


À 


HiJ 


A" 


A'.    i\   son  l  iiir.    (Idiiiie,    d.iiis    r<i  il    sii|>|mis«'    rt'dnil    an    cris- 
tallin  n.  uni    iiiiaiic  rt'tiniciinc  à   une  «lislaïuc  ahsuluc    /)    du 


point    ()    telle  (jiie   l'on  ait 
('(|iiation   est   inutile. 


1  1 

— ; 1 — 7-    ^  <■.      mais  cette 

/)  -f-  rt  b 


Si   le  centre  oj)ti<|ne    I.    de  la   Icnlille  sc  drplace  d'une    (juanliti'     e     pour    venir    en     L  ,     l'iiuage 
se   fait   en     \"    et    paraît    df'phu  ('c   liiir.iiicinenl    de   la  (pianlilé    AA"    donnée   [lar   la    [)i(»|>orlion 

A^A"   _  _  ;/  -  ;j 
p  p 

d'où,    en    rcniplaçant     //     par   ^i    \alenr   lirco   de   la   première   é(pialion, 

px 


AA'  = 


1  -  px 


La    distance    /)     est    nécessidremenl    positive.    .Supposons   d'abord     x     [losilif.    Si    l'on    a      p<  — » 

c'est-à-dire   si    I,\   ( -i    inn'riem    à    la   dist.iiice   focale,     AA"     est    m'^'alif.    c'est    le   cas   de    la    (i^Mirc.    Si 

l'on    axait      /)  >>  —     l'imaire     \'     serait    rt'ellc   il    le  d('placenienl      \    \"     positif. 

Supposons   X   iK'jL'alir   :    A'.V",    dans   ce   cas.    est   l(>ujours  positif. 

f.e    di'pl.iccmetit     anirulaire    est     rej)n'scnlé    par  l'anjrle    a    sou.s  le(piel  on  Miil     \    \"    du  |H)int    U: 

A'A"  px 

X  = = c 

a  -hp  ;)-f-n(l  — px) 

Supposons    .;•    positif.    Si    l'on   .i      apx  <i  a  +  p.      a    est    népalif.   Si     r//;.r  >•  <; -f- /'•      '    <s|    positif.  Si 

erdin     tipx  =^  a  -\-p.     on  a 1 =  j-     et   I  imaf.re     \      tnndie  juste  en    O.     ce   cpii   e\pli<pie    facilc- 

p  a 

ment    les  deux  cas  pn'(  ('dents. 

Sup|tosons     .;•     ueLMtif    :      /     est    toujoius    pnsilif,    ,c    dont    il    est    ('iralemeiil      facile     de     se     rendre 

compte   (/   priori. 

2  le  micKimèlie  M)  doime  d.ins  le  inliimaleur  C  une  imai:e  à  l'infini.  La  lentille  L  en 
donne  une  Mou\elle  inia^:e,  \  H  ,  silui'e  à  son  l'oNcr-imaL'e,  l"a\e  secondaire  LB'  «''tant  |iarallèle  à  CR. 
La  lentille  \\  redonnera  une  imai.re  à  l'inlini  si  son  fo\«r-ol»jel  coïncide  en  \'  avec  le  foyer-ima^e  de  L. 
Alors   l'objectif    L'    d(    la    limette  domiera   ntii    imajje    A'ii'     telle  cpie    CM'    s(»il    parallèle   à     WW  . 

Ln   a[>pelaiil     /      ■!     /      les   distances   foiahs   des  lentilles     C     et      C'.',      .r'      la    coiner^eiu*'    de      H, 

jjn  V  1,1   hauteui    de  Limace    AH',    on  a  successivoiiicnt 

i-l  _  A'     {^^''^  \,^''^^\  -^ =  —  i/x    cl    yx'  =  —  — -1  d'où   x  =  -rr  -7-  x*. 

L'application   nuinériijiie  donne     j-=10. 


^'■ 


♦  B'    ♦ 

Si    la    lentille     L    <  si    dixerKenle   et     U    coiivergenlo,  linuigc  A'B'  est  à  gauche  de  L  cl  ne  pcul 
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se  trouver  au  foyer-objet  de    R    que  si  la  distance  focale  de   R   est  supérieure  à  celle  de   L. 

Si  la  lentille  L  est  convergente  et  R  divergente,  l'image  A'B'  doit  se  former  à  droite  de  R 
et  ne  peut  se  trouver  au  foyer-objet  de    R    que  si  la  distance  focale  de  R  est  inférieure  à  celle  de  L 

Enfin,  si  les  deux  lentilles  sont  divergentes,  il  n'y  a  pas  de  solution  car  l'image  A'B'  ne  peut  se 
trouver  à  la  fois  à  gauche  de  L  et  à  droite  de  R. 

3.  En  appliquant  successivement  aux  quatre  dioptres  constitués  par  les  faces  de  la  cuve  et  celles 

de  la  lentille  l'équation  générale  des  dioptres =  ',     on  trouve  aisément,  comme  équa- 

Pi        p.,  r 


tion  du  système, 

11  /  1  1  \  11  /  \  { 

^  =  _(N-N') -],  au  lieu  de  J.  _  _  =  _  (N  -  1)   -  - -i 

p         p  \  r         r'  J  P         P  \  '''         1 

Donc  la  nouvelle  convergence  est     x,  =  x. 

'         N  — 1 


4.  La  face  réfléchissante,  convexe  par  exemple,    domie  de   AB  une  image,    A'B',    située  au  milieu 

du  rayon  de  courbure    p   de   L  ;   A'B'    à  son  tour  se  reflète  en   ap   dans 

r"7  1^  lame    T   et    oc   devra  se  trouver  au  foyer-objet  de  la  lentille  R.',   ce  qui 

est  toujours  possible  si  la  face  L  est  convexe  et  la  lentille  R'  convcr- 
■^f~,^  gente,  à  la  condition  que  la  distance  focale  de  R'   soit  supérieure  à  LA'. 


K.  C'est  impossible  si  la  lentille    R'    est  divergente. 

Si  la  face  réfléchissante  est  concave  et  R'  convergente,  le  problème 
est  possible.  Si  R'  est  divergente,  c'est  possible  à  la  condition  que  la  dis- 
tance focale  du  miroir  soit  supérieure  à  celle  de  la  lentille. 

Le   calcul   ne    diffère  du  précédent  que  par  la  substitution  de  la  con- 

2 

vergence  du  miroir,    —  »    à  celle  de  la  lentille  L. 


2449.  —  On  soumet  à  Vaction  de  l'effluve  électrique  de  Vorygène  contenu  dans  un  récipient  de 
2  litres,  23:2  maintenu  à  0°  sovs  la  pression  de  760""".  Après  le  passage  du  courant,  la  pression  est  devenue 
égale  à  1^1^^. 

La  totalité  du  gaz  est  dirigée  d  travers  un  absorbeur  contenant  un  excès  d'iodure  de  potassium  en  solu- 
tion légèrement  acidulée.  Le  liquvie  ainsi  traité  est  épuisé  jusqu'à  décoloration  complète  par  plusieurs 
additions  de  sulfure  de  carbone.  Les  différentes  portions  de  sulfure  de  carbone  sont  réunies  et  évaporées  à 
basse  température  :  il  reste  un  résida  solide  A. 

Le  corps  A  est  chauffé  dans  un  ballon  B  û?e  1  litre  contenant  ^)  milligrammes  d'hydrogène.  La  tempé- 
rature est  maintenue  constante  à  500°  pendant  un  temps  suffisant  pour  que  la  réaction  atteigne  sa  liunle, 
puis  le  ballon  est  refroidi  brusquement,  de  manière  à  le  ranener  à  la  température  ordinaire  sans  modifier 
l'étal  chimique  atteint  à  500°. 

On  ouvre  le  ballon  sur  la  cuve  à  eau  et  on  titre,  au  moyen  d'une  solution  d'hyposulfiie  contenant    ■— • 

lu 

de  molécule  par  litre,  le  liquide  qui  a  dissous  les  produits  solubles  contenus  dans  le  ballon.  Il  faut  employer 

47crn3^  7  de  liqueur  titrée  d'hyposulfite. 

On  demande  : 

i°  Le  rendement  en  ozone  dû  au  passage  de  l'effluve  ; 

2°  La  nature  et  le  poids  du  solide  A  ; 

3"  La  composition  en  poids  et  la  nature  des  gaz  contenus  dans  le  ballon  B  à  îiOO"; 

4°  La  pi  ession  totale  des  gaz  à  500"; 

5"  La  concentration,  en  molécules  par  litre,  de  chacun  des  gaz  à  500". 
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6°  Le  degré  de  dissociation  de  l'acide  iodhydrujue  à  500° 

On  admettra  que  tous  les  produits  gazeux  se  comportent  comme  des  gaz  parfaits.  Le  coefficient  de  dila- 

\ 
talion  des  gaz  sera  pris  égal  à    -^—  •    Le  volume  de  32>-'  d'oxygène  à  G'  et  7^0°°  est  22',  32. 

Poids  atomiques  :     H  =  1,     0  =  16,     1  =  127. 

{École  nationale  supérieure  des  Mines,  concourt  de  1920.) 

1.  La  qiiaiiUlé  d'oxygène  mise  en  expérience  occupe,  d'après  les  données,  un  volume  égal  à   —    du 

vulunne  moléculaire  et  représente,  par  conséquent,  1()(J  miilimoléculos.    La  diminution  de  pression 

38  1 

produite  par  le  passage  du  courmt  est  de  38°"°,  soit  une  Iraclion     =  — -    de  la  pression  initiale. 

7bO        20 

Ce  serait  aussi  la  variation  relative  du  volume  à  pression  constante.  Or,  d'après  la  formule  de  transfor- 
mation,    30-  =  20',      cette  variation  représente  la  moitié  du  volume  d'ozone  produit  ;  celui-ci  est  donc 
1 
— -    du  volume  initial  et  correspond,  par  conséquent,  à  la  formation  de  10  millimolécules  d'ozone  aux 

dépens  de  15  millimolécules  d'oxygène  ou  des    — ^    de  l'oxygène  primitif. 

2.  La  rôacliori  de  l'ozune  sur  l'ioduro  de  potassium  se  formule 

0'  H-  SKI  -+-  H»(  »  =  2K0H  4-  0-  -+-  P. 
Lrs  10  millimolécules  d'ozone  ont  donc  libère  10  millimolécules  d'iode,  soit  un  poids  de 

10 X  25'4  =  2fJiO  milligrammes. 

3.  Le  mélange  chajuffé  dans  le  halion  représente,  en  millimolécules,     10  (I*  -+-  IP). 

La  li(|ueiir  dliy[)osul(ite  employée  représente  4,77  millimolécules  de  sel.  Or  elle  a  réagi  d'après  la 
formule 

2S»0'Na*  -H  P  =  S'O'Na'-  +  2NaI, 

donc  avec  un  nombre  moitié  moindre  de  millimolécules  d'iode.  Celles-ci  étaient  donc  au  nombre  de  2,  383, 
qui  subsistaient  avec  un  nombre  égal  de  millimolécules  d'bydrogène  et  il  y  avait  eu 

(10  -  2,38o)(I--4-H*)     ou     7,Gi:i(r- -4- IP)  de  transformé  en  15,  23  HI. 

La  composilion  du  mélange  gazeux  à  tJOO"  est  donc 

2,385  r^H-2,3s:i  H^ -+-  15,  iM  III. 

4.  Le  nombre  de  millimolécules  gazeuses  daiH  le  ballon  est  toujours  resté  égal  à  20.  Leur  pression 
à  0»  et  dans  un  volume  de  20  x  22,  32  cm'  serait  de  76U'"".  A  ;)00«  et  dans  un  volume  de  1  OOO  cm', 
leur  pression  était 

5.  La  roneetilration,  en  millimolécules  par  litre,  est  déjà  indiquée  plus  haut. 

6.  Le  degré  de  dissociation  de  l'acide  iodhydri(|ue  est  représenté  par  le  rapport  des  poids  d'iode  et 
d'bydrogène  libres  au  poids  total  du  mélange;  or  ces  poids  représentent  resp(  otivement  2x2,385 
et  20  millimolécules  d'ncide  iodbydrique.  Leut  rapport  est 

0,  2385. 
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QUESTIONS  POSÉES    AUX  EXAMENS   ORAUX  (1922) 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


I.  Algèbre  et  analyse. 

10838.—    Démontrer    que     (i -h  x)^''*' +{i -h  x)'"'+-' +  H -{- x)'"*\      où    a,  b,   c,    sont    des    entiers    positifs,    est 
divisible  par    x^  -hx-\-  i. 

—  839.  —  Condition  pour  que    (a;  +  y)"  —  x"  —  y"    soit  divisible  par    {x^  +  xy  -i-  »/')". 

—  840.  —  Soit  f{x)  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  et  a  un  nombre  entier.  On  a  l'identité 

f{x)  =  (X  —  a)g[x) -h  f(a), 
g{x)  étant  à  coefficients  entiers.  Dans  cette  identité  on  fait    x  =  10,    a  =  1.  Quel   théorème  de  divisibilité  obtient-on? 
Même  question  en  faisant    x  =  10,     a  =  3. 

—  841.  —  On  connaît  les  restes  A  et  B  d'un  polynôme  f(x)   par    x  —  a    et    x  —  b.     Calculer  le  reste  de  la  division 
de  ce  polynôme  par    [x  —  a]{x —  b).  Généraliser. 

—  842.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  du  polynôme  de  degré  m  le  plus  général  à  trois  variables. 

—  843.  —  Calculer  le  déterminant 

1  2    .3     ...     n  -  1         n 

2  3    4    ...        n  1 

3  4     5     ...  1  2 


n    1     2     ...     n  —  2    n  —  1 

—  844.  —  On  considère  le  déterminant 

ai    61    Cl 

Oi    bi    C2 

03    bi    Ci 

les  éléments  étant  liés  par  les  relations    af  +  bj  +  cf  =  fcf,    a|  +  b^  -1-  c'I  =  fcj,    al  +  b^-^-cl  =  k'].    Trouver  la  valeur 
maximum  du  déterminant.  Interprétation  géométrique. 

—  845.  —  Résoudre  le  système    x  -\-ay  -i-  a-z  +  a'  =  0,    x  +  by  +  b^z  -+-  b^  —  Q,    x  -h  cy  +  c^z  +  c^  =  0. 

—  846.  —  Trouver  un  polynôme   de  degré  m  prenant    m -f- 1    valeurs  données  pour    m -h  i    valeurs  données  diffé- 
rentes de  la  variable. 

—  847.  —  Étudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  : 


In 


v'n'  -H  1 


tg  —  +  tg 
?» 


a  -\-  bn 


n' 


xL 


an  b 

cot cos  — 

n        a  n 


1        ^    X 
—  cot a, 

H''  RI' 


cot i/ <,!"+, 


L  ch  — 1 
n 


ch  — 


(n 


(2n) 


■xn, 


tV^ 


^"^(^~ir)^(^  ~'^)'      v/«^+4-v/?T^n, 


H  -+-  1 


^L   1  + 


sm  —  cos  nr. 
n 


n-K  n- 

n  sin  — n^  cos  — 

2  2 


;'   1             \  .       •» 

h  X"     sin  

\  nf           )  n'' 

L(l  +  X"), 


nx"  -4-  Lu 


—  848.  —  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est    a'-'i     2    ^  p  désignant  le  nombre  de  cliiiïres  de  n,  et  en  sup- 
posant   0  <  a  <  1  <  6. 

—  849.  —  Montrer  que   la   série    m„  = LM  n 1     est  convergente,   l'eut-on   déduire  de  là  que  la    série 

harmonique  est  convergente  ? 

—  850.  —  Etudier  la  série    m„  =  zL       __ I-l  1  H |      En  déduire  que  l'expression 

a  une  limite  pour  n  infini. 

—  851 .  —  Étudier  la  série 

\/i—i-h  v/7^  - 1  +  V^ v^T^  —  1  -I- ... , 

le  terme  général  étant  le  nombre  n  placé  sous    n  —  1     radicaux  à  indice  2,  et  diminué  de  1. 


(z-+-l)(z-H2)...(z-+-n) 
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—  852 .  —  Caleoler  les  sommes  de*  séries  doot  les  termes  géoéraax  soot  : 

1  X"  i 

(■-i-Ifx».  vc  tf -.  arc  tg  (a-i- U  — arc  I;  a. 


u  u  -^  it  m  —  il  »'■  —  {  .1 

—  853.  —  Eiiste-t-il  des  srstèmcs  de  lofantbmes  o  .  un  oombre  est  égal  à  son  iofarithmc? 

—  854.  —  Etudier  les  Tariatioas  des  foact  cas  : 


U/-.I-.     xL-i-.     x-J-L^y,      -^Lvlzi:! 


X  — 1,-',        (x — l,*-t'-i'-î.       xe  •-', 


f*     x*  —  1 


{âmx)*^*,       tiimxi***'.       «cosx>^.       ;sijix|ic',       x*  sin — '       teo«x'«*s         |     -^7— — j- dx.        tcos  x>' 

—  855.  —  On  donne  deux  spl  mioer  nn  point  de  la  li^e  des  centivs  td  que  la  somme  des  aires  des 
vues  de  ce  point  soit  maiimum  ou 

j   —  isin  Xh 

—  856    —  Ordre  de  lloftaimcat  petit 

x^ 

—  857-  —  Soient  A"-  ?  -f'.  9  -^  *'"'>*'*  fon<rti->ns  cor.-.nues  dans  TinterTalIe  a,  *;  et  admettant  des  dérivées  daas  cet 
interralle.  Démontrer  qu'il  existe  un  nomJttre  e  compris  entre  a  et  6  et  tel  que  l'on  ait 

/(•)      rO>      f^*» 
A»»      -t*>      f<»»       =  • 
ne)     =if)     9{e) 
Déduire  de  là  !  ^  de$  acrroissenents  finis. 

—  85H.  —  une  fonction  qui  s  annule  poor  les  a  valeurs  de  x.  ai,  a*.  ....  a.,  et  qui  est  continue  et  admet 
une  dérivée  d'  -  un  interville  I  contenant  I»  racines.  Démontrer  qu'il  existe  nn  nombre  À  compris  entre  la 
plus  petite  et  I                  uie  des  racines  tel  que  l'on  ait 

flx  =(x  — •,)(x-a.)...U-a.) -^— ;^» 

pour  toute  valeur  de  x  appartenant  à  PiBtcrvale  1. 

—  859.  —  Trouver  les  dérivée»  socccMivcs  i»    [H  —  x  ;*.    arc  tg  x. 

—  860.  —  Résoudre  les  ^nations    x«  =  1  -t-  i^  1.    sio  :  =  2,    sin  s  =  2  -t-  i. 

—  861.  —  Trouver  pour  a  infini  les  limites  des  expressions 

I  \  1  1  Li  -^  L3  ^      .  —  La  1  l  ! 


Hj  -  A,         tu  — 14-^2*          a— *!•«»- 3*                    a  -  1'  vi                           a  — ia-»-2                   *« 

I                     1                                1                       '  "-             .    2^                         .   ■*  \ 

-r-        _       -_    -^     .     H .  11— COS' i-COS' K.,.-»-COtf I. 

y/u*^  1         v'a'-^i  ^»  — a  »«  \  ■  "    ■   / 

—  862.  —  Déterminer  le  polfoomc  r{n\  tel  que  la  foncUon  Vl  -^  ■-*-•'  -t-  >«'  —  * T»«a      ait  pour  limite  léro  pour  a 
infini. 

—  863.  —  Limites  de 


pour    X  =  i,  poor    x  =  •,  I  -j-  j 


L  — "  ^        —     pour    X  =  I, '■ poor    x  =  »,  I  —  )  pour    x  =  -—  ■ 

Vx*  — 1  X  V    «   /  * 

'~  ■  ^  1  -^*    -^  «-r*         p^^    X  =  1,  ^   ~  ^ — -     pour    X  =  •.  (sin  xj^x    pour    x  =  •, 


«i— X»'  X  — smx 


r— #^-)'^     pour    X  =  0,  (^^T'')       ^""^     X  =  0. 


J i_^  1 

_  864.  -  Déterminer  ^  de  b<0B  que  l'expressiOD     — ï ^—     4it  une  Umile  non  nnle  pMir  m 


infini. 


—  865.  —  Limite  de  «  " ,  p  étant  le  nombre  des  chiffres  de  a,  quasd  ■  angacate  ladéflniment. 

—  866.  —  Développer  en  série  entière  les  fonctions  : 

1— X»  xsin*  ,     t-x»  ,    l-ox  {Is^L^y 


xsin*  t-x»  ,    l-ox  (Is^Y 


1  —  ÎX  COS  a -j- X*  1  —  X  COB  a  i  -t- X* 

arc  sin  x  f'  v'j""  —  I        *  _, 

— -^i^rr^ .  f     'ix,  sin  (a  arc  sin  X). 

-  H67.  -  On  donne    tg  »  =    '  ~*    tg  x;    développer    f  —  x    suivant  les  puissances  d«  a,  les  coeffidents  étant 
des  foncUons  de  x.  {A  tuiore.) 
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2625.  —  On  pose 


-    ^ra;  +  l)(a;-H2)...(.r  +  n-l)  _  F^  -  C  ^'     -    (m  +  l)(m  +  2)  .  .  .  jm  +  p) 


a„  =  ■ — ; ^ ,         avec         oo  =  1         •■■i        r'm  —  ^„Up 

1»  Etablir  les  identités         '     =  o„-i  -I — =-^r^  +  -^, h  •  •   -i-  — -^ — ~  -h  -— 

CtX  Z  O  7*  —  1  /v 


1 —X  2  3  w 


2'^  Étudier  la  convergence  des  séries  ayant  pour  terme  général  ,  ■>    V^^^     "ûF'    ^  ^**"^  ""  nombre 


réel. 

Effectuer  les  sommations 


)I=»i  71=m 

w  étant  un  entier  positif  ou  nul.  Faisant    x  =  l    dans  le  2»'   V,  retrouver  l'expression  connue  de 

«3  1 

^    (/i  -t-  l)(w  -f  2)  .  .  .  (X  -H  A)  * 

30  Plus  généralement,  établir  la  formule 

^'  ^  y„'.i.    ~    {k-x)(k^i-x)  ...{k^p-x)' 

n=m  '^ 

ao,  ai.  02,  ...     ap,  étant  les  coefficients  d'un  polynôme    i{z)  -  00?^'  + ai-'"'  -I-  ...  -l-ap,    tel  que  le  polynôme 

soit  divisible  par    {z  —  1)^'+'. 

4»  Montrer  que  (I)  s'éci-it  encore 


>.       °n        V    >■    m  '■m+l 


(I')  V.     o„  ''■'■l'V^-^^P]^^"'^      FJiTl> 


,.=»,   F,4  (A_a;).A  +  l-a;)  •••(*-»- i)- a;) 

Ao.  Al,  . . .,  A;,,    étant  les   p-h  1     premiers  coefficients  du  développement  de  la  fraction 

F;"  +  F"';'ô  -+-  F'y^.T2  ->-■..+  F"';^-3^- 
IH- F> -H  F,^^2  _| ^pp, 

osant  l'entier  positif  h   ii 
prend  la  valeur 


....        d<B„ 
5»  En  supposant  l'entier  positif  h   inférieur  à  l'entier   n.    montrer  que  pour    x  —  —  h,     la  dérivée      ^^ 


(—  1  )'-  h  ! 


n[n  —  \)[n  —  2)  .  .  .  (n  — /n-  l)v»—  h) 
En  admettant  (lue  la  série   (I)    soit  dérivable  terme  à  terme,  dériver  la  formule   (I)    pour     x  =  —  »»  +  1, 
le  cas  de    m  =  0    étant  exclu.  Quelle  sommation  obtient-on  ainsi  ? 

6"  Application  numérique  des  paragraphes  3",  4°,  5°  pour    A  =  4,    m  —  ">,    /j  =  2. 

AMSLER,  à  Nancy. 
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DEUXIÈME    PARTIE 


GK OMKTRl i:    A N  \ LYTIOUE 


2519.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  d'une  fv/perbole  asymptote  à  Oy  et  langrule  à  Or  en  un  point 
donné  A. 

Solution  analytique  —  Soit  a  l'abscisse  du  point  A.  Les  hyperboles  considérées  sont  tangentes 
aux  axes  Ox,  O»/,  aux  points  où  ils  sont  coupés  pai  la  droite  x  -  a  =  ().  Leur  équition  jrénérale  est 
donc 

(1)  kxy-h(x—a)^  =  0, 
k  étant  un  paramètre  variable. 

Utilisons  la  inétbodo  de  Plirker  pour  la  reciicrclie  du  lieu  des  f(jytMS  (a.  .3).  Le  faisceau  de»;  tan- 
gentes k  la  conique  (1),  issues  d'i  point  (a,  ^j  est 

[x{k}^'ioL—±a)  -H  J/.Aï-2an-2aV»—  \[kcy  -^{x  -  a)«][A-ïB -i- (a  -  a)»]  =  l). 

Ces  doux  langenles  sont  isotropes  si  le  coedicient  du  terme  en  xy  est  nul  *-[  si  les  cocllicients  de  x* 
et  xj-  sont  égaux  ; 

(2)  2iA-(/c?  -f-  2a  -  2«)  -  4/.[A-aS  -+-  (a  -  a)i;  =  o. 

(3)  (/.-a  -h  2i  -  -2ay2  _  4  A-a3  -h  («  -  o)»]  =  k^'-x-' 

La  relation  (2)  donne,  en  négligeant     k  =  il,     rjui  correspond  au  cas  de  dég«Mjéresccnce     x  =  a. 


k  = 


'iaix  —  n) 


et  (;})  s'écrit    A-  =  — 


Kn  égalant  ces  deux  valeurs  de  k,  on  obtient  [..^nr  lieu  du  f  )y  -r  (i,  ?),  si  on  pose    z  =  x    et    i  =  ;/, 

x(a*  -t-  ./)  +  wy^  —  x^)  =  0. 
C'est  une  slrophoïde  droite  daxe  Ux.  ayant  l'origine  comme  point  double,    tangente  en  A  à  la 
droite     x  —  a  =  0     et  admettant  la  droite     x -i- a  =  0     pour  asymptote. 

Solution  synthétique    —  (iénéralisons  la  question.  Considérons  les  coniques  S  bitangentes 
à  doux  droites  données  Os,  ();/,  aux  points  donnés  A.  IL  ainsi  qu'une  droite  donnée  (Oi  qui  passe  par 

le  point  li  ci  sur  larpielle  on  donne  deux  points  lixes  I. .).  Menons 
par  les  points  I.  .1  les  couples  de  tangentes  aux  coniques  S.  Pour 
chaque  conique  1",  elles  se  coup'ut  en  (juatre  points  \\,  F,,  F,,  F^ 
dont  nous  allons  chercher  le  lieu. 

Les  coniques  ï  forment  un  faisceau  langentiel  (ou  ponctuel) 
dont  les  coni<|ues  dégénérées  sont  constituées  par  le  couple  de 
points  A,  n  et  par  le  point  O.  D'après  le  théorème  d«  Stnrm,  les 
couple.sde  tangentes  menées  «l'un  point  fixe  I  (ou  J)  aux  coniques 
d'un  faisceau  langentiel  forrnont  une  invohitioii  projecllve  ;\  ce 
faisceau  Les  involnlitms  de  tangente^  de  centres  I  et  J.  sont 
donc  projoitivcs  entre  elles.  Ces  involutions  engendrent,  en  géné- 
ral, pour  les  intersections  de  leurs  couples  homologues,  dps  groupes  de  quatre  points  situés  sur  une 
qnarti(|ue  binodale  quadrillée,  I  et  .1  ('tant  les  points  doubles  (V.  Stkinrr,  Journal  de  Crellr,  t.  XWII, 
p.  IHV;  CI.  Skhvais.  Mathesis,  juillet  août,  IDU'J).  .\u  surplus,  il  sulHt  de  couper  les  deux  inv<>lnii..n,  de 
rayons  par  une  droite,  pour  voir  que  le  lieu  est  en  général  du  \*  ordre. 

Mais  dans  le  cas  actuel  la  conique  dégénérée  (.\,  B)  donne  les  couples  correspondants   (lU.  LA), 
(JB,  JA)  ;  la  droite  IJ  appartient  donc  au  lieu,  dont  la  partie  proprement  dite  est  une  cubitiue,  tangente 
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en  I,  J  aux  droites  lA,  JÂ.  Comme  10  et  JO  sont  deux  rayons  doubles  des  involutions  de  tangentes,  et 
qu'ils  se  correspondent,  on  conclut  que  0  est  point  double  sur  la  cubique.  Le  point  A  appartient  évi- 
demment k  la  cubique . 

Le  second  rayon  double  de  linvolulion  de  centre  I  est  le  conjugué  harmonique  de  10  sur  le  couple 
(lA,  IB).  11  lui  correspond  dans  Tinvolution  de  centre  J  un  couple  qui  constitue  dono  les  deux  autres 
tangentes  à  la  cubique  issues  du  point  J.   La  même  remarque  s'applique  au  point  I. 

Si  du  point  0  on  projette  les  couples  de  sommets  opposés  IJ,  F1F3,  F2F4  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  tangentes  à  la  conique  (S)  issues  des  points  I,J,  on  a,  en  vertu  du  théorème  de  Sturm 
rappelé  ci-dessus,  une  involnlion  dans  laquelle  les  droites  OA  et  OR  sont  iioniologues.  Cette  invoiution 
est  déterminée  par  les  deux  couples  (OA,  OB)  et  (01,  0.1)  :  ses  éléments  doubles  sont  les  tangentes  à  la 
cubique  au  point  0  et  on  peut,  df  plus,  conclura  que  le  [)oint  B  est  sur  la  cubique. 

Le~méme  raisonnement  appliqué  au  point  A  prouve  que  la  tangente  en  ce  point  à  la  cubique  est  la 
conjuguée  harmonique  de  AO  sur  le  couple  (AL  AJ). 

En  résumé  :  le  lieu  des  points  F  est  une  cubique  •passant  par  les  points  1,  J,  B,  A  ayant  0  comme 
point  double  ;  A  est  le  tangentiel  commun  des  points  I,  J;  la  tangente  en  A  est  la  conjuguée  harmonique 
de  AO  sur  le  couple  AI,  AJ  ;  les  tangpnles  au  point  double  0  soiit  les  éléments  doubles  de  Tinrolution 
(01,  OJ;  OA,  OB). 

Cela  étant,  considérons  le  cas  où  Oo^^  0//  sont  rectangulaires,  la  droite  (D)  étant  la  droite  de  l'infini 
et  I,  J  les  points  cycliiines.  Les  coniques  (ï)  d(>viennent  des  hyperboles  asymptotes  à  0)/  et  tangentes 
à  Ox  au  point  A.  Les  points  F  deviennent  les  foyers  de  S  dont  le  lieu  e«l  par  conséquentiine  cubiqne 
circulaire  passant  par  le  point  h  l'infini  de  Oy  et  par  A,  qui  est  un  foyer  singulier;  0  est  un  point 
double  dont  les  tangentes  sont  les  éléments  doubles  de  l'involution  définie  par  les  droites  isotropes  et 
les  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  :  elles  sont  donc  aussi  perpendiculaires.  La  tangente  en  A  est 
perpendiculaire  à  Or.   Celte  cubique  est  donc  bien  une  sirophoïde  droite. 

R.  DEAUX,  à  Yirellcs-les-Chiinay. 

Remarque  :  La  solution  analytique  est  encore  plus  rapide  en  partant  de  l'équaiion  focale. 


solution  géométrique.  —  Soit  F  l'un  des  foyers  de  la  conique.  Menons  :  OF,  AF,  qui 
rencontre  Oy  en  P,  et  Fz  parallèle  à  Og. 

Nous  savons  que  OF  est  bissectrice  de  l'angle  :FA. 
D'autre  part  : 

Oi  =  F3      comme  alternes-internes,      b\  =  F,     comme  opposés   par  le 

sommet,  et  comme     F;,  =  F,  =  F._,,     nous  avons    O,  =  F.^. 

Le  triangle  OPF  est  isocèle,  et  OP  =  PF.  Le  lieu  de  F  est  donc  la 
strophoïde  trouvée  précédemment. 

Les  propriétés  des  coniques  relatives  aux  tangentes  montreraient  que  F', 
foyer  correspondant  à  F,  est  sur  la  sirophoïde.  En  outre,  le  point  F"  de  la 
strophoïde  est  le  foyer  d'une  hyperbole  tangente  à  Ox  en  A  et  asymptote 
à  Oj/. 

Donc  les  foyers  des  coniques  considérées  sont  sur  la  sirophoïde  et  tout 
point  de  cette  courbe  est  le  foyer  d'une  conique  tangente  en  A  à  Ox  et 
asymptote  à  Oy. 

DELVOÏL  et  BARAS. 


Bonnes  solutions  analytiques  :  M\I.  Maissonnet;  A.  Hutinel  ;  L.  TiEOffroy,  à  Péronne. 
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2473.  —  Une  balance  de  précision  est  enfermée  dans  une  cage  planche  dont  une  paroi  latérale  est 
constituée  par  une  glace  transparente  (i.  Un  dispositif  permet  de  faire  varier  la  pression  à  l'inténeur  de  la 

cage;  l'écart  entre  celte  pression  et  lu  pres- 
sion extérieure  est  mesuré  par  un  mano- 
mètre à  mercure.  La  cage  renferme  un  ther- 
momètre de  précision.  Les  deux  bras  du 
fléau  ont  même  longueur  et  les  trois  cou- 
teaux ont  leurs  arêtes  situées  dans  le  même 
plan. 

Le  couteau  central  porte  un  petit 
miroir  concave,  tangent  au  plan  de  symé- 
trie transversal  du  fléau  et  destiné  à  la  me- 
sure des  mouvements  angulaires  de  celui-ci. 
Ce  miroir  donne,  sur  une  règle  translucide  R,  l'image  F'  d'un  filamrnt  lumineux  h<rrizontal  F.  On 
admettra  que,  dans  les  limites  d'emploi  de  l'appareil,  la  déviation  5  du  spot  V  autour  de  la  position 
d'équilibre  stable  est  proportionnelle  à  la  différence  des  efforts  qui  s'exercent  sur  les  deux  couteaux 
extrêmes. 

A  l'étrier  de  gauche  est  suspendue  une  boule  B,  dont  le  volume  est     V  =  200  c?«' ;     la  lare  est  formée 
par  des  masses  marquées  de  laiton.  Le  volume  occupé  pur  l'atmosphère  gazeuse  à  l'intérieur  de  la  cage  est 

U  =  8125  cm\ 
La  cage  étant  remplie  d'air  sec  à  la  température    T  =  293°    absolus,  sous  la  pression    IIj  =  7-4  cm    de 
mercure,  on  établit  la  tare  de  manière  à  amener  le  spot  au  zéro  :  cette  lare  est     M  =  12»'',  UOO.     Puis,  la 
température  demeurant  constante,  on  porte  la  pression  à  la  valeur     II,  =  79  cm:     on  observe  une  dévia- 
tion 0,  du  spot  égale  à  lO^n»,  5. 

1°  La  pression  étant  ramenée  à  la  valeur  H^,  an  place,  sur  le  plateau  de  gauche,  une  feuille  mince 
d'aluminium. 

Pour  réaliser  le  retour  au  zéro  du  spot,  il  faut  créer,  dans  la  cage,  une  surpression     lïi  —  11^  =  T^"^,  32. 
Pendant  toute  la  durée  de  l'expérience,  le  thermomètre  accuse  la  même  température   T  =  293°    absolus. 

a)  Quelle  est  In  masse  m  de  In  feuille  d'aluminium  ? 

b)  Quelle  est  Perreur  probable  de  celle  mesure,  l'inrerliludc  de  chacune  des  lectures  étant  : 

E,  =  O*^"",  01     dans  la  mesure  de  la  déviation  o, 

e„  =  0*^'",  005  —  de  la  hauteur  de  chacun  des  niveaux  du  manomètret 

Et  =  0°,  05  —  de  la  température. 

2"  La  cage  étant  remplie  d'air  sec  à  la  température  T  {id^"  absolus)  snus  la  pression  M  =  74<='"  de 
mercure,  on  y  introduit  goutte  à  goutte  de  l'alcool  élhylique  à  l'aide  d'une  petite  pompe,  après  avoir  fermé 
toute  communication  avec  l'extérieur.  L'opération  est  effectuée  assez  lentement  ))Our  qu'à  tout  instant 
fatmosphùre  de  la  cage  puisse  être  considérée  comme  homogène  et  en  équilibre  de  lempératwr  nier  l'riifi. 
rieur    (T  =  293*  abs.) 

Tracer  la  courbe  qui  exprime  la  déviation  8  du  spot  en  fonction  de  la  masse  n  d'alcool  introduit, 
jusqu'au  point  correspondant  i\     (i  =  10». 

Densiié  de  l'aluminium,  ^,  =  2,6.  Densité  du  laiton,  A  =  8,0.  Densité  de  l'alcool  liquide  à 
293"  abs..     I)  =  0,79. 

Masse  du  litre  d'air,  dans  les  conditions  normales,  l",  293.  Température  absolue  du  zéro  centi- 
grade, 273". 
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Densité  de  la  vapeur  d'alcool  rapportée  à  l'air,  d  =  i,Q[.  Tension  maximum  de  la  vapeur  d'alcool 
à  la  température  de  293"  absolus,     h  =  4^'",  40     de  mercure. 

{École  des  Mines  de  Saint- Etienne,  concours  de  1920.) 

Les  phénomènes  étudiés  dans  ce  problème  sont  dus  à  la  différence  des  poussées  exercées  par 
l'atmosphère  gazeuse  sur  'e  ballon  et  sur  les  poids  qui  forment  la  tare .  La  différence  de  leurs  volumes  est 

12  9 

200 -—^=198,5. 
o,o 

Tout  se  passe  donc  comme  si  la  poussée  s'exerçait  uniquement  du  côté  du  ballon,  sur  ce  volume 
de  198cm,  5. 

La  déviation  de  lO^m,  5,  observée  sur  la  règle  divisée,  correspond  à  une  variation  de  pression 
79  —  74  =  5,     donc  à  une  variation  de  poussée  égale,  en  milligrammes,  à 

198,ox1,293x4x-|t^!  =*S.73. 
/D       zyo 

1,  Quel  que  soit  le  précédent  déplacement  du  spot,  le  poids  de  la  feuille  d'aluminium  est  équilibré 

par  l'augmentation  de  poussée  produite  par  la  surpression  de  l'^"^,  32;  il  est  donc  égal  à 

7  3*^        273 
198,0  X  1 ,293  X  -^  X  — -  =  23,03. 

A  ce  poids  correspond  un  volume  de  9  millimètres  cubes,  sur  lequel  la  poussée  de  l'air  est  absolu- 
ment négligeable. 

A  une  déviation  de  10c"\  5,  lue  sur  la  règle,  correspond  une  variation  de  poussée  de  15"ig,  73.  A  une 
incertitude  de  Ocm,01  dans  la  lecture  correspond  donc,  dans  l'évaluatioa  de  la  poussée,  une  incertitude  de 

15,73  x-?^  -=0mg,0l5. 
10,5 

Chacune  des  hauteurs  du  mercure  dans  le  manomètre  n'étant  appréciée  qu'à  0cm,  005  près,  l'incer- 

1 
titude  sur  la  valeur  de  la  surpression  est  de  0,01,  et  l'incertitude  relative  de    — tt— •    L'incertitude  sur 

1 

le  poids  qu'on  en  a  déduit  est  donc  de     — —  X  23^03  =  Qmg,  031 . 

Enfin  la  pression  finale  étant  de  Sl^m,  32,  la  poussée  finale  est  égale  à 

81  32        '^73 
198,5  X  1,293  x-^X:=7--  =  255mg,88. 

Une  variation  de  température  de  0%0o  à  pression  constante  changerait  la  masse  spécifique  de   l'air 

d'une  fraction  égale  à     -^—   de  sa  valeur  et,  par  conséquent,  la  poussée  de     -^-r-X  255,88  =  0,043. 
■^9«j  293 

La  variation  de  poussée,  calculée  en  supposant  la  température  constante,  comporte  donc  cette  incertitude. 

Ou  bien  encore  :  une  variation  de  température  de  0°,  05  à  volume  constant  ne  changerait  pas  la 

poussée,  mais  changerait  la  pression  de  la  fraction       '        de  sa  valeur.  La  surpression  observée  devrait 

donc  èlre  corrigée  de     900  X81,32    et  le  poids  qu'on  en  déduit  corrigé  de 

.no  ^       .  <nno       0^05        81,32       273 
198,5X1,293X^X^^X^3. 

ce  qui  conduit  au  même  résultat  que  le  premier  raisonnement. 

L'incertitude  totale  est  donc    0,0 15  H- 0,031  -H0,0i3  =  0,089,     soit  presque  0'"?,  1. 

2.  Au  fur  et  à  mesure  que  la  vapeur  d'alcool  se  diffuse  dans  l'air  de  la  cage,  la  poussée  qu'elle  exerce 
s'ajoute  à  celle  de  l'air.  Cette  poussée  augmente  proportionnellement  au  poids  d'alcool  introduit  jusqu'à 
ce  que  la  vapeur  devienne  saturante.  11  est  donc  intéressant  de  connaître  le  poids  de  vapeur  nécessaire 
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pour  saturer  les  8  125  cm'  de  l'almosphère  gazeuse  ;  c'est,  en  grammes, 

M  =  8  125xl,61x0,001i93x-^x|^  =  0,i>li't. 

I.a  poussée  correspondante  est  égale  au  poils  de  l'J8c"'%o  de  vapeur,  soit  une  fraction  du  poids 

ci-dessm  égale  à  '^  >     ce  (jui  représente,  en  niilligrammes,  :22,29. 

ol  z5 
A  celle  poussée  correspond,  daprès  les  premières  données,  une  déviation  du  spol  de  ri*"'",  88. 

Le  surplus  d'alcool  introduit,  soit  environ  !i*,  1,  ne  se  vapoiise  pas  et  occupe  un  volume  de 
_L_  _  n<='"\  5,     ce  nui    augmente   la  pression  de   l'air  de    ■..'     X74  =  0.15.      Il   en   résulte  une 

0,79  >       î  I  c  r  y|2g 

nouvelle  augmentation  de  poussée  de  0'"»,  47  et  une  augmentation  de  déviation  de  0^"',  3i. 

La  ligne  représentant  o  en  fonction  de  [i  so  compose  donc  d'une  droite  allant  de  l'origine  au  point 
a  =  0,9l2i,  0  =  l't,88,  et  d'une  seconde  ligne,  sensiblement  droite  et  très  peu  inclinée,  abouli-saul 
au  point    t^  =  10.     'î  =  15,2. 

Solution  un  peu  compliquée  de  M.  A.  I'ktrls,  lycée  de  Dijon. 
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ÉCOLK  .NAVALE 


Concours    de    1922 


Algt'bre,  analyse  et  trigonométrie. 

I.  —  2626.   n  dt'siijiiaiil  uti  entier  |iosilir.  calrulcr  les  deux  inléyrales  suivantes: 

lo     »<„.,  =  /     ^'"   '" —  (Ix  ;     on   pourra  eluliiir  une  relation  de   rtcurroncp  entre    u„    et  u„^i.    Cas 

Jo  si"  •» 

particulier    x  =  — 

2"     r„  I  =:  /    /'"    (""*"    P  iig  ;     on  pourra  élalilir  tnic  relation  de  récurroiu-e  entre   i„,     v„.\     et  linté- 

Jo  SHl-  X 

grale  »„.i  précédente.  Cas  particulier    j- =  — • 

x" 

II.  —  2627.    l"  Kludicr  la  variation  de   U  lonrlion     .i/„(.r)  =  — pc'^     quand    -«•   ^ariedc     —  »     k    -♦- « 

(n  est  un  entier  positif  et  u  !  désigne  le  produit  des  »i  premier»  nonibres  entiers  :    «  !  =  1.2. .3. .  .n). 

Tractr,  i>ar  rapport  à  deux  axes  reclanmilaire»,  les  courhes  représentatives  des  \ariations  de  eelle  fonction 
pour  deux  valeurs  consécutives  2p  et    2;> -«- i     de  l'indice  »». 

2°  Calculer    \„'x)  =  j    yn{x)dx.    Que  tievieni  l„(  ' ,  quand  x  tmd  \ers    -»- x  ? 

3"  Soit  A„  le  maximum    de  //„(')  quand  .-•   xarn-  de  0  à    H-  z  .     A,,.,     celui  de    V'.-i('}-     Kxistc-t-il  une 

relalion  simple   entre  A„  et  A„»i  ?  Comment  varie  A„  lorsipie   lenlier  u  croit?  Le  rapport  -^-^  a-l-il  une 

limite  (piand  /»  tend  vers     ■+■  oo  ".' 

4"  On  considère  la  série  de  terme  gênerai  »„  =  log  A„.,  -  log  A„.  Lst-dle  convergente  ou  di\crgcnle  ? 
Du  résultat  cbleou  «léduire  la  limite  de  log  A»  et  celle  ilo  A„  quand  «  liiid  \.'r>  -h*  (les  logarilhmes 
considéri's  ici  sont  de>  logarithmes  népériens). 
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Géométrie  analytique. 

2628.  —  Dans  un  plan  où  sont  tracés  dt-ux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oy,  on  donne  la 
circonférence  (C)  qui  a  pour  équation  œ'  +  t/^  =  R'  et  la  droite  (D)  qui  a  pour  équation  y  =  R.  Soit  P  un 
point  qui,  dans  tout  ce  qui  suit,  est  supposé  se  déplacer  sur  (D).  Soit  A  le  point  de  contact  de  la  tangente, 
distincte  de  (D),  que  l'on  peut  mener  du  point  P  à  la  circonférence  (C).  On  demande  de  calculai"  les  coordon- 
nées du  point  A  en  fonction  de  l'abscisse  variable  du  point  P  et  de  former  l'équation  du  cercle  (S)  qui  est  tan- 
gent en  P  à  (D)  et  qui  passe  par  le  point  A.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

Les  cercles  (S)  et  (C)  se  coupent  en  un  point  B  distinct  de  A  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
droite  PA  avec  la  tangente  en  B  au  cercle  (C). 

Montrer  que  le  cercle  variable  (S)  reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  et  langent  à  un  autre  cercle  fixe. 

Mécanique. 

2629.  —  Une  barre  recliligne  mince  AR  (de  longueur  2a,  de  poids  p)  se  trouve  sur  un  plan  Q  incliné  de 
l'angle  a  sur  le  plan  horizontal.  Elle  est  attachée  en  A  à  un  fil  de  caoutchouc  (de  masse  négligeable)  fixé  à 
l'autre  extrémité  en  un  point  C  du  plan  Q. 

On  admettra  que,  lorsque  le  fil  s'allonge,  il  exerce  sur  A  une  traction  proportionnelle  à  son  allongement 
X  à  partir  de  sa  longueur  naturelle  b. 

1°  Déterminer  la  ou  les  positions  d'équilibre  de  la  barre  supposée  placée  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente 
Ox  an  plan  Q  qui  passe  par  C  et  de  so.'te  que  l'on  rencontre  C,  puis  A,  puis  B  en  descendant  sur  Ox.  On 
supposera  d'abord  le  plan  et  la  barre  lisses.  On  examinera  ensuite  le  cas  oii  le  plan  exerce  sur  la  barre  un 
frottement  dont  le  coefficient  est  /"zrtgcp.  On  précisera  les  positions  d'équilibre  pour  lesquelles  le  fil  est 
tendu. 

2»  Étudier,  dans  le  seul  cas  où  le  frottement  est  négligeable,  le  mouven)cnt  de  la  barre  abandonnée  sur 
Ox  sans  vitesse  initiale,  B  étant  encore  plus  bas  que  A  et  A  plus  bas  que  C.  On  suppjsera  que  la  position 
initiale  Ao  de  A  se  trouve  entre  les  positions  0  et  H  de  A  qui  correspondent  respectivement  à  la  position  de  la 
position  de  la  barre  pour  laquelle  fil  a  sa  longueur  naturelle  et  a  sa  position  d'équilibre.  On  posera 

OAo  =  »o,     OH  =  h. 

3"  Quand  le  candidat  aura  complètement  rédigé  les  réponses  aux  questions  précédentes,  il  pourra  étudier 

le  mouvement  sans  frottement  dans  le  cas  un  peu  plus  compliqué  oîi  Ao  se  trouve  entre  0  et  C  et  montrer  que 
le  graphique  de  l'accélération  en  fonction  du  temps  n'est  pas  de  môme  nature  dans  les  deux  cas. 

Calcul. 
On  demande  de  calculer  les  valeurs  de  la  fonction 


C(.)  =  0,5  +^  sin  (4  TM^)-  ^  cos  (|-  r.^,^) 


pour  les  dix  valeurs  suivantes  de  u  : 

5,1;     5,2;     5.3;     5,4;     5,5;     5,6;     ri,!;     5,8;     5.9;     6,0. 
On  prendra     •!t  =  3,1416. 

Epure. 

2630.  —  Prendre  comme  ligne  de  terre  la  parallèle  au  petit  axe  de  la  feuille  à  deux  centimètres  au-dessus 
de  cet  axe. 

Un  tétraèdre  régulier  SABC  a  sa  base  ABC  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  coté  AB  est  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terre,  à  cinq  centimètres  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille.  Le  point  A  a  pour  éloi- 
gnement  trois  centimètres  et  le  point  B  a  pour  éloignement  quinze  centimètres.  Le  point  C  esta  droite  de  AB 
et  S  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection.  On  considère  la  9|)hèr('  qui  passe  par  le.s  sommets  S  et  C  du 
tétraèdre  et  qui  est  tangente  à  l'arête  AB  en  son  milieu.  Représenter  le  solide  intérieur  à  la  sphère,  situé  au- 
dessus  du  plan  horizontal  de  projection  et  au-dessous  de  chacun  des  plans  ASu  et  B.SG  (ces  deux  plans  étant 
considérés  comme  illimités). 

Physique. 

I.  —  2631.  Une  lentille  de  verre,  plongée  dans  l'air,  a  une  face  plane  et  une  face  convexe,  de  rayon  de 
courbure  H  =  30'=°'.  Son  épaisseur  est  de  24  millimètres.  L'indice  du  verre,  pour  une  certaine  radiation  et 
par  rapport  à  l'air  est  n  =  1,520.  Calculer  les  positions  des  éléments  de  cette  lentille,  [)lans  principaux,  plans 
focaux,  points  nodaux,  centre  opti(}ue. 

Ouels  sont  les  déplacements  de  chacun   de  (;es  éléments,  si    l'on   considère  une  seconde  radiation,  pour 
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laquelle  l'indice  du  verre  est  1,524  ?  Heprenant  la  première  radiation,  on  laisse  la  face  convexe  en  contact  avec 
l'air,  et  on  remplace  l'air  qui  baigne  la  face  plane  par  un  liquide  d'indice    n' =-  1,333. 

Calculer  les  positions  des  éléments  de  ce  nouveau  système.  Y  a-t-il  encore  un  point  qui  joue  le  rôle  de 
centre  optique. 

On  suppose  ensuite  que  l'indice  du  li(|ui(le  croisse  jusqu'à  égaler  celui  du  verre.  Que  deviennent  alors  les 
éléments  du  système,  toujours  pour  la  première  radiation? 

Il  sera  tenu  compte,  dans  la  correction  des  copies,  de  la  simplicité  des  calculs. 

II.  —  Exposer  très  succinctement  les  méthodes  qui  peuvent  être  employées  pour  mesurer  le  moment  magné- 
tique d'un  petit  aimant,  si  l'on  connaît  déjà,  par  des  mesures  antérieures,  la  valeur,  au  lieu  de  l'expérience, 
de  la  composante  horizontale  du  champ  magnétique  terrestre. 

Sans  donner  de  détails  d'expérience  et  sans  faire  de  calculs,  on  comparera  les  méthodes,  en  indiquant, 
pour  chacune,  les  différentes  (juantités  dont  la  mesure  est  nécessaire. 
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2632.  —    I.    —   Étudier   la   fonction     i/ =  4I.«;   sin  ./-H  cos  2.t     dans   l'intervalle   (0.  r).    Montrer    que 
l'équation    »/  =  0    a  deux  rarines  dans  cet  intervalle. 

II.  —  i»  Irouver  la  condition  pour  qu'on  puisse  décomposer  le  polynôme 

nx^  -+■  ^hx^  -K  (irx-  -i-  idx  -\-  f  =  i) 
en  un  pioduit  de  deux  trinômes  du  second  degré 

a{x-  -H  pr  +  ij){x^  -\-  p'x  ■+  q'), 

tel  (jue  la  sonmie  de  ces  deux  trinômes  soit  un  carré  parfait. 

2"  Montrer  que,  si  cela  est,  on  peut  résoudre  l'éiiuation  du  quatrième  degré. 


E.  H. 


2633.  —  On  considère  un  point  .M,  variable  sur  l'ellipse  donnée 


a»   ^  //'' 
1°  Soit  0  le  centre  de  cette  ellipse.  Trouver  et  construire  le  lieu  du  pt'de  P,  de  OM  par  rapporta  l'hyper- 
bole d'Apollonius  du  centre  de  courbure  relatif  au  j)oiut  .M. 

2»  L'équation  cartésienne  de  ce  lieu  peut  se  mettre  sous  les  formes  : 

{kahj^  -I-  kb-x^  —  3a»6»)(&«a!'  —  a-tf-f  =  «'6»i3a>i/'  -H  36*rr»  —  2fl»6»)»  ; 
(a»y«  _(-  b*a^  —  a»6*)(fr»a;»  —  a»y»;«  =  a^b^ahj*  -^  2fr»»»  —  a«6»)(?a*î/»  -+■  b^x*  —  a»fr»). 
3»  Montrer  que  le  point  T   est  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse,  du  point  où  la 
droite  (|iii  j(jint  les  |>roj<;clions  du  point  .M  sur  les  axes  IoucIh!  son  enveloppe. 

R.  DEAI  X,  professeur  à  Virelles-les-Chimay  (Helgique). 

*  On  donne  une  conique   (C)   et  une  droite  (D);    la  polaire  d'un  point   M   quelconque  de   (D)   par  rapport 
à  (C)  rencontre  (D)  en   M'.   Enveloppe  du  cercle  décrit  sur   MM'   comme  diamètre. 

E.  N.  lUnisiKN. 

*  On  donne  deux  droites  D  cl  D    cl  un  point  fixe   V.   I.ieu  des  ptMes  de  D   par  rapport  aux  cercles  qui  sont 
tangents  ù  D  et  qui  passent  par  1*.  Construire  ce  lieu,  lorsque  U    est  la  perpendiculaire  abaissée  de  V  sur  1). 

K.  N.  Barisiki. 

; «>« 

(*)  Les  BoiuMons  de»  questions  mnniuces  d'un  nstérique  ne  seront  pns  publiées. 

Le  liédaclcur-Otiranl  :  II.  VUIUEUT. 


luiprimeii*  Cutul«  Jacquel.  —  Uar  le  Duc. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


dx  r         V{x)  dx 


SUR    LES    INTÉGRALES      f ,     ,     "f ,       f,     .      a 

J    (ax^  -H  oa?  H-  cj'^         J    {ax^  -h  ox  -\-c) 

par  M.  R.^Dontot,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nîmes. 


/lt*(x)dx 
- — J- —    dans  laquelle  P(x)  est  un  polynôme  en  x.  Nous 

ne  diminuerons  en  rien  la  généralité  en  supposant  que  le  degré  de  P{x)  est  inférieur  |à  2n,  degré  du 
dénominateur. 

Le  calcul  de  cette  intégrale  se  ramène  à  celui  d'intégrales  plus  simples  :  posons    ax^  -+-bx-\-c  =  u, 
et  mettons  le  polynôme  P{x)  sous  la  forme 

P(x)  =  cpi(u)  4-cp2(lc).M, 

OÙ  çi  et  <p2  sont  deux  polynômes  en  u  de  degré  inférieur  à  n  ;  nous  avons  identiquement 

J    [ax^ -{- bx -^  cy       J      w"  J      w" 

La  seconde  intégrale,     /  ■^-^-;f-  du,     se  décompose  immédiatement  en  une  somme   d'intégrales 

telles  que     / qui  se  calculent  immédiatement.  Reste    /  — — dx. 

La  méthode  classique  consiste  à  poser  : 

Ip  =  /  dx,  {p,  nombre  naturel  quelconque) 

et  à  former  entre  \p  et  Ip_i  une  relation  de  récurrence,  au  moyen  de  laquelle  le  calcul  de  I2,  de  I3,  etc. 

se  ramène  à  celui  de     L  =  j L'intégrale  |    '         dx    est  une  somme  de  quantités  I,,  Ij,  Ij,  ... 

J     u  J      u^ 

multipliées  par  des  constantes. 

Nous  proposons  de  substituer  à  ce  calcul,  forcément  long,  si  n  est  grand,  le  suivant  qui  fournit 

immédiatement  l'intégrale     |  ■  dx     en  fonction  de  u,  de  u'  et  de  Ij.   Le  principe  de   la  méthode 

que  nous  allons  employer  est  de  rechercher,  par  une  méthode   raisonnable,  ce  qu'on  est  convenu 

/©,(m) 
'    ^    dx. 

Posons  f(u)  =  ao  H-  fliM  H \-  apUf  h h  a„_2a"~*  * 

et  rappelons  l'identité 

u'2  =  Aau  -h  A, 
A  étant  la  quantité     6*  — 4flc. 


Posons  également 


=  r^ 


?(^)  =     ^T:;r-  ^^ 


«(«)  ^.     ■/(")-^' 


3H  NOTE^  SLR  f>£UX  i NT EG RALES 


et  calculons  '/(x;  : 

'i^(u)-h<n  —  \  u^f{u)  —  u  u'-/'  II)  -+■  f(u).u" 


.'(x)  = 


ilemplaçons  u'*  par     4au  -+•  A,    u"  par  2a  : 

?  W  = ^ '■ '-• 

u" 
Le  numérateur  de  o'(x)  est  un  polynôme  en  »  :  le  terme  de  plus  haut  degré  de  ce  polynôme  est  de 
degré    (n  —  1)    au    plus.  Cherchons    s'il    est   possible    de    déterminer  les    n — l     coelïicieuts    de 
f^u)t  a,,  rt],   . .  .,  o„_2.  de  manière  que  ce  iiiimérateur  se  réduise  au  seul  ternie  en  u"',  nul  ou  non. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

o,(u)  =  /yy  +  6iU  ■+-  h,n*-\ [-h,,uP  -] H-^„_,u"-'. 

Les  nombres  a,,  Oi,  ...,  «„_^  devront  satisfaire  aux  égalités 

b,  -h  (n  —  2)Aa,  -h  ^lai^n  —  3)7o  =  0, 
^2  -H  <n  —  3)Aa,  ^  ^fl(i>u  —  u)a,  =  0, 


hj.  -+-  [n—p  —  1)^-/,,  -+■  ta{'>>i  —  fp  —  ]  ),ij,^^  =  0  ; 


b„_.,  -+-  Aa„_i  -+-  'Ju  .  3^/„_3  =  0 . 
U  est  évident  que,  si  A„,  A,,  h.,^  . . .,  b„_-,  ne  sont  pas  tous  nuls,  le  système  a  une  solution  et  une  seule. 
Pour  ces  valeurs  des  nombres  a^,  a,,   . .  .,  a,,.^, 

,.   ,         b.,_i-hinn„_., 

tV)  = ; 

par  conséquent, 

r  dx 

/■  v<(u)    ^  fu).u'        ,,  ^  ^   r  dx 

r  d.r 

Application.  —  Calcul  de  i  — ; r-  ■ 

J    (n.r-  -Y-  bx  -i-  cj" 

Nous  nous  bornons  à  indiquer  le  résultat  du  calcul  fait  par  la  raélhode  pri-céiente  : 

C  dx  /(»/).(iaxH-6)  ^  r  dx 

j  =  — — 1-  -2aa„^.,  I  ; » 

J    (ax*  -h  6x  -h  c)"         (ox^  -h  *ar  -H  c)"  "•  'J    //x*  -h  6x  -t-  c 

avec    u  =  fl./  î  -H  ^x  -+-  f , 

fl„  ..J  est  le  co(!fficionl  (le  m"  -'  daus  /"(u). 

II.  —  Généralisation.  —  Soit  h  une  fomliuii  de  s  (iuelct>ti(|ui'.  Propisoiis-iiniis  de  calciilt^r  Tiiilé- 

J"*  ©,(«"1 
- — j^  d.r,     o,   étant  un  polynôme  on  u. 

Posons  encore 

'^    '      ,'       u"  f<"   ' 

/■(u)  =  aoH-a,u4-   •• -t-a,,^,.»*"-»,     «o,  ii,   ••.,  ".-»  étanl  des  constinlos,   u  clant  uik^  nux-tion  do   .r 

ayant  une  dérivée  u',  mais  dont  nous  ne  précisons  pas  la  valeur  pour  le  moment. 

Formons  f'(x)  : 

,,  •.         cp,(u,  -t-  vu  ^M  —  1  )f(a)  —  uv'f(u)  —  u/'iu).vu' 
f  (*)  =  -7, 
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Supposons  qu'il  soit  possible  de  déterminer  la  fonclion  v  de  maninre  que  les  deux  fonctions  de  a;,  vu'  et 
v',  puissent  être  exprimées  par  deux  polynômes  P{u),  Pi(m)   de  u  : 

vu'  =  P(«),  v'  =  P,(u). 

Le    numérateur   de    '/(a-)  est   alors  un  polynôme   en   u  et  il  peut  être  possible  de  déterminer 
flo'  «1»  «2,  . .  -,  a«-2  de  manière  que  le  numérateur  soit  divisible  par  m"-'.  S'il  en  est  ainsi,  le  calcul  de 

(p(a;),  et  par  suite  celui  de     |    ''  ^^    de,     est  ramené  à  celui  dune  intégrale     /    -V.  dx.,     où  <d^(u)  «st 

un  polynôme  en  u,  intégrale  manifestement  plus  simple  que  la  première. 

u" 
Remarque.  —  Pour  que  la  détermination  de  v  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  qnQ  -. —  sojit  de  ia 

^'i 

forme  -;r >    R(m)  étant  un  polynôme  en  u. 

P(u)  ^   ^  ^    ^ 

P(u) 
Il  faut.  Supposons  que     vu'  =  P(m),     v  =  r—     et,  par  suite, 

v'^P'{u)-Piu)-^  =  P,{u); 

u"  P'{u)-P,(u) 

par  suite,  — 


m'2  P{u) 

Il  suffit.  Supposons    — ^  =  -— —  'et  choisissons     v  =      '/  ;     alors  v'  est  égal  à 

v'  =  P'(U)  -  P(u)  -^  =r  P'(w)  _  R(ti)  ; 

par  conséiquent,  v'  est  égal  à  un  polynôme. 

Parmi  les  fonctions  u  qui  répondent  à  la  question,  signalons    u  =  x"  -h  a,     à  laquetle  correspond 
V  =:  X,     et    M  =  sin  x    à  laquelle  correspond     v  =  cos  x. 

Jdx 
— ^ — -    (Concours  de  l'École  polytechnique^  1911). 

Posons     x*  -F  1  =  M,     /"(m)  =  Aq  H-  aii<. 

r       dx             f[u).x 
<o[x\  =  I  — ^ — . 

J     (X^  +  'l)^  u' 

Calculons  «p'(a;)  : 

,,  .  _  \-^'i.u'xf{u)-u[f'{u) . xu'  -f-  f(u)] 
o(x)-  ^        —5-^ 

Or,     u'x  =  3a;'  =  3(u  —  1);     donc 

,    ^         (1  —  6ff„)H-{5a„  — 3flri)M  H-2aiM2 
cp  ^a?)  = ^ . 


Prenons    a^  =^  —  .     a,  =  —  ; 


par  suite, 


r       dx        ^  X         r  J_      J_  -1      _5^   r     dx 

J    (x'  -f-  1)^'  ix'  -+~if  L  (>  ^   <«  J  "^  y  J    a:»  -H  i 

'■ 

sin 


rf.T 

(A  suivre.) 
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2515.  —  On  considère  un  polynôme  du  quatrième  degré, 

ax'  -h  4éx'  -\-Qcx*  -H  Adx  -+-  /", 
dont  les  racines  sont  a,  ^,  •/,  o,  et  les  points  racines,  sur  O.r,  A,  B,  C,  l). 

i"  Trouver  la  condition  pour  que  le  point  0  soit  le  milieu  de  l'un  des  segments  AB,  AC,  ... 

2"  L<i  polynôme  étant  quelconque,  on  dépince  l'origine,  on  amène  l'origine  en  un  point  U',  00'  =  A, 
tel  que  ceci  soit  réalisé.  Montrer  quil  y  a  six  valeurs  de  h  pour  lesquelles  il  en  est  ainsi,  et  que  l'équatio-i 
qui  donne  h  peut,  à  l'aide  de  transformations  simples,  s'abaisser  au  troisième  degré, 

3°  Trouver,  par  cette  voie,  la  condition  pour  que  les  racines  soient  harmoniques,  c'est-à-dire  que 

TTP  =  O'C.O'D. 

i.  Pour  que  le  point  0  soit  le  milieu  de  deux  points  racines,  il  faut  que  la  somme  de  deux  racines 
soit  nulle.  Soient  a,  {?.,  y,  o,  les  quatre  racines;  nous  devons  avoir,  par  exemple,  y -»- ^  = '*«  ^u 
Y=^  -3. 

D'autre  part,  les  relations  entre  les  coeflicients  et  les  racines  sont 


a-hîi-hY-^o  =— 4-, 
a 


elles  deviennent  alors 


(Jc 


a 

aÊYS  =  1  ; 
a 


aH-ii  =  — 4-^ 


Ce 
.?-Y'=_, 


4^ 


\d 

a?(Y-^8)-»-Y5(«-+-P)  = ' 

a 


Y'a?  =  —L; 
a 


la  première  et  la  troisième  donnent,  par  division,     y*  = r'     ensuite  la  seconde  et  la  quatrième 

donnent 

bf_       ^  _  Ce 

ad        b         a 
ou         (i)  Cibrtl  ~  ad^  —  fb^  =  0 ; 

c'est  la  relation  dotnandée. 

Nous  aurions  j)ii  l'oblonir  on  divisant  le  ["tolynoine  par     .r^ -+- X,     écrivant  que  le  reste  est  identi- 
quement nul  cl  (éliminant  >-  cKlre  les  deux  relations  ainsi  obtenues. 

2.  Appelons  h  l'abscisse  de  la  nouvelle  orijjine,  0';  nous  avons  toujours 

O.VI  =  OO-f-0'.Vl,  .r  =  /i-i-.r', 

et  nous  aurons  l'équation  en  x   en  remplaçint  x  par     h-\-x'.     Faisons  le  et  supprimons  l'accent;  ceci 

nous  donne  l'équation 

a(x  -+-/*)*  -h  ih:x  -h  hy  -t-  Ge(x  -h  /i)'  -h  4rf(x  -4-  A)  -+-/"=  0, 
qui  s'écrit 

ax'  -h  \{ah  -H  h)x'  -+■  G{alû  -+-  'ibh  ■+■  c)x*  -f-  i^ali'  -+-  3AA»  -h  3eA  -+-  d)x  -haA*  ■+-  \bh^  -\-  6eA»  -h  ïdh  -hf  =  0. 

Kn  lui  appliqu.iiil  la  rolalion  (1),  nous  écrivons  qu''  le  point  O'  est  le  milieu  de  l'un  des  segments 
AB,  Ad,    .  .,  el  nous  obtenons  l'équation  qui  donne  h  : 

Cy{ah  H-  6)(n/j»  -+-  Ufi  -h  c){ah'  -+-  Uli*  -+-  :\ch  -+-  d) 

—  a(nh^  4-  3bh*  -h  Ikh  4-  d)*  —  {ah  -h  b)\nh''  4-  'i/»A'  4-6eA»  4-  4riA  4-  /")  =  0. 

Celle  équation  est  du  sixième  degré  on  A,   comme  on  devait  s'y  attendre,  puisqu'il  y  a  six  milieux. 
Il  est  inutile  de  la  développer. 

Soient  alors  A  cl  A'  les  valeurs  qui  corr.'spondonl  aux  milieux  de  .\B  et  de  CD,  par  exemple  ;  nous 
avons 
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2/i+2/i' =  a+p-^Y-^5  = ,  h-hh'  = 

a  a 

Les  six  racines  de  l'équalion  forment  trois  couples  vérifiant  cette  relation  ;  si  donc  nous  posons 
h  =  X ,  les  valeurs  de  X  seront  âenx  h  deux  opposées  et  l'équation  en  X  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires;  elle  s'abaissera  au  troisième  degré  en  posant  À-  =  [i.  Le  calcul  se  fait  aisément,  en 
se  servant  des  résultats  suivants  : 

b  ,         ^b  ,        h''         ^,       ,         Vj  ,        362  ^3 

a  a  cr  a  a^  a^ 

..       .   I>  66^  ,,       ,   63  6^  ' 

et  X'^  3=  /i^  -i-  4  -  /i^  +  -7-  /i2  4-  4  — -  yi  ^  —, 

a  a-  a-  a* 

et  en  achevant,  dans  les  termes  qui  restent,  de  remplacer  h  par    X  —  - .     Nous  n'achevons  pas  ce  calcul 

un  peu  long  mais  dépourvu  de  toute  diflîculté. 

3.  Si  nous  considérons  la  nouvelle  équation  du  quatrième  degré  qui  doime  les  abscisses  O'A,  O'B, 
O'C,  O'D,  nous  devrons  avoir 

O'Â^  =  O'C.  O'D, 
ou  0-A.  O'B  +  O'G.  O'D  =  0, 

Représentons  cette  équation  par 

kx'  -H  4B.r3  -f-  6Cx-  -^  4-D.x'  +  F  =  0 
et  par  a',  p',  ^',  ô'  les  quatre  racines;  nous  aurons  simultanément 

a'  +  ^'  =  0  et  a'p'H-Y'â'  =  0; 

les  relations  entre  les  coelTicients  et  les  racines  deviennent 

4B  4D  F 

y'  +  8'  =  -  y.  C  =  0,  a'P'(Y'  +  0')  =  -  — .  (a'P>  =  "  À  ' 

Nous  trouvons  facilement  les  deux  relations  en  h   que  voici  : 

G  =  0  et  AD2  +  FB^=0; 

il  faut  éliminer  h  entre  ces  deux  équations. 
Développons-les.  La  première  est 

ah'  +  26/i  -hc  =  0; 
la  seconde, 

a[ah^  +  UK"  +  3c/i  4-  df  -t-  {ah  -+-  b)\ah'  -f-  46/i'  +  6c/i-  H-  Uh  +  /j  =  0. 

Remplaçons 

ah^-hUh'--i-ch        par  0,         a'^h^  ^^abh-k-b-         par        b'^~nc,        et       ah^  ^"ibh^ -\- th"^        par  0  ; 

la  seconde  se  simplifie  et  devient 

"  a{bh''  ^  ^ch  ^  df  -4-  {b^  —  nc){iLbh^  -t-  oc/i'  +  ïdh  H-  /")  =  0, 
ou 

fl^^A*  -^  (26'  -^^abc)h^  4-  (2o6£^  +  56-c  —  ac2)/i2  +  462rfA  +  ad^  h-  /"^'^  —  acf  =  0. 

La  partie    6^(a6*  -i-  26/i^  h-  c6')  est  nulle  et  il  reste 

^abch'^  4-  (2a6c^  -H  Ab^c  —  ac-)li^  -h  kb'^dh  -H  arf-  -+-  fb''  —  oc/'  =  0. 

Remplaçons-y  ensuite     2bc{ah^ -\- 'ibh'^)     par    — 'ibr^h;     nous  aurons 

{^abd  —  ac2)/i2  4-  ^Cib'd—  bc^)h  -+-  ad'-  -h  fb^  —  acf  =  0, 

ou  (Ud  —  c^'Xah^  H-  26/i)  -h  arf^  4-  /"^^  —  acf  =  0. 

Il  n'y  a  plus  (ju'à  remplacer    ah^  -h  26A     par    —  c     pour  avoir  la  relation  demandée  : 

c'-had^-^fb''  —'ibcd  —  arf=  0. 

A,  IIUTINEL,  à  Cannes, 
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2513.  —  On  considère  un  paraboloide  hyperbolique, 

11-         -î 

P         9 
rapparié  à  trois  axes  rectangulaires,  et  les  deux  paraboles  principales  des  plans  ./O*/  et  xO:,  ainsi  que  leurs 
cercles  osculaleurs  au  point   0,  Cj  et  Cj.   Le  cercle  Cj,  tournant  autour  de  l'an  du  cercle   Ci,  engendre  un 
tore,  T.   Trouver  l'équation  dece  tore. 

On  suppose  ensuite  les  deux  paramètres  p  et  q  égaux  à  1  ;  former  les  équations  des  projections  (yi\  (yi) 
et  (yj)  de  la  courbe  commune  au  tore  et  au  paraboloide,  sur  les  plans  jUy,  xO;  et  t/Uz. 

Montrer  que  les  deux  courbes  (y,)  et  (yï)  se  décomposent  chacune  en  deux  ellipi^i^  et  que  chacune  de  ces 
ellipses  est  la  projection  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  directeur  du  paraboloide . 

La  courbe  {-(3)  se  décompose  en  deux  quarliques  :  l'une  est  imaginaire  et  n'a  qu'un  point  réel;  l'autre 
se  compose  de  deux  boucles  dont  on  demande  l'aire.  Construire  les  tangentes  au  point  double  et  les  tangentes 
parallèles  aux  axes. 

V* 
Le  centre  de  coiirbure  à  l'origine  de  la  parabole     :  =  0,      — ±r  =  0    a  iioiir  coordonnées 

P 
X  =  p,     y  =  0,    z  =  0,     et  l'axe  A  du  cercle  C,  est  défini  par  les  équations    x  —  /;  =  0,     y  =  0. 

Le  centre  de  courbure  à  l'origine  de  la  parabole     y  =  0,     — — i-2j  =  U     a  pour  coordonnées 

X  =  —  9,     ?y  —  0,     :  =  0,     et  les  équations  du  cercle  Cj  sont 

(I)  {x-^qy+-J-q^  =  0,  7/  =  0. 

Clierclions  l'équation  du  tore  T,  engendré  par  le  cercle  Ci  tournant  autour  de  A.  In  parallèle 
quelconque  a  pour  équations 

(i)  (ar-p)»-hyî  =  X,  z  =  ix; 

écnv(jns  qu'il  rencontre  C^,  et  pour  cela,  que  les  équations  (i)  et  (2)  ont  des  solutions  en   r.  y,  z    NOu» 
obtenons  successivement     y  =  0,     z  =  ii,     {x  —  p)*  =  >,     x  =  pzh^„     et  ctilin 
(3)  (±^X_H;,-f-9)»-hH'  — 7'  =  0. 

Ci"i\  la  condilion  pour  que  le  parallèle  Ci)  roncontre  le  cercle  Cj.  Nous  aurons  l'étjuatiun  du  loio  T 
en  éliminant  X  et  ji  entre  (8;  et  (3).  Ceci  nous  donne 

(±v/(x-p)«-f-J/^-^-p-^-7)»-}-:'-7'  =0, 
ou,  en  isolant  le  radical, 

(.r  -  p)» -M/ -h  (p -h  9)» -^  Z^  -  9«  =  db  2(p  H- 9)  v/(T^r7rr^, 

et,  en  élevant  au  carré, 

[x»  H-y»  -I-  :^  —  2px  -H  2p(p  -+-  q)]*  —  4(p  -1-  qy\  x«  -4-  y»  —  'ipx  4-  p']  =  i). 

C'est  l'équation  du  tore  T. 

Remplaçons  y  p  et  7  par  I  ;  nous  avons 

(j.»  4.  yi  _|_  .2  _  2.r  -^  't)«  -  I6(x»  H-  y»  --  ?x  -h  I  )  =*  0. 

et  l'équalion  du  paraboloide  devient     y'  —  :' —  2.»'  =  0. 

l'our  avoir  l  équation  de  (yi).  nous  éliminons  :'  entre  ces  deux  équations;  nous  obtenons 

(x«  -+-  2y«  -  4x  -+-  '0'  —  16(t*  -+-  y'  —  îj"  -4-  1)  =t  0. 
ou 

(x*  ■+■  2y»)'  -  8x(x»  -+-  2y»)  -t-  8x'  t=  0. 

C'est  une  équation  honog^nc  en    x'  -h  :2y^    et  x;  donc,  elle  se  décompose.  On  peut  récrire 


(î:i£ï!y_,ii±ii'HH  =  o, 
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et,  en  résolvant  par  rapport  à      —^     on  a 

-— ^   =  i±2v^à, 

d'où  les  deux  ellipses 

.x-2  -+-  2if  —  2x^2  +  v/2)  =  0,  x^  -h  5,72  _  2x(2  —  v^2)  =  0... 

Nous  allons  montrer  que  le  cylipdre  qui  a  pour  section  droite  Tune  de  ççs  ellipses  est  coupé 
suivant  un  cercle  par  le  plan  directeur    y  —  z  =  0    du  paraboloïde.  En  effet,  les  équations  de  la  section 

.,2  4-  yj/2  _  2x(2  -i-  y/â)  =r  0,  y  -  :  =  0 

sont  équivalentes  aux  équations 

x'  +  y2  +  ;2  _  2.r '2  +  v/i)  =  0,  y  —  z  =  0, 

et  celles-ci  représ'enlent  bien  un  cercle. 

On  obtient  l'équation  de   (Y2)  en  élinoinant  y  entre  les  équations  du  tore  et  du  paraboloïde;  on 
obtient  sans  difficulté 

(x^  ^  Ï-J  -^4)2  —  1 6(.r2  ^  -2  _^  1  )  =  0,  ou  (x^  -h  'i'J)-  —  Sx''  =  0, 

ou  enfin 

(.r2  -^  232  _  g.xv'S)     {x^  +  2z2  -1-  ?,rv/2)  =  0, 

et  cette  équation  représente  bien  deux  ellipses. 

On  verra  comme  plus  haut  que  chacune  d'elles  est  la  projectioii  d'un  cercle  situé  dans  l'un  de^ 
plans  directeurs  du  paraboloïde. 
Enfin,  l'équation  de  (yg)  est 


J-'f^^'--0  =  °' 


ou,  successivement, 

(y2  _  ^2^4  ^  I6z\y^  —  zY  +  642*  —  32(y2  —  z^f  =  0, 
1(1/  -  z^'Y  +  82-^]2  -  32(t/2  _  :8)2  ^  Q^^ 

[(y  2  _  -2)2  ^  y.2  _^  4^07(^2   _  j2)][(j/2  _  ^Î^S  ^.  g,2  _  4^^(y2  _  3?)]    _    Q, 

[(?/  —  2^)2  +  4;2t/2  +  4(2  —  v/5)z2 j[fjy2  _  ^2)2  _  f^^^i/^  _^_  4(2  +  v/2)z^j  =  6. 

Cette  équation  représente  deux  quartiques  dont  la  première  n'a  comme  point  réel  c^ue  l'origine. 
Considérons  la  seconde  : 

(^2  _  ..y  ^  4^(2  +  ^/2)22  _  ^2/]  =  0  ; 

Elle  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  Oy,  Oz  et  admet  l'origine  comme  point  double,  les 
tangentes  en  ce  point  ayant  pour  équation  (2  -h  \/^)z-  —  ^/fï'/'^  =  0.  On  la  construit  aisément  soit  en 
posant  3  =  ty,  soit  en  passant  en  coordonni^es  polaires.  Elle  se  compose  de  deux  boucles  comprises 
dans  l'angle  des  tangentes  au  point  double  qui  contient  Oy  :  elle  rencontre  Oy  en  deux  points  dont  les 
ordonnées  vérifient  l'équation     y-  =  ïsj^,    et  les  tangentes  en  ces  points  sont  paralkMes  à  Oz. 

Enfin  les  tangentes  parallèles  à  Oy  ont  pour  points  de  contact  les  solutions  des  équations 

La  solution     y  =  0     correspond  au  point  double;   nous  devons  prendre    y*  =  z- -h  2/^,     et  en 

portant  cette  valeur  de  y^  dans  l'équation  de  la  courbe,  nous  obtenons    z-  =  1.     On  en  conclut  que  les 

points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  0;/  ont  pour  coordonnées    z  =±1,    y  =  ±\\  -\-'iyJ'i. 

Pour  calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe,  nous  passons  en  polaires,  l'axe  Oy  étant  l'axe  polaire; 

nous  posons    y  =  p  cos  w,    î=psinto,     et  nous  obtenons 

j  ^  ,     /2  ços^  to  —(?-!-  \/2)  sin"  (q 
~    "  cos"'^2w 
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Soit   a    l'angle  aigu  qui  annule   le  nuiiiéiateiir,     tg  a  =  -j—- =  s  \  i  —  1  ;     l'aire  de  chaque 

boucle  est  _ 

A=  rvrf. =4  T'"^ '="■'' '■'-'^^''^"'^'"''■'rf.. 

J,     '  .'o  COS^tu 

Remplaçons  ces*  w^el  sin' w  par  leurs  valeurs  en  l'onction  de  cos  2w  ;  nous  obtenons  successivement 
v/2)  C08  2w  —  1 


-r^ 


ou,  enfin. 


cos*  !2w 


doj  =  2  1  -H  v/z)  / 2  /     — — - 

Jo    cos  ioj         Jq    cos*  2w 


=  2{l-+-v2; 


A  =  2(1  -H  v/2yL  tg  (  j  -h  a  )  —  2  tg  2o 


Ltg 


(tHi:- 


2     tg2c 


ou 


Pour  obtenir  A  en  décimales,  nous  calculerons  l'angle  a  en  grades  et  nous  poserons 

A  =  2(B-tg2a), 

g  ^  (l  -4-v-i)iogtir  r;o-f-g) 

M 


Nous  avons  tg  a  =   v^l  -h  i/â""*  '°^'  ^g  ="  =  —  T  '°^  (v^-  -+"  ^  ) 

log(s/2-h  1)  =  log 2.41421  =  0,:{827S,  log  tg  a  =  l.SOSGI. 

d'où  a  =  36/i053,       2»  =  72,8106,  logtgSa  =  0,34189 

et  lg2ai  =  2,11)73. 

D'autre  part, 

log  B  =  log  (1  -H  /2)  -h  log  log  tg  (50  -h  a)  -  log  M . 
50  4-  a  =  86,4053,  log  Ig  (50  -+-«)  =  0,66383, 

loglogtg(50-h«)=  r,82206 

log  (i-^^î)       =  0,38278 
—  log  M  =  0,30222 


log  B  =  0,56706 

Bonne  solution  par  M.  C.  Dblvoye. 


B  =  3,6003 
B  — tg2a  =  l,.il)30 
A  =  2,0860 
A    UL'TI.NKL,  à  Cannes. 
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2465.  —  1"  Un  prisme  de  verre  a  la  formé  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  section  droite 
est    ABA'H  ,    siiiit'c  dans  le  plan  de  la  figure. 

Sur  la  face  supérieure  est  disposée  une  cuve  de  verre  sans  fond  aba'b'    contenant  un  liquide.  En 

un  point  1  du  plan  de  la  figure,  ùtué  sur  la  surface  de  séparation 
du  li(jiii(lr  cl  du  prisme,  on  fait  tomber  des  rayons  lumineux  mono- 
chrom(tli(]tiis  ayant  toutes  les  directions  possibles  dans  l'angle 
dièdre  AIv.  Les  indices  du  liquide  et  du  verre  pour  ces  rayons  sont 
respectivenicnl  n  et  N(n<;N)-  ^^cs  rayons  réfractés  pénètrent 
dans  le  pri.one  et  on  considère  particulièrement  ceux  qui  sortent 
ensuite  par  lu  face  BB'.  Tous  les  rayons  entrés  en  I  sortent-ils  du 
prisme?  Quelles  conditions  faut-il  réaliser  pour  qu'il  y  ait  un  fais- 
ceau   émeriirnl  ?  Indiquer  la  constitution  de  ce  faisceau. 

2°  Le  faisceau  émergent  est  limite  à  sa  partie  supérieure  par 
un  rayon  situé  dans  le  f.lan  de  la  figure  ;  soil   i   l'angle  d'émergence  de  ce  rayon  à  la  sortie  de  la  face 
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BB'.  Etablir  la  formule  qui  relie  i  aux  deux  indices  n  et  N.  La  mesure  de  i  permet,  connaissant 
N,  de  calculer  n.  Quels  indices  pourra-t-on  mesurer  avec  un  prisme  d'indice  N  donné?  Avec 
quelle  précision  iaudra-til  mesurer  i  pour  que  l'on  puisse  donner  la  cinquième  décimale  de  n  ? 
Quelle  précision  obliendra-t-on  sur  n  en  lisant  i  à  une  minute  près  ? 

3°  En  réalité,  on  observe  le  faisceau  émergent  avec  une  lunette  L  réglée  pour  l'infmi  cl  dont 
l'axe  optique  peut  se  déplacer  en  restant  dans  le  plan  de  la  figure.  On  réalise,  à  l'aide  d'un  appa- 
reil approprié,  un  éclairage  de  la  surface  de  séparation  tel  que,  en  chaque  poiîd  de  cette  surface,  il 
tombe  des  rayons  ayant,  toutes  les  directions  données  plus  haut.  Montrer  que  le  cliamp  de  la  lunette 
apparaît  divisé  en  deux  parties  :  l'une  éclairée,  l'autre  sombre,  les  deux  parties  étant  séparées  par 
une  ligne  courbe  S  ;  on  pourra  calculer  la  courbure  de  celle  ligne.  Indiquer  comment,  de  l'obser- 
vation du  phénomène,  on  peut  déduire  la  inesure  de  i.  Décrire  un  dispositif  d'éclairage  permet- 
tant de  réaliser  les  conditions  ci-dessus.  Est-il  possible  de  réduire  la  partie  éclairée  du  champ  à  une 
petite  portion  voisine  de  la  ligne   S  ?  * 

4°  Le  prisme  est  formé  d'un  verre  dont  les  indices  sont  donnés  par  la  formule    N  =  a+    t— ? 

les  indices  du  liquide  suivent  une  loi  analogue     n=y.-h  -j  '     Qu'observe-t-on   dans   la   lunette   si 

on  éclaire  la  cuve  avec  une  lumière  renfermant  deux   couleurs    de    longueurs    d'onde   différentes    1^ 
et   X,  ?   De  quoi  dépendra,  l'écart  angulaire  des  deux  lignes   de   séparation   aperçues    dans   la   lunette 
et  comment  se  modifiera-t-il  avec  la  dispersion  du  liquide,  celle  du  prisme  étant  supposée  donnée  ? 
Application  numérique.  —  On  éclaire  la  cuve  avec  la  lumière  provenant  d'un  tube  de  Geissler 
à  hydrogène  renfermant  les  trois  longueurs  d'onde 

C À  =  0,0563 -x, 

F X  =  0,4861  [X, 

G' A  =  0,4326  a. 

On  a  a  =  1,59527,  6  =  9,283.10-='. 

Calculer  à  une  minute  près  les  angles  i  correspondant  aux  trois  couleurs  pour  l'eau  et  le  ben- 
zène, pour  lesquels  on  a  respectivement 

S    a  =  1,32  235,  (    a  =  1,47  482. 

j    p  =  3,735.10-'' ;  (    R  =  9,102.10-^. 

5'  On  supposera  que  l'influence  de  la  température  sur  l'indice  d'un  solide  et  d'un  liquide  est 

n 1 

donnée  par  la  formule     — j —  =  C*°.     On  déterminera  dans  ce  cas  l'influence  d'une  variation  de 

tempérai ure  sur  la  préci.non  obtenue  dans  la  mesure  de   n. 

Avec  quelle  approa-imaiion  doit  être  maintenue  la  température  de  V ensemble  pour  que  l'on 
puisse  répondre  d'une  unité  de  la  quatrième  décimale  sur  l'indice  n  ?  Même  question  pour  la  cin- 
quième décimale. 

Application.  —  Benzène  aux  envircms  de  20"  C.  On  donnera  les  résultats  successivement  pour 
les  deux  radiations  C  et  G'  ;  on  donnera  l'influence  de  la  température  sur  la  dispersion  correspon- 
dante. 

Coefficient  de  dilatation  cubique  du  verre  :  25.10— ''. 

—  —  —      du  benzène  :  12.10-'. 

(École  normale  xuprrieure,  concours  de  1020,  groupe  I  ) 

1.  Tous  les  rayons  arrivant  ni  I  pcnèlrcnl  danti  le  {)ri5nric,  puisque  celui-ci  est  plus  réfringent 
que  le  liquide.  A  l'intérieur  du  prisme,  ils  forment  un  cône,  d'axe  ly.  dont  l'angle  au  sommet  est 
le  double  de  l'angle  limite    X    défini  par  la   relalion 

n  -—  \  sin  /. 


'à^ii. 


I'HY>IUUE 


'>-- 


sin  /  >  cos  >., 


Ce  cône  renconlic  la  ïuce  BB'  suivant  un  arc 
(1  hyptrbole  représenté  en  MKN,  la  face  BB'  étant 
supposée  rabattue  sur  le  plan  de  la  Ogure. 

Los  rayons  ne  peuvent  énurger  que  s'ils  arrivent 
sur  BB'  sous  un  angle  d'incidence  inférieur  à  langlc 
/  (li'liiii   j»ar   la   idation 

N  sin  l=\. 
lU  <]()i\rnt  donc  cire  compris  dans  un  cône  d'axr  \\^ 
et  d'angle  au  sommet  2/.  Ce  cône  rencontre  la  face 
KB'  suivant  lare  de  cercle  MLN  et  ceux-là  seuls  ihjim- 
Kinl  ('nierger  qui  passent  par  la  région  hachurée  MKM. 
(oniprise  entre  les  deux  courbes.  Or  cette  région  n'existe 
(jue  si  l'on  a 
siir  /  >  1  —  ^\u-  >,  ou  enfin  N-  —  n*  <  I. 


Le  faisceau  émergent  est  limité  d'une  pari  par  la  nappe  de  rayons  qui  (-mergent  jxir  l'arc  d'h>per- 
htih;  MKN,  d'autre  part  par  la  nappe  plane  (pii  émerge,  en  rasant  la  faïc  BB',  par  l'arc  de  cercle 
MLN  et  dont  les  limites  sont  dans  les  direclioiis  BM  et  BN.  Dans  le  plan  IBB',  tous  les  rayons  émer- 
gents ont,  comme  on  sait,  des  directions  tangentes  à  la  développée  d'une  ellipse  ayant  pour  foyers 
le  i)oiiit  I  e!  son  symétrique  par  rapport  à  BB',  »'t  pour  grand  axe  la  longueur  2NIB.  En  dehors 
(hi  plan  IRB',  tous  les  rayons  émergents  ont  leurs  directions  tangentes  à  la  surface  de  révolution 
ayant   pour  axe  la  droite    IB    et  cette  dévelopjM'c  {)Our  méridienne. 

2.   Les  indices  et  l'angle  d'émergence    i    du  rayon  limite    IK    sont  liés  par  la  rdalidii 

(1)  »  =  yivî"^^^^sm*  t, 

sur  laciuellc  on  reln)U\e  la  condition  de  réalité  N^  —  n.=  <  1  ou  n^  >  N'  —  1.  On  pourra  donc, 
.avec  un  priMne  d'indice  N  donné,  mesurer  les  indices  n  de  tous  les  licpiides  (pii  satisferont  îi  cette 
condition. 

Admettons  (pie  .\  soit  connu  exactement  ;  la  seule  erreur  dont  sera  entachée  la  détermination 
de  //  proviendra  de  l'erreur  commise  dans  la  mesure  de  i  ;  si  celle-ci  est  assez  réduite,  on  pourra 
|ii(ii(lic  Its  différentielles    <ln    et    di    pour  expressions  des  erreurs.  Or,  on  déduit  de  (1) 

2  sin  i  cos  i  sin  2« 


(i.^ 


dn  =  — 


di=  — 


di. 


2v'i\*  -Biri^i  2» 

Connaissant  ies  valeurs  approchées  de   i   et  de    n,    on  déduira  de  là  la  précision  à  apjwrter  dans 
la   nicsuie  dr    i.     Pour  avoir  la  5"  décimale  de    /i,    il  faut  qu'on  ait,  en  v.aleur  absolue, 

in 

(dn)  <  !«>-■  ou  {di)  <  -r^^ 
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Par  exemple,  si  on  suppose  sin  2/  voisin  de  1  et    n    voisin    de    —-•     indice   de    l'eau,    on    trouve 


(di)  < -:r  X  10    ■\   <f    jui  icprésenlc  ciniron  .'»  . 
Su[»poNons    [ili)    •'gai  à  une  iiiimii»'  ou 


(Ir  radiiii;  on   lioiixc,   m  l.iisml 


I.Np 


looou 

llif'Ms,    r/j;  voisin  de  10    '  et  on  j^eut  a\oir  la  4*  décimale. 

3.  (lonsidémns  niainlmanl  sur  AB  une  inlinilé  de  points  I.  h.n  groupant  1rs  ra>ons  par  faisceaux 
l«irillMes  qui  iront  converger  chacun  en  im  point  du  plan  focal  de  l'ohjedif  de  la  limette,  on  dé- 
montre aisément  (pie  celui-ci  se  trouvera  partagé  en  «leux  zones,  l'une  éclairée,  l'autre  obscure.  I^ 
ligne  de  démarcation  est   fonnéc  j)ar  tous  les  rayons  qui.  <  ommc  le  rayon  IKR.  se  sont  réfractés  dans 
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la  face  supérieure  du  prisme  sous  l'angle  limite  X.  Or,  tous  ces  rayons  forment,  à  l'incidence  sur  la 
face  BB',  le  même  angle  X  avec  la  direction  BRL.  D'après  une  propriété  connue,  les  rayons  émer- 
gents font  aussi  un  même  angle    w    avec  cette  direction.  Au  point   K,    en  particulier,  on  voit  que  cet 

angle  œ,  représenté  en  RKB',  est  égal  à    — i ',     c'est  encore  l'angle  LBAI   ou  LBN. 

Si  on  suppose  menés  par  le  centre  optique  de  l'objectif  les  axes  secondaires  de  tous  les  faisceaux 
ainsi  considérés,  ces  axes  forment  un  cône  dont  l'axe  est  parallèle  à  ly  et  l'angle  au  sommet  égal  à  2o). 
La  courbe  S  est  la  section  faite  dans  ce  cône  par  le  plan  focal  de  l'objeclii  et  quand  on  a  amené  la 
croisée  du  réticule  sur  cette  ligne,  on  a  donné  à  l'axe  optique  de  la  lunette  la  direction  KR,  ce 
qui  permet  de  mesurer  l'angle  i.  La  section  S  est  alors  dans  un  plan  normal  à  la  génératrice  du  cône 
parallèle  à  KR  et  ce  plan  est  situé  à  une  distance  du  sommet  égale  à  la  distance  focale  o  de  l'ob- 
jectif. Le  calcul  du  rayon  de  courbure  de  cette  section  au  point  de  rencontre  avec  la  génératrice  nor- 
male, c'est-à-dire  au  sommet  de  la  conique,   donne 

p  =  9  tg  <i). 

Pour  réaliser  les  conditions  d'éclairage  supposées  ci-dessus,  on  limitera  la  cuve  de  verre  par  une 
paroi  diffusante  vivement  éclairée  ou  bien  on  emploiera  la  disposition  du  réfractomètre  d'Abbe.  • 

Pour  réduire  la  partie  éclairée  du  champ  à  la  ligne  S,  on  placera  la  source  lumineuse,  sans  paroi 
diffusante,  dans  le  voisinage  du  plan  AB,  par  exemple  en  plaçant  le  tube  de  Geisslcr  horizontale- 
ment aussi  près  que  pc^ssible  de  ce  plan. 

4.  A  cliaque  couleur  correspondra  une  ligne  de  séparation  dont  la  position  dans  le  plan  focal  de  la 
lunette  sera  déterminée  par  la  valeur  de  l'angle  i.  Pour  les  deux  couleurs  'X^  et  X,  ou  aura  respecti- 
vement, d'après  l'équation  (1), 

sin^  î,  =  N?  —  nj  et  sin-  f,  =  N.i  — »:;. 

Supposons  X,  <C  X,  ;  N,  sera  plus  grand  que  N^  et  n,  plus  grand  que  n^.  En  général,  l'a  sera 
plus  grand  que  i\  et,  dans  ce  cas,  on  observera  dans  le  plan  focal  de  la  lunette  une  région  obscure, 
une  région  éclairée  seulement  par  la  lumière  1  et  une  région  éclairée  à  la  fois  par  1  et  2,  ou  bien, 
si  la  source  lumineuse  est  suffisamment  réduite,  deux  simples  lignes  lumineuses  Si  et  S,.  Cepen- 
dant, si  le  liquide  est  très  dispersif,  il  pourra  se  faire  que  i^l  —  "î  soit  plus  grand  que  N^  —  NJ  ; 
dans  ce  cas,  i^  sera  plus  petit  que  i\  et  les  deux  couleurs  seront  interverties.  Comme  cas  particu- 
lier, elles  pourraient  être  confondues. 

Ti 'application  numérique  donne  d'abord,  pour  les  trois  couleurs  considérées,   les  indices  suivants  : 

\crre  Eau  Ben/ènc 

Radiation  C  1.61  G82  1,33  102  1,49  595 

Radiation  F  LG3  456  1,33  816  1,51-334 

Radiation  G'  1,64  487  1,34  231  1,52  346 

Les  angles  d'émergence  limites,  calculés  en  écrivant  sin^  t  =  (N  +  n)  (N  —  n),  sont  respective- 
ment : 

Pour  l'eau  G6°37',  69°50',  71°56', 

Tour  le   benzène     37°50',  38°9',  38°20'. 

5.    Les  variations  respectives  de   l'angle   i  et  des  indices   s'obtiennent    par    la    différenciation    de 

l'équalion     sin-t  =  N'^  —  n'^,     ce    qui    donne- 

Nf/N  — 7h/// 

(h  =  2 , 

sm  2t 

où  d'N  et  dn  seront   maintenant  des  variations   produites  ])ar  une  variation   de   température   dt. 

Or,     N  —  1     est,    par    hyjwthèso,    propoilioimel  à    la    densité    et,    par    conséquent,    inversement 

C 


proportionnel    au    binôme   de    dilatation:     \  —  1  = 


1  +  /,•/ 
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k 

on  en  <V'(\u\t  d'S  =  ■ —  ■  >  —  1  i  (//, 

1-f-/./ 

fni  s('nsil)lf'riU'nt  J\  =  —  (^  —  })hdt  ;        de  rnênie         dn  = -^  (n  —  \)cdl, 

\    cnr„-l)  — A-\fX— 1)    ^^ 

a  ou  di  =  2  «/. 

siii  'il 

D'.iiilrc  part,  à  uno  variaUon  di,  corn-spond,  d'après  l'équalioii  (2),  une  variation  mesurée 

sifi  2t 

c/.(/i— l)H-/cN(\  — 1)   . 

donc  (dit)  =  dt. 

n 

Si  l'on  veut  avoir  (dn)  <  10    *,    le  calcul  donne,   dans  le  cas  du  benzène, 

pour  la  radiation  C,     <7/<0",17;  pour  la  radiation  G',     dt<0'',16. 

V.nUn   l'inniioncc   de   la   tcnipéralure   sur   la    dis}»ersion  entre  deux  couleurs  1  et  2  peut  être  carac- 

df/j,  —  n,) 
trnsee    jiar   1  expression     — —=— Hntre  les  radiations   C   et   G     on  a,  pour  le  ben/ène, 

d(//,  —  /(,)=  —  (n,  —  n^)cdt  =  —  0,000033  dt. 

A.  l'ETRUS,  lycée  de  Dijon. 


QUESTIONS  POSEES     MA  EXAMENS    UKALX  {u)2'2) 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (suite) 


i   —  X 

—  868.   —  On  considfre  \^  fonction    </  de  la   tariable   x   dfânie  par     tg  »/  = i^(t.     Démontrer  que  la  dériTée 

1  -*-  X 
•l'ordre  n  de  cette  fonction  pour    x  =  0    a  pour  valeur     —  1/''h  —  1)  1  sin  Ina. 

—  869.   —  Ap|ilii|uer  la  formule  des  accroissements  finis  à   Lx,  on  donnant  ii  x  les  \aleurs  entit-res.  n  et    n  -4-  i.     Kn 
déduire  rfue  la  sfrie     m„  =  —    est  divergente. 

—  870.  —  Appliquer  la  formule  des  accroissements  Unis  n  LLr.  Kn  déduire  que  la  st-rie    «,  =  — : —    est  'li^ersente. 

—  87t.  —  Un  considère  la  fonction     z  =x/|  — j  ^  ?(-)•    déraontrer  qu'elle  satisfait  k  rëifuntion 

/)'-  z)''  /)'- 

X' -^ -H  Irv -^  -4- !/' i^- =  0. 
•Jx»  •'  dXf)y       •'    ,}y' 

—  872.   —  Démontrer  (|ue  la  dérivée  d'ordre    n    de  la  fonction    e^*   est  <•-''?,,   P,   étant  un  polynôme  de  degré  n. 
Calculer  les  coefficients  de  ce  polynôme,  et  démontrer  qu'il  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

I  —  xy 

—  873    —  CiiKuler  la  différentielle  totale  de    arc  cos : 

y'I  -H  x'  -H  y*  -f-  x*y* 

—  874.  —  Calculer  la  dérivée  de   la  fonction  implicite  y  définie  par  l'équation    1  -h  x;/  =  L{e"'  -he-'v).    Pouvait-on 
préfoir  le  résultat  ? 

—  875.   —  Condition  pour  que  l'équation    x'  -+-  px'  -t-  qx*  -f^  r  =  0    ait  une  racine  double. 

—  876.  —  Discuter  la  réalité  des  racines  de  l'équation    x*  —  2x*  -t-  Xx  -H  1  =  0. 

—  877.  —  Nomt)re  de  racines  réelles  de  l'équation    x'"<  -+-  ;>x  +  </  =0. 

■—  878.  —  Détermmer  un  polynôme    f  x)   de  degré  m  défini  par  lidentilé     nf[x)  ^  {x  —  a)l'[x)  ^-br{x).     Développer 
f{x)  par  rapport  aux  puissances  de    r  —  n.     Discuter  la  réalité  de  ses  racines. 

—  879.  —  f[x)   étant   un  polynôme  du   troisième   degré   ayant  ses  trois  racines    réelles,  montrer  que  le   polynôme 
[f'(x]\*  —  2f(x)r{x)    a  deux  racines  réelles. 

~  880.  —  Condition  pour  que  les  racines  de  l'équation    ox*  -f-  6x'  -f-  ex  -+- «I  —  0    puissent  représenter  les  longueurs 
des  côtés  d'un  triangle  rectangle. 

—  881 .  —  (Condition  pour  que  l'équation    x'  -♦-  px'  +  qx  +  r  =  0    ait  une  racine  trl|>le. 

—  882.  —  hésoudre  ^'équatlon     \/x  —  i  —  ^/x"-*- 1  =  0. 
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—  883.  —  Étudier   les  racines  de  l'équation    arc  tg  x  —  Lx.     Soient   x^,  x,,  ...  x„,  ...   les  racines.    Montrer  que  la 
série  qui  a  pour  terme  général    —    est  convergente. 

—  884.  —  Discuter  les  racines  de  l'équation    xLx  — x  —  a  —  0. 

—  885.  —  Soient  /"  et  <f>  deux  polynômes  en   x   premiers  entre  eux.  Si  l'équation    p -j-  o'  =  0    a  une  racine  double, 
cette  racine  satisfait  à  l'équation    f  -f-  «f'^  ^=  0. 

—  886.  —  Condition  pour  qu'une  équation  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  ait  ses  racines  en  progression  arith- 
métique. 

—  887.  —  Calculer    ï  pour  l'équation    x^  —  7x  +  7  =  0. 

a-  H-  1 

—  888.  —  Condition  pour  qu'une  racine  de  l'équation    x^  +  px-hq  =  0    soit  égale  à  la  somme  des  inverses  des 
deux  autres. 

—  889.  —  Condition  pour  que  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  soient  les  afflxes  des  sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 

—  890.  —  Soient   a,  b,  c  les  racines  de  l'équation    x'-+-px  4-  7  =  0.    Former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 

c  —  a 

quantités  de  la  forme • 

c  —  b 

'   —  891 .  —  Décomposer  en  éléments  simples  : 

X"  X 


(x=  — 1)»"*'  (x— i)":x-+-l)" 

—  892.  —  Calculer  les  intégrales  : 


I        H-x'  '             j    X' +  5x' -h  8x -t- 4  '             J,^     '(l+x^)»     ^'  J    x»  +  x-'— C-*             J    (H-x*j'  ' 

J     (x'-i-lF       ^'           J    l  +  xv/i^^xï    ^'          J^    x-h\/a'  —  x'  '  j    xVr=^^  '            J    x'-hxy^a^^^' 

r              dx                             r             xdx                             r  dx                        filjtif^dx, 

j    2x -f- v'x»  —  X -Fî  '            J    v^HFx— Vr+x  '              /  .  /l  - X  '           J         X 

J  V  1  +  X 

/'+«'           dx                          r      x*dx  C      ^^       H 

Jq        v/ax^'  -hbx  -fc  '            J    ^(x'  —  !)'■'  J   i/x'  —  0» 

—  893.  —  Calculer  les  intégrales  : 

/dx                                r                 dx                                r       sin  xdx  r 

cob^  X  —  4  cos  X  -1-  5  '               /     cos  2x  —  4  cos  X  +  5  '              J    cos^  x  -  cos'  a  J    a 


b  cos  X 


/1 -f- c  cos  X  f'^         dx  r-       i>\n  xdx  C    sin  xdx  Cs.  /  ^     \       ^     dx 

1  —  e  cos  X       '  }(,      1  +  cos-x'  Jg      sinx  +  cosx'  /    l  h- cos  3x  '  ^  V   16       cos- x 

n-       dx  r     dx  r      dx  C   ^        .    ^        C   ^'       .     i 

I .  i    — ■  )   -; ; ,  )   -arc  tg  xdx,  I arc  ig  xdx, 

J^^      1-t-sinasinx  J    tgx— tga  J    th  x  —  th  a  J    1 -4- x»  "         '       J    i -\- x' 

f     X'  ,  C       X  ^  C, i-^  rcos(2H+-l)x       , 

I  TTF  *■''' *^  ^     '  I    (j  ^3..),  «rc  tgxdx,  I  ^/l-+-tgx  +  tg»xdx,  J  ^^^-^^ e'dx, 

/r         dx                      r  /           1    \,                /'arc  sin  X 
arc  sm  x  "dx,  1  ^r-  \   L    1  H dx,  j  r  dx. 

J     /1  +  th-^x  J     \  W  j(l-x')l 

ffx  —  a](x  —  b) 
— —  dx    soit  algébrique. 
{x-p)ix  —  q)- 

—  895.  —  Calculer      /  -^^^ ■>     sachant  que  y  est  lié  à  x  par  la  relation    x' -f- (/^  —  3rtx.v  =  0. 

J  x  +  y 

—  89G.  —  Calculer      |     cos  t  sin  2/d/.     Quelle  relation  doit  il  exister  entre  x  et  //  pour  que  l'intégrale  soit  nulle? 

—  897.  --  Calculer  le  moment  d'inertie  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son  axe,  dun  tore  par  rapport  à  son 
axe,  d'une  ellipse  par  rapport  à  un  diamètre. 

—  898.  —  Intégrer  les  équations  différentielles  : 

du  du  /  4  2x      \  2ax  ,  *  t      .     -, 

dx  dx  \  ./•         x"  -t-  a'  /  x'  -I-  a»  ^ 
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,    .        /  1  2x       \  2nx*  liy  ,  -  du  

H^x*,y  ^\^-- --——~j,,=  ——..     __  =  yi  ^  y^  ,,' +  a',     -;^=2y-vy'-l,    {/' cos  x  -  3v  sin  j  =  cot  jt, 

y'H  -t-  x')  -t-  x»  =  1 ,         f  1  —  x')  — Ti/  =  t ,         !/  —  v  tfç  X  +  cos'  x  =  0.         xij  -+-  2»/  =  cos  x, 

!/(^^-x)^-.»/-L    )h =  0,         ——=  ^ _ ^ ,         y  -+■  y  =  sin  2x,        y   -(- 4i/  -^- 4'/ =  *-'^  cos'x, 

\      X      /        X  dx  (x'-f- ;/  —  l)x  — y  »        ^  ».  .'  . 

y"  —  2j/  -I-  y  =  e'  -f-  xe^,      y'  +  y  =  sin  x  -f-  cos  x,      y  —  3j/'  -i-  2y  =  e^  -h  cos  x.      y'  —  2y'  -i-  2;/  =  e^  sin'  x, 

y"  —  6y  -I-  9y  =  «'^  -H  sin  3x  -t-  x«  +  !,  y'  —  :iy  -t- 1  =  e-^  sin  x.  y'  -i-  4y  4-  Si/  =  ch  2x  cos  x, 

rf'y       d'x    _  d'y         d'x 

'/x'        dy»    ~    '  dx'  dy'    ~ 

—  S90.   —  Intégrer  l'équation  iliirérontiellc    y"  —  3y  -f-  2y  =  p-^-f-p".     Calculer  l'intégralf  qui  s'annule  ainsi  que  M 
•U'Tivée  pour    x  =  0.     Construire  la  rourbe  correspondante. 

—  î>no.  —  Klant  donnée  l'équation  difl'érentielle    (1— x')|y ^ — j-t-xy— y^O,     on  fait   le  changement  de  fonc- 
tion y  =  e',    et  le  cliangement  de  variable    x  =  sin  t.     Int('f.'rer  l'équation  iliiïtrentielle  obtenue. 

—  901.   —  Intégrer  l'équation  différentielle    y'(l  — x  i  —  xy  —  1  =  0.     Kn  déduire   le   développement   en   série  de  la 
fonction     (arc  sin  x)- . 

—  902    —  On   considère  l'équation    différentielle    — '■ 1 '■ '—  -i —  0.     On   prend    pour  nouvelle 

^  dx'         1-t-x'     dx         (1-f-x'r  *^ 

variable    l  =  arc  tg  x.    Former  la  nouvelle  équation  différentielle  et  inléurer. 

—  90.'l.   —   On   considère   l'équation  différentielle    j 'y  -t- oxy  -f- </y   -  0,    n  et  b  étant  des  constantes.    Que  devient 
cette  éijuation  quand  on  fait  le  cliangement  de  variable    x  =  e'  .'    Intégrer  I  équation  obtenue. 

[A  suivre.) 


SUJETS    Dï:   CO^COLMS 


ACHflGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 


Session  de  1922. 

\fiilli('innliqucs  ilcmcntaires  ('). 

I.  —  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C,  on  propose  de  délerminrr  un  i)oinl  D,  tel  qne  les  faces  du 
li'-lrnf'drc    ARCD    aient  des  aires  équivalentes. 

On  calculera,  en  fonction  des  côtés  a,  b,  c,  et  des  .merles  A,  ?>,  C.  du  IrianKlc  ABC,  le  rayon  de  la 
-plière  inscrite,  celui  de  la  spb^rc  circonscrite,  le  volume,  les  cosinus  ou  les  sinus  des  dièdres  ou  des 
•  Icini-dirdns  du   tétraèdre  AIUID  (-). 

II.  —  Les  sommets    A    et    B    restant  fixes   : 

Où  doit  Htv  le  ])oint  II,  orthoienlre  du  lrian;rlc  ABC,  pour  que  bs  dièdres  du  lélraè«lre  ABCD 
.^(licnl    tous  aipus? 

(juel  est  le  lieu  du  i)Oiiil  H  (juand  les  orlhocenlres  des  quatre  faces  du  télrainlrc  sont  dans  un  même 
plan  ? 

m.  _  Soient  deux  sphères  conceidriques,  S  et  .«:,  de  ravons  H  et  r  .  A  quelles  conditions  exisir-l-il 
des  tétraèdres-  T  dont  b  s  sommets  sont  sur  la  sphère  ^  i-l  dont  \r^  plif.s  di  »  f;i(  es  v(»iil  tanL-ent»  .j  la 
sphère    s  ? 

Kxaminer  si   ces   tétraèdres    ï    ont   leurs   faces  l'ijuiv.iltiiles. 

flomment  faut-il  choisir  une  droite    A    pour  qti'elle  soit   tme  arête  d'un    tétraèdre    T? 

IV.  —  Les  sphères  S  et  .<;  étant  données,  que  ii.ul on  dire  des  centres  de  fe-ravilé  et  <les  orlhocenlres 
di's   faces  de   tous  les  léliaèdres    T,     ((ui   sont   inscrits  dans    S    et    circonscrits  îi  s  ? 

Le  jdan  de  la  face  BCD  et   le  sommet    \  étant  fl\rs.  étudier   le   «léplacement    des   arêtes     CD.    BD,    BC. 

Étudier  les  sphères  ï  autres  que  s,  luipentes  aux  plan»,  des  f.ires  d'un  lélr.ièdre  T  et.  iii  particulier, 
la  disposition  des  centres  de  ces  sphères. 


('.)   r.f'llo   question   osl    résnlne   dnn«   lo  Jonrnnl   de    Malif  niii(i';iir.<    i  liinrnlnireê. 

(»)  L'ordre   dans    lequel    |os   élément*    inconnii»  seront  .  ilculés  vA  laissé  ^  la  clispo»ilion  îles  r.indid»!». 
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Soit  A'  le  centre  de  celle  des  sphères  ex-inscrites  à  l'un  quelconque  des  tétraèdres  T,  qui. est  placée 
au  delà  de  la  face  BCD  -par  rapport  au  sommet  A.  Démontrer  que  la  distance  de  ce  point  A'  au  centre 
0)  de  l'une  des  circonférences  tangentes  aux  trois  côtés  du  triangle  BCD  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  rayon  de  cette  circonférence. 

Malhéinatiqacs  spéciales. 

I.  9634.  —  Un    cercle   (P),    rapporté   à    trois   axes    rectangulaires    Ox,  Oy,  Oz,    a  pour  équations 

2  =  U,  a,-  +  y2  __  «2  _  0 

Deux  tangentes  fixes,    A,  A',    à  ce  cercle,  sont  rencontrées  en  M  et  M'   par  une  tangente  variable  T. 

Montrer  qu'il  existe  dans  l'espace  deux  points,  o),  oj',  d'où  l'on  voit  constamment  le  segment  MM' 
sous  un  angle  droit,  lorsque    T    varie. 

Kxprimoi  les  coordonnées  des  points  o),  «'  en  fonction  des  coordonnées  (x^,  yj  du  point  de  ren- 
contre   P    de    A    et    A'. 

Où  doit  se  trouver    P    pour  que  les  points    co,  o)'    soient  réels,   ou   imaginaires,   ou  confondus  ? 

Trouver,   lorsque    A    et    A'     varient,   l'équation  de  la  surface    (Sr)    lieu  des  points    w,   o)'. 

Construire  la  méridienne  de  cette  surface  et  établir  que  (Sr)  est  le  lieu  des  projections  de  l'origine  O 
sur  les  plans  tangents  à  un  certain  hyperboloïde. 

Existe-t-il  des  points     o)    auxquels  correspond  une  infiiiilé  de  c(Miples    A,  A'  ? 

II.  —  On  considère  une  ellipse    (E)    ayant  pour  équations 

-  =  0,  -^-  4-  -^  —  1  =  0,  -(a  >  h). 

a'         h-  ^  '  . 

Deux,  tangentes  fixes,  A,  A',  à  cette  ellipse,  sont  rencontrées  en  M  et  M'  par  une  tantrente 
variable    T. 

Montrer  qu'il  existe  deux  points,  œ,  to',  de  l'espace,  d'où  l'on  voit  le  segment  MM'  sous  un  angle 
droit,  lorsque    T    varie. 

Exprimer  les  coordonnées  {x,  y,  ±  z)  de  co,  où'  en  fonction  des  coordonnées  (x^,  r„)  du  point  de 
rencontre    P    de    A    et    A'- 

D'après  la  nature  de  la  question,  prévoir  géométriquement  où  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que 
(0  et  (o'  soient  confondus,  et  en  déduire  une  décomposition  en  facteurs  de  l'expression  de  z-.  Discuter 
la  nature  des  points    œ,  o)'    suivant  la  position  de  P. 

Former  l'équation  de  la  surface  (Se)  lieu  de  o),  o)',  lorsque  A  ot  A'  varient.  Les  sections  de  (Se)] 
par  les  plans  xOz  et  yOz  comprennent  chacune  un  cercle  et  un  ovale  de  Cassini  que  l'on  construira. 
On  étudiera  aussi  la  section  par    xOy. 

Quels   sont  les  couples     A,    A'    auxquels  correspond  une  infinité  de  points    w.  w'  !* 

Quels  sont  les  points    œ    auxquels  correspond  une  infinité  de  couples    A,  A'  ? 

Iir.  —  La  droite  ojo/  rencontre  en  un  point  I  le  plan  xOy.  Montrer  qu'à  un  point  I  (oc,  ^)  donné 
correspondent  trois  points  P  que  l'on  désignera  par  P^,  P,,,  P^.  Étal)lir  que  ces  points  sont  réels  en 
même  temps  que   le   point  I  et  qu'ils  sont  situes   sur  l'hyperbole  d'Appollonius   relative  à  ce   point.    [On 


A                       •                           ...   .          .,     a  — a^o  1 
pourra  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  a-- 


Former  en   fonction  de  (œ,    P)   l'équation  du  cercle    (K)     circonscrit  au  triangle    P^P^P^. 

Vérifier  que  (K)  coupe  le  cercle  orthoptiquc  de  (E)  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  O, 
■qu'il  passe  par  le  symétrique  de  I  par  rapport  à  O,  et  enfin  qu'il  passe  par  le  symétrique  de  I  par 
rapport  au  centre  de  l'hyperbole  d'Appollonius.  Déduire  de  là  une  construction  du  cercle  (K)  et  des 
points    P^,  Pg,    Pg,  et  que  I  étant  réel,  les  points  correspondants    P^,  P,,  P3  sont  réels. 

IV.  —  Soient  A,  A'  deux  génératrices  fixes,  de  même  système,  de  l'hypcrboloïde  à  tme  nappe  (H) 
ayant  pour  équation 

X-         II-         3- 

:.-  -I-    r-i :,    —  1    =  0. 

n-  h'  (•• 

Une  génératrice  G,  du  second  système,  les  rencontre  on  M  et  M'.  Montrer  qu'il  existe  deux  iMiints, 
(I),  co',    d'où  l'on  voit  le  segment    MM'     sous  un  angle  droit  lorsque  G  varie. 

Soit  6  le  point  de  rencontre  de  A  et  de  la  génératrice  parallèle  à  A'-  Trouver  la  relation  qui  existe 
entre    Ow    et    06. 
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lonncT  l'cqnalioii  <1<'  la  surface       Su)     lieu  (1(S  poinls     ot,  o/,     lorsque    A    el     A'     varient. 
Cette   surface   est    indépendante   du    système   de   {génératrices  considéré. 

II  n'existe  pas  de  couple    A,  A'    auquel  corresjMjnd  une  infinité  de  points    oj. 

V.  —  Deux  généralriccs  fixes    Aj,  A,',      de    nirnie    système,      du    paruboloïde    hyperbolique    ayant    pour 

'/'         '- 

éqtiation 2^  =  0, 

P         ? 
sont   renconliées  en     M     et    .M'     juii    luie   ;,'énératri(('    variable     G,     <!•;  I  :intre  système. 

II  n'existe  pas  en  {,'énéral  de  point  w  d'où  Von  voit  le  segment  M.M'  sous  un  angle  droit  lorsque  G 
\uiic. 

Si  A  ,  A'  sont  rectangulaires,  il  existe  une  infinité  de  jjoints  <,>  sitiiés  sur  un  cercle  (F,),  dont  le 
plan  passe  j)ar  une  droite  fixe    D,,     lorsque  le  <fiuple  A,.  A  ,   >arie. 

An  deuxième  système  de  génératrices  correspondent,  de  même,  des  ci-rcW-s  (!",)  dont  les  plans 
passent  par  une  droite  U,.  Les  droites  D^,  1),  se  rencontrent  en  un  iK)int  I.  Former  l'équation  de  la 
surface  (Z)  lieu  des  cercles  (Fj)  et  (F,),  et  démontrer  que  (S)  est  sa  projtre  transformée  dans  une 
certaine   inversion  ayant   I   pour  pôle. 

Trouver  tous  les  cercles  tracés  sur    (H)  ,  et  les  pôles  des    inversions   qui    n 'altèrent    jias   cette   surface. 

Nota.  Il  sera  connnode  de  définir  les  tangentes  à  (F)  ou  (E)  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre,  cl   de   définir    un    iminl    du    plan   au    moyen    des  paramètres   des   deux    tangentes   qui   passent   par   ce 

point. 

Ciilcul  difji'icuiicl   et   inté(jral. 

!<•  Déterminer  la  courbe  la  plus  générale  C  telle  (pi'en  la  supposant  ligide  et  animée  dun^mouxc- 
menl  conNmjable,  elle  puisse  être,  i  un  instant  donné,  normale  aux  trajectoires  de  tous  ses  points.  On 
examinera  d'abord  les  deux  cas  simples  où,  .'i  (  et  itjsl.mt,  le  mouNcment  hélicoïdal  tangent  se  réduit  soit 
à  une  translation,  soil  h  une  rotation  autour  dun  axe. 

2°  Dans  le  cas  général,  on  prendra  l'axe  du  niouNement  hélicoïdal  tangent,  à  l'instant  considéré, 
(omme  axe  Oz  mobile,  lié  ?i  la  courbe  C.  En  appelant  ^r.h  le  i)as  des  hélices  qui  seraient  décrites 
dans  ce  mouvement  tan}:enl,  el  /.  9>  2  Ips  coordonnées  cylindriques  dun  point  M  de  (',  par  rapjKîrt 
aux  axes  mobiles  Ox,  Ov,  Oz,  liés  à  C,  montrer  que  si  l'on  se  «loime  }t,  la  projection  de  C  sur  le  plan  xOy  et 
nu  point  de  C,  la  courbe  C  est  déterminée. 

.'{"  Définir  géométriquement  la  courbe  C  par  une  relation  simple  entre  la  cote  z  dun  point  M  de  G 
cl  l'aire  A  balayée  par  la  projection  de  OM  sur  xOy.  Cette  définition  autorise  h  nommer  la  courbe  C  une 
(|nasi-liélice. 

\"  Montrer  (pie  le  ra>on  de  torsion  T  de  C  en  M  s'ex])rinM>  simplenicnl  tu  fonction  de  la  dislance  ; 
de     M     à     Oz.     (On   appellera   ,    la   longueur  d'un   arc  de   C,    d  origine    fixe   et    terminé   en    M.) 

5°  Montrer  que  poju  la  quasi-hélice  C  la  plus  générale,  le  rayon  de  coiubure  U  de  C  en  M  peut 
s'exprimer  en   fonction  do  h,   de  T  et  des  dérivées  de  T  par    rapport   i\    «t. 

6°    Déterminer    la    forme    de    celles    des    courbes    C  qui  sont  j\  torsion  constante. 

7°  I)éterminer  un  mouvement  conlinn  dinn'  quasi-hélice  C,  où  C  reste  ronslamment  normale  aux 
trajectoires    1'     de  tous  ses  points. 

8"  Montrer  que  ces  trajectoires  F  sont  des  (ourbes  simples  et  que  le  ra>on  de  torsion  T'  de  1"  en  un 
point  M  est  lié  de  façon  simple  au  rayon  de  torsion  T,  en  M.  .de  la  courbe  C  qui  passe  par  ce  point. 

'.I"  Soit  S  la  surface  engendrée  par  C  dans  ce  mouvement  continu.  On  rapportera  S  à  des  axes  fixes 
()  (x  y  ,  z)  et  on  appellera  ^  ,  (p,=  ç-|-0,  r,,  les  coordonnées  cylindriques  d'un  point  M  de  S 
par  rapport  h  ces  axes.  Montrer  que  si  ces  axes  sont  con>enab]ement  choisis,  o,  et  :^  s'expriment  simple- 
ment en  fonction  de  o,  :  el  0 

10"  Montrer  que  l'élément  linéaire  (Ix  d'uni'  roinbi'  {pit'h  oiMpir,  Ilki'i-  soi  S.  s'exprime  simplement 
en  fonction  de  p.  0,  <p  et  de  leiirs  différentielles 

11"    Montrer   qu'on    peut,    pnr    nn    ch.in(.'emenl    de  Mui.ibli-s    ron\rn.ilil<'.    mettre    r/.v-    sous    la    formr 

>h^-  =  fJa^  -h  \T(a')]fiv-. 
rj"    Inxersrment.     nir>nlrer    «pie,     IVn)    étant     une  fonction   non    néyalixe  doiim'e,    il   e\is|p   mir   inlinilé 
f\v    «lUHsi-hélires    G    non    superposables,    qui    corrcs|)ondent    ?i    des    surfaces    S    dont    le    carré    de    l'élément 
linéaire  peut  s'écrire  sous  la  forme 

f1s-=  <ln-  4-  r(oWi'. 

\'.\"   Signaler  i-n  oulu-  Iniites  les  pro|)riélés  dev  courbes  C  et  des  surfaces  S  cpii  paraîtront  dignes  d*intér<*t. 
(Il    n'en    sera    tenu    (omple    (pie    si    les    (piestions    iirécédenle»-  ont   été  ré.^olues.) 
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Mécanique  rationnelle. 

I.  —  Sur  un  plan  horizontal  rugueux  reposent  deux  rouleaux  cylindriques  parallèles  et  de  longueurs 
égales.  On  prend  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  l'axe  Oy  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  et  l'on 
suppose  que  le  plan  xOy  est  perpendiculaire  aux  génératrices  des  cylindres  et  est  un  plan  de  symétrie 
de  chacun  de  ces  cylindres.  On  désignera  par  0^^  et  0^  les  centres  des  sections  des  cylindres  par  le  plan 
xOy,  par  r^  et  r^  les  rayons  des  cylindres,  par  o,  r^  les  coordonnées  de  O^  et  par  a,  r^  les  coordonnées  de 
Og,  par  m^  et  m,  les  masses  des  cylindres.  Sur  ces  cylindres  on  pose  une  planche  homogène  rugueuse, 
qui  a  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle  et  qui  admet  le  plan  xOy  comme  plan  de  symétrie.  On 
désigne  par  21  et  2h  les  dimensions  du  rectangle  intersection  de  la  planche  et  de  xOy,  2I  étant  la  longueur 
de  la  planche,  c'est-à-dire  la  longueur  du  côté  du  rectangle  tangent  aux  sections  des  cylindres  et  2h  son 
épaisseur  ;  on  supposera  l  >>  a.  On  désignera  par  2a  l'angle  du  côté  de  longueur  21,  avec  Ox,  par  Mg 
le  poids  de  la  planche  et  par  2  et  a  —  z  les  distances  positives  de  son  centre  de  gravité  G  aux  rayons 
O^Bj  et  O^B,  qui  passent  par  les  points  de  contact  de  la  planche  avec  les  circonférences  O^  et  O^. 

On  négligera  les  frottements  de  roulement  et  on  désignera  par  /  le  coefficient  de  frottement  de 
glissement   aux   contacts   A^,    A^,    B^,    B^    des   cylindres  avec  Ox  et  avec  la  planche. 

1°    Prouver    que    l'équilibre    est    impossible,    si    r^     et   r^   sont  inégaux  (on  supposera     r^  >.  r,)  ; 

2°  Supposant  /  assez  grand  pour  qu'il  ne  se  produise  aucun  glissement,  étudier  le  mouvement  du 
système  abandonné  sans  vitesse  initiale  ;  on  posera  OA^  =  x  (la  valeur  initiale  de  x  est  zéro).  On 
cessera  d'étudier  le  mouvement  lorsqu'un  glissement  se  produira  sur  l'un  ou  l'autre  rouleau  ou  dès  que 
la  planche  basculera,  c'est-à-dire  perdra  le  contact  avec  le  grand  rouleau.  On  calculera  les  actions  du 
sol  et  de  la  planche  sur  les  rouleaux  en  A^,  Aj,  B^^,  B^. 

II.  —  Un  disque  circulaire  homogène,  de  poids  Mg,  est  suspendu  par  trois  points  A,  B,  G  de  sa 
circonférence  (AB  =  BG  =  CA  =  Rv^s)  à  trois  points  fixes  a,  b,  c,  au  moyen  de  trois  fils  verticaux  égaux 
et  de  longueur  l.  On  négligera  l'élasticité  et  la  masse  de  ces  fils. 

1°  Le  système  étant  en  équilibre  à  l'instant  f  ^  0,  on  brûle  le  fil  Aa  ;  calculer  la  tension  des  fils  Bb 
et  Ce  immédiatement  après  l'instant    t  ^  0    et  étudier  le  mouvement  du  système. 

2<*   Même  problème   en   supposant   qu'à   l'instant     t  =  0,     on  brûle  simultanément  les  fils  Xa  et  Bb. 

III.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  l'axe  Oy  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Un 
pendule  simple  est  formé  par  un  fil  inextensible,  de  masse  nulle,  dont  une  extrémité  est  fixée  en  un 
point  A  de  Oy  ;  à  l'autre  extrémité  du  fil  se  trouve  un  point  matériel  M,  de  poids  mg,  dont  la  position 
d'équilibre  est  le  point  O.  Ce  fil  passe  à  travers  un  anneau  horizontal  très  petit,  dont  le  centre  peut 
occuper  une  position  quelconque  entre  O  et  A.  (On  peut  imaginer  que  cet  anneau,  par  un  dispositif 
quelconque,  glisse  le  long  de  tiges  parallèles  à  Oy  et  situées  dans  le  plan  mené  par  Oy  perpendiculai- 
rement au  plan  xOy;  mais  la  nature  de  ce  dispositif  n'intervient  pas  dans  le  problème.)  Si  l'anneau  est 
fixé  de  manière  que  son  centre  occupe  un  point  B  de  Oy,  la  longueur  véritable  du  pendule  simple  est 
OB  =  h.  On  fait  alors  osciller  ce  pendule  dans  le  plan  xOy  ;  on  désigne  par  a  son  angle  d'élongation 
maximum  et  l'on  suppose  7.  assez  petit  pour  que,  dans  les  expressions  dépendant  de  a,  on  ne  conserve 
que  la  partie  principale.  Calculer  la  période  du  mouvement  que  l'on  appellera  période  du  pendule  et 
l'énergie  totale  qu'il  a  fallu  dépenser  pour  le  mettre  en  mouvement  à  partir  de  sa  position  d'équilibre 
et  que  l'on  appellera  énergie  du  pendule. 

Comment  se  modifient  la  période  et  l'énergie  du  pendule,  lorsque  l'on  modifie  la  position  de  l'anneau, 
en  le  déplaçant  à  la  main,  son  centre  ne  cessant  jamais  de  décrire  Oy  ? 

On  étudiera  d'abord  le  cas  où  l'on  enlève  ou  abaisse  l'anneau  d'une  longueur  très  petite  f,  à  partir 
de  B,  assez  rapidement  pour  que,  pendant  ce  déplacement  de  l'anneau,  l'angle  du  fil  avec  Oy  puisse  être 
regardé  comme  constant  ;  on  désignera  cet  angle  par  6- 

On  supposera  ensuite,  le  déplacement  e  restant  très  petit,  que  le  mouvement  de  l'anneau  est  uni- 
forme  et  que   la   durée  du   déplacement     e    est   égale  à  la  période  du  pendule. 

On  étudiera  enfin  le  cas  où  la  durée  du  déplacement  comprend  un  grand  nombre  de  périodes  (la  fraction 
de  période,  si  elle  existe,  étant  par  suite  négligeable),  sa  vitesse  étant  assez  faible  pour  que  le  déplacement 
de  B,  pendant  la  durée  d'une  période,  soit  très  petit,  et  les  variations  de  cette  vitesse  étant  également 
assez  faibles  pour  qu'elle  puisse  être  regardée  comme  constante,  pendant  la  durée  de  chaque  période.  La 
position  finale  de  l'anneau  étant  définie  par  l'ordonnée  OC  =  c,  on  examinera,  en  particulier,  ce  qui 
se  produit  si  c  augmente  indéfiniment  (ce  qui  exige  naturellement  que  OA  puisse  être  pris  aussi  grand 
que  l'on  veut)  ou  si    c    tend  vers  zéro. 

Peut-on  trouver  entre  la  période  et  l'énergie  du  pendule  une  relation  indépendante  de    c? 
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2555.  —  5oi7     y(]j  —  zf  =  (r -\- a){'ixz  —  nj -+- ay)     Véquntiou  d'uno  surface  S  rapport-^e  à  (rois 
axes  Irirecfarirjtes  Oti/z. 

ix'  i°  On  considère  l'intersection    C    par  un  pl>ni  horizontal     z  =  h. 

/\lle  a  un  point  double  dont  on  demande  Us  coordonnées  sachant  qu'il  esL 
dans  le  plan     j/=  h. 

Cnnslrifire  la  courbe  C  dans  son  plan  en  la  rapportant  à  deux  axe*  ftaral- 
lèlcs  à  Ory,  passant  par  le  point  double. 

t'  Considérant  h  comme  paramrtre  variable,  ou  demande  : 
a)  le  lieu  du  point  double  de  C  ; 
6)  le  lieu  de  son  asifviplote  réelle  ; 

c)  le  lieu  du  point  de  rencontra  à  dis  faner  finie  de  C  et  de  cette  asymptote. 
H"    L'inleracclion  de  la  surface  S  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  verticale  A':'  du  point  \' 
( —  ^,  "»  0)     se  compose  de  cette  droite  \'z   et  d'une  conique  dont  on  demande  le  lieu  du  centre  quand  le 
plan  tourne  autour  de  A'c'. 

4°  /,' intersection  de  S  par  un  plan  quelconqur,     y  —  x  tg  u  =  0.     passant  par  Oz.  se  compose  de  0: 
et  de  deux  droites  dont  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  quand  le  plan  tourne  autour  de.  0;. 

Trouver   l'angle   de  l'une  d'elles  avec  le  plan   horizontal  et  en  déduire  le  mode  de  génération  de  la 

surface. 

(EcoU  des  mines  de  Saint- Etienne,  192 i). 
1.  I/équalion  , 

y{y  —  =)'  =  (-r  +  a)(2x:  —  xj/  4-  ay) 
peul.  se  mettre  sous  la  forme 

yiy  -  *T  -  {x -^  a)[-2x{z  —  y) -^- y{x -^  a)]  =0; 
sous  cette  forme,  nous  voyons  que  l'érjualion  contient  les  deux   fondions  linéaires     »/  —  ;     et    j  h- o 
ensemble  partout  au  second  degré;  donc  la  droito  (|ni  a  pour  é(|uations 

7/  —  2  =  0  ;  r  -i-a  =  0, 

osl  une  li},'ne  double  de  la  surface. 

Par  conséquent,  si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan     :  -  /(,     nous  obtiendrons  toujours  une 
culti(|iie  ayant  un  point  doui)le  :  le  point  de  rencontre  du  [>lan     z  =  h     avec  la  droite  double. 
Les  coordonnf'os  du  point  double  sont  donc 

y  =  h,  '  =  h,  .r  —  —  fl  ; 

rc(|iialioi)  de  lii  Courbe  (',  dans  son  plan,  par  rapport  ;i  deux  axes  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  est 

?/(•/  -  /')'  -  (^  H-  a)[tryh  -  y)  -t  ;/  (x  -f-  a)\  =  0  ; 
portons  maintenatit  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point    x  =  —  u,    y  =  h,     c'est-à-dire 
changeons  f  en     ./  — a     et  »/ en     j/h-A;     l'éjpialion  deviendra 

?/'(♦/  -f-  A)  -4-  a-'/fr  —  ia)  —  hx^  =  0. 
V.oWo  ('(pialion  nous  montre  que  la  cubiqui'  est  une  cubi(]ue  circulaire  ayant  l'origine  pour  point 
donliii'.  ('.cite  courbe  est  parfaitement  connue;  pour  la  ronst^ruire,  il  nous  suffit  de  placer  l'asymptote, 
de  placer  les  t;in>r»M)les  au  point  <loublo  et  de  cli-icbcr  un  point,  le  point  le  plus  éloi^Mié  de  l'asymptote 
par  ('.\en»i>li' ;  rasyiifjtotc!  s'obtient  en  annulant  le  coeflicient  de  la  plus  haute  puissance  de  i  ;  elle  a 
pour  ('(|uation     y  —  h  =  0.     Les  tangentes  au  point  double  ont  pour  équation  quadratique 

h,/      :!,,•<, —  hx*  =  0; 
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nous  voyons  qu'elles  sont  réelles  et  rectangulaires;  8i,  d'autre  part,  nous  supposons  a  et  h  positifs,  la 
somme  des  coefficients  angulaires  est  positive,  donc  l'une  des  tangentes  est  dans  le  premier  angle,  l'autre 
dans  le  second  angle,  et  le  premier  coefficient  angulaire  est  plus  grand  que  le  second,  ce  qui  nous 

donne  la  disposition  indiquée  par  la  figure.  L'asymptote     y  =  h.    coupe  la  courbe 

en  un  point  donné  par  l'équation 

a 
Pour  avoir  le  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  nous  coupons  par  la  droite 


0 


et  nous  écrivons  que  l'éqtiation  aux  abscisses 

x%ij  —  h)  — 'iaxy -i- y-{y -i- h)  =  0 
a  une  racine  double  ;  ceci  nous  donne 

a'y'-y'{y'-h')  =  0; 
nous  trouvons  d'abord  la  solution    y  =  0,     qui  correspond  au  point  double,  puis  les  deux  solutions 

y  =  ±  sja^  -+-  /<% 
qui  correspondent  aux  tangentes  à  la  courbe  parallèles  à  Ox.  Il  nous  reste  à  placer  le  point  de  rencontre 
avec  l'asymptote  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  point  double,  dont  l'équation  est,  comme  nous 

l'avons  vu, 

[hy^^'iaxy  —  hx^  =  0. 

Nous  voyons  de  suite  que  l'axe  des  y  est  dans  la  région  positive  de  cette  ligne  ;  substiluons-y  les 
coordonnées  du  point;  cela  nous  donne 

h^^^ah  —  --!^, 
a         a^ 

résultat  évidemment  négatif;  par  conséquent,  nous  voyons  que  ce  point  est  dans  la  région  négative  de 

la  ligne   formée  par  les  deux  tangentes,  c'est-à-dire  dans  la 
même  région  que  Ox  et  nous  avons  la  figure  ci-contre. 

Il  serait  aussi  facile  d'étudier  le  cas  où  h  <  0.  Mais  il 
est  plus  naturel  et  plus  commode  de  construire  la  courbe  à 
l'aide  de  ses  équations  paramétriques;  pour  cela,  on  remplace  y 
par  Ix  où  X  par  ty  dans  la  nouvelle  équation  de  la  courbe  et 
on  obtient  ainsi  deux  équations  rationnelles  en  /,  qu'il  est 
facile  d'étudier  et  qui  donnent  immédiatement  la  lorme  de  la 

courbe,  surtout  sachant  que  cette  courbe  est  une  strophoïde. 

2.  a)  Les  coordonnées  du  point  double  sont  x  =  —  a,  y  =  h,  z  =  h;  par  suite,  le  lieu  de 
ce  point  est  la  droite  dont  les  deux  équations  sont     y  —  3  =  0,  x  -h  a  =  0. 

b)  Dans  le  plan  z  =  h,  par  rapport  aux  axes  équipollenls  à  Ox  et  à  Oy,  l'asymptote  a  pour 
équation  y  =  h.  En  revenant  aux  anciens  axes,  on  obtient  les  deux  équations  y  =  ih,  z  =  h  ; 
par  cons  'quent,  le  lieu  de  cette  droite  est  le  plan     y  =  22. 

c)  Le  point  de  rencontre  de  l'asymptote  avec  la  droite     y  =  h     dans  le  second  système  d'axes  a 

pour    abscisse      x  =       "~  "    "     ""''" '~    ''-■'   ■*-  '^'^    '^'^="*    "    '^""•'   «r,n.fi-.n=      „  =  ^r.^ 


par  conséquent,  le    lieu    de   ce    point    a   pour   équations      y 


z2  =ax-^a^;     ce  lieu  est  une  parabole,  intersection  d'un  cylindre  parabolique  avec  un  plan. 

3.  Le  point  A'  a  pour  coord)nnées    x  =  —  a,     y  =  0,    z  =  0;     la  verticale  de  ce  point  a  pour 
équations    a?  -+-a  =  0,     «/  =  0.     Un  plan  passant  par  cette  droite  aura  pour  équation 

X  -+-  a  —  Xy  =  0, 
X  étant  un  paramètre  variable;  en  portant  la  valeur  de  x,  tirée  de  cette  cqu-ition,  dans  l'équation  de  la 


) 
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surface  S,  nous  trouvons  facilement  y  en  facteur,  puis 

(y  —  zy  -h  X(Xt/'  —  iay  -i-  2a:  —  S).»/:)  =  0. 
.  Cette  équation  représente  la  projection  d'une  conique  sur  le  plan  des  j/:;  le  cenlre  de  celte  conique 
se  projette  au  centre  de  la  projection,  et  celui-ci  s'obtient  en  annulant  les  deux  dérivées  partielles  par 
rapport  à  ?/  ®*  ^  ^-  Nous  avons  ainsi  les  trois  équations  : 

/',  =  2(2/  -  z)  H-  ).(2>.r/  -  2a  -  2):)  =  0,  /',  =  _  2(y  -  :)  -h  ).(2a  -  2Xy)  =  0, 

X  =  '/y  —  a. 
En  ajoutant  les  deux  premières,  nous  trouvons  d'abord     —  2X-:  =  0,     qui  donne     :  =  0,     ce  qui 
nous  montre  que  le  lieu  est  une  courbe  du  plan  des  xy.  Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ).  entre  la  troisième 
équation  et  l'une  des  deux  premières,  qui  se  réduisent  d'ailleurs  à  la  même  équation  en  faisant    z  =  0. 
Nous  trouvons  ainsi 

X*  -h  V"  -h  ax  =  0, 
qui  représente  le  cercle  décrit  sur  OA'  comme  diamètre. 

4.  Soit     7/  =  X  tg  «     l'équation  d'un  plan  passant  par  0:;  en  remplaçant  y  par  cette  valeur  dans 

l'équation  de  la  surlace,  nous  obtenons 

X  tg  u{x  tg  M  —  ;)*  =  {x  -+-  a)[2xz  —  x  tg  u{x  —  a)]; 

cette  équation  contient  x  en  facteur  et  se  réduit  à  la  forme 

tg  u{x  tg  u  —  zy  —  (x  +  aj['i(z  —  X  tg  u)  H-  fx  -h  a)  tg  m], 

équation  homogène  par  rapport  aux  deux  fonctions  linéaires    x  tg  u  —  :     et    x-+-a;     elle  représente 

donc  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  dont  les  coordonnées  annulent  les  deux  fondions  linéaires, 

c'est-à-dire  au  point    x  Ig  u  —  z  =  0,    x  -h  a  =  0  ;     et  comme  y  =  x  tg  u,     le  lieu  de  ce  point  est  la 

ligne  double     j/  =  z,     x-ha  =  0;     tous  ces  résultats  étaient  évidents  a  priori. 

X  [s  u  z 

Nous  séparerons  les  deux  droites  en  posant    =  u;     nous  aurons  ainsi  l'équation  du 

X  -ha 

second  degré  en  {i 

[ji'  tg  u  -(-  2|ji  —  tg  u  =  0, 

qui  donne  ix=\<^—,  ,^=_ctg-. 

Prenons  la  première  droite;  nous  aurons  ses  j);iramèlres  en  supprimant  lo  t(*rme  constant  dans  les 
équations  de  la  droite  et  en  les  résolvant  proporlioiinellomenl  ;  ceci  donne  immédiatement 

J"       _       V       _        = 
cos  u  sin  u  u 

I  ir    


le  cosinus  directeur  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  0:  est 

cos  Y  =  —  —  =  sm  — -  ; 

/  u  2   ' 

mais  ceci  est  le  sinus  de  l'angle  (pie  la  droite  f;iil  avec  lo  plan  des  xi/;  donc  cet  anj:le,  0,  est  éiL'al  h 

2  2 

Le  mode  do  génération  do  la  surface  est  alors  évident  :  on   fait  toum'^r  un  plan  atitour  do  O;;  par 
son   point  de  rencontre  avec  la  ligne  des  points  doubles,  on  mène  uno  droite  faisant  un  angle  aigu  avec 

le  plan  des  xy  égal  à    -—    et  qui  s'appuie  sur  0:.  Cette  droite  engendre  une  des  nappes  de  la  surface. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX   (1922) 


ÉCOLE  CENTRALE,  Admissibilité. 


Arithmétique,  algèbre  et  trigonométrie.  (MM.  Cahen  et  Durand). 

1.  —  Divisibilité  par  3,  par  5  et  par  11. 

2.  —  Preuve  par  9  de  la  multiplication. 

3.  —  Soit  N  un  nombre  entier,   S  la  somme  de  ses  chiffres,    u  le  chiffre  des  unités;  démontrer  que    N  -h^S  +-  3tt 
est  un  multiple  de  6. 

4.  —  Théorie  des  nombres  premiers.  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

5.  —  Décomposer  le  nombre  12343  en  ses  facteurs  premiers. 

6.  —  Trouver  le  p.g.c.d.  et  le  p.p.m.c.  de  deux  nombres  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers.  Trouver  deux 
nombres  connaissant  leur  p.p.m.c.  et  leur  p.g.c.d. 

7.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  est  45;  leur  plus  petit  commun  multiple  est  1575. 
Quels  sont  ces  deux  nombres  ? 

8.  —  Définition  et  propriétés  des  fractions  irréductibles. 

9.  —  Réduire  une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale. 

10.  —  Condition  nécessaire  et  suftisante  pour  qu'une  fraction  soit  égale  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  uoe 
puissance  de  14.  ^ 

11.  —  Théorie  de  la  racine  carrée.  Application  ;  trouver  la  racine  carrée  de  31486. 

12.  —  On  a  :  11^  =  289,  18^  =  324  ;  le  nombre  316  contient  le  carré  de  17  et  ne  contient  pas  celui  de  18,  en  sorte 
que    316  =  (17  +  a)^    a  étant  plus  petit  que  1  ;  indiquer  une  manière  d'avoir  une  valeur  approchée  de  a. 

13.  —  Définir  la  racine  carrée  à  une  unité  près  de  149162.  Théorie  de  la  racine  carrée. 

14.  —  Racine  carrée  d'un  entier  ou  d'une  fraction  à    — -    près. 

100    ^ 

1 

15.  —  Calculer  la  racine  carrée  d'un  nombre  à    — -    près. 

10» 

16.  —  Définir    J  i   k   près. 

1  000 

1  7 

17.  —  Racine  carrée  à  — -—    près  de 

1  000  12 

18.  —  On  prend  pour  -re  la  valeur  approchée  3,14  et  pour  y/^  la  valeur  1,14.  Limite  supérieure  de  l'erreur  commise 
sur  le  produit  de  ces  deux  nombres. 

19.  —  Erreur  absolue  commise  sur  un  quotient. 

20.  —  Décomposer  en  facteurs  rationnels  l'expression 

xyz(x  -h  y  -h  zf  —  [yz  -\-zx  +  xyf. 

21.  —  Quotient  de  deux  polynômes. 

22.  —  Division  d'un  polynôme  par  x  —  a;  reste  de  la  division.  Reste  de  la  division  par  [x—a]  (c  — 6);  se 
servir  du  résultat  obtenu  pour  montrer  que,  si  un  polynôme  est  séparément  divisible  par  x  —  a  et  par  x  —  b,  il  est 
divisible  par  le  produit    {x  —  a)  [x  —  b). 

23.  —  Déterminer  A  et  B  pour  que    Ar' -f- Bx' -+- 1    soit  divisible  par    (x  — 1)'. 

24.  —On  donne  les  deux  équations  ax''  -hbx -+-c  =  0,  a'x- -f- 6'x  4- c'  =•  0  ;  on  considère  l'équation 
{a  +  'ka')x''  -h{b  -h  Xb')x  -f-  c  -t-  Xc'  =0.    Discuter  cette  équation  d'après  la  nature  des  racines  des  deux  premières. 

p         p'  S-         £L . 

25.  —  Définition  de  l'exposant  fractionnaire.  Démontrer  que,  si    —  =  — r»    on  a  aussi    a«   =o« 

^  q  q 

26.  —  Arrangements  de  m  objets  p  a  p. 

27.  —  Combinaisons  de  m  objets  php.  Établir  la  formule  par  récurrence.  Propriétés. 

28.  —  Formule  du  binôme.  Appliquer  au  développement  de  la  puissance  m«"»«  d'un  polynôme. 

X    y    z 
y    z    X 
z    X    y 
30.  —  On  donne  les  quatre  nombres  4760,  8534,  2057  et  1666,  qui  sont  divisibles  par  17.  Démontrer  que  le  déterminant 
4    7    6    0 


29.  —  Développer  le  déterminant 


et  montrer  qu'il  est  divisible  par    x  -(-  y  -\-  s. 


8  5  3  4 
2  0  5  7 
16     6     6 


est  divisible  par  17. 
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'.H  .  —  Mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de  fact^u/s  le  dét^roiinaiit 
32.  —  Même  question  pour  les  déterminants  suivants  : 


i      a      a 
1        b      h 
1       c       c 

1 

1 

1 

cos  a 
OOB  b 

cos  c 

cos  2a 
cos  2b 
cos  2i; 

1 

a 

a' 

1 

b 

fr» 

1 

c 

e' 

1    a 

6c 

i    b 

Ca 

1    c 

ab 

i 

a 

a' 

1 

b 

6' 

■ 

1 

c 

c* 

1 

sin 

a 

sin  3a 

1 

ftiii  i 

sin  2b 

1 

sin 

sin  3c 

1  cos  a  cos  3a 
1  cos  b  cos  36 
1      cos  c       cos  3c 

33 .  —  Résoudre  et  discuter  le  système    y  -(-  Xï  =  a,    z  -h  \x  ^  b,    x  +  '/.y  =  c, 

34.  —  On  donne  un  syslème  de  trois  équations  linéaires  et  homogènes  à  trois  inconnues;  le  discuter. 

35.  —  On  considère  une  suite  de  nombres 

Ou  a,,  (l^,  .   .  a„,     ....    tels  que    a,  =  y/l,    a,  ^  ^'i-k-a^t    0^  =  i/2  -i-  a..    .,.,    a«  ===  v^2  ■+■  a,i-i  i 
limite  de  cette  suite. 

3(>.  —  Série  harmonique. 


37.  —  Itègles  de  D'Alembert  et  de  Cauchy.  Application  à 

12  3  4 

38.  —  Nature  de  la  série 1 1 1 (-..    -+- 

1         2  4         8 


3Î).   —  étudier  la  série    x -+- 


1   2.3 


4  5.6 


18. y 


4  0.  —  (Calculer  à 


1 


2" 


101)0 


près  la  somme  de  la  ftérte    «„  =  "^ 


41.  —  Ktudi«r  JH  série    u„  =  a". sin 

42.  —  Ktudier  la  série    ii„  = 


2" 
1  4-2-4-  3  -+- 


somme  de  cette  Jt&rie. 


43.  —  Rtuilier  la  série    h„  ^ 


Lu 


44.  —  Démontrer  que    "\i'ii    Icml  vers  1  quand   n    augmente  indéQniment.   Déaiootrer  (jue  si 


tend  vers  une 


limite  X,     {/  »<„     tend  vers  la  même  limite. 
4î>.  —  Séries  alternées. 

40.  —  iMooUjre  e;  diëilaition  ;  le  calculer  à 


1 

1000 


pf'èc. 


/           1    \'" 
47.   —  Limite  de  (1    ) 1       lorsque  m  augmente  iiidélitiimenl  :  1*  par  valeur*  entières  et  i>ositlTes  ;  2*  par  valeur 

quelconques. 

1 


48.  —  Calculer  e2.7  à 


1000 


près. 


40.  —  Module  de  transformation  pour  les  logaritlime.s. 
60.  —  Résoudre  l'équation    L(x  -i-  v'I  -t-x*)  =■  n. 

r>l .  —  Trouver,  au  moyen  de  la  règle  h  calcul,  la  racine  carrée  de 

62.  —  Formule  des  intérêts  composés. 

63.  —  Amurlissement  d'une  dette. 


i.";i3x8.g8 
5i,41 


54.  —  Dérivées  de    y  =  x  ' ,    y  =  a^,    y  =  lognX,    y  =  sin  x.    y  =  arc  si»  a,    y  f=  arc  ^  «. 

55.  —  Dérivée  d'une  fonction   de  fonction.  Dérivée»  de    y  =î  mi  arc  Ig  px.    y  =  arc  t<  •*«    y  =  arc  sin  (4**  —  3x) 


et  expliquer  le  résultat,    y  «=  arc  cos 


1  —  .r' 


1    +-  x' 

50.  —  Enoncer  et  démontrer  Ja  furoaule  (Uw  accroissements  flois.  SifniBcatioa  féoméAhquA. 
67.  —  Knoncer  et  démontrer  la  formule  de  Tnylor  pour  une  fonction  d'une  seule  variable    y  =  f\x). 
58.  —  AppU<|uer  la  formule  Ae  Taylor  à  la  fon«tion    /(r)  c=  Lx    dans  lintervatl*    r  =^  I,    x  =  t    et  pour    «  =  2. 
69.  —  Formule  de  Taylor  pour  un  polynôme  entier  en  x;  pour  un  polynôme  quelconque. 
60.  —  Dérivée  dune  fonction  inverse.  Exprimer  y'^,  vi\  fonrtion  de  x|^  et  x"j. 
01 .  —  Un  donne    y  =  sin  ma  ;    calculer  la  dérivée  de  y   par  rapport  A   x,   sachant  que    sin  a  =  «;. 
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62.  —  On  donne    y  =  cos  ma,    x  =  cos  a  :    calculer  y'^.  et  trouver  une  relation  entre  y,  y'  y" . 

63.  —  Dérivée  d'une  fonction  de  la  forme    y  =m".    Variations  de  la  fonction    y  =  (sin  xY'é^    et  valeurs  de  cette 

11 
fonction  pour    a:=:0,    x  =  —->    x  —  -r. 

_  i_ 

64.  —  Dérivée  de   (cosv/jj)-^- 

65.  —  Qu'appelle-t-on  différentielle  d'une  fonction    y  =  f(x)  ? 

Aj;  Bx  Cr 

66.  —  On    considère   l'expression 1 1 >    où  les  quantités  a,  b,  c  sont  différentes  deux  a 

\  —  ax         i  —  bx        1  —  ex 

deux  ;  X  étant  inOniment  petit  principal,  calculer  l'ordre  de  l'in-finiment  petit  représenté  p  ir  cet^e  expression. 

67.  —  Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle  a,  b. 

68.  —  Valeur  moyenne  de  sin  x  entre  0  et    —  ;     la  calculer  à    rrrr,,    près. 

69.  —  Valeur  moyenne  de  la  fonction  «/  =  Lx  entre  a;  =  1  et  *  =  e.  On  a  la  courbe  représentative  de  la  fonction 
y  =  Lx.    Déterminer  a  et  b  de  façon  que  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  entre  a  et  b  &oit  nulle, 

70.  —  Longueur  d'un  arc  de  courbe  en  coordonnées  polaires. 

71.  —  Variation  de  la  surface  totale  du  cylindre  de  révolution  inscrit  dans  une  sphère. 

72.  —  On  donne  un  cercle  et  un  triangle  équilatéral  intérieur  à  ce  cercle  et  ayant  même  centre  que  lui.  Sur  les  côtés 
de  ce  triangle  ABC,  on  construit  des  triangles  isocèles  BGD,  C.4E,  ABF  ayant  pour  bases  les  côtés  du  triangle  équilatéral  et 
leurs  sommets  sur  le  cercle.  Ces  trois  triangles  sont  les  rabattements  des  faces  d'une  pyramide  ayant  pour  base  le  triangle 
ABC.  Déterminer  ce  triangle  de  façon  que  le  volume  de  la  pyramide  soit  maximum. 

73.  —  Étudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  : 

y  -  X -\ hx^-\ --hx'^-\ -.  y=c^{l  —  x)-,         y  =  ^^    ~     .  y  =         ~  v-^  ,         y  =  cos' x  .  sin  2r, 

X  x^  x^  X  -h  l  a  -\-  x 

y  =  sin'  X  .  cos  2x,  y  =  »  y  =  >  y  =  Lx  H ; — -  .  y  ~  L{x  +  \/x^  -i-  1). 

i  -+-  e^  X  x\x  —  1) 

m; —         m  / 
J  X  —     \l    (l 

74.  —  Limite  de  l'expression     — = — =-    lorsque  x  tend  vers  a. 

V  X  —  y  a 

,  L(l  -I-  x)  ,         r3, 9/ 1  X 

75.  —  Limite  de    \/'l-hx-—  1    lorsque  x  tend  vers  0.  Limites  de      ; — -     et  de    [  v^l -I- a;'  —yi  —x\        quand 

X  tend  vers  0. 

1  1 

76.  —  Limite  de i quand  x  tend  vers  tz. 

sin  x         X  —  TZ 

77.  —  Limite  de     — ;;-     lorsque  x  augmente  indéfiniment. 

78.  —  Limites  pour    x  =  0    de    —  L >    x"'Lx,    x'"(lx)  "  . 

XX 

79.  —  Limites  pour  n  infini  de   e"  sin  -—  >    — 

2"        (Lrj)'i 

80.  —  Limite  de  M"  lorsque  u  tend  vers  1  et  u  vers  l'infini. 

81 .  —  Limite  de    — ■ quand  n  tend  vers  l'infini.  Dans  les  mêmes  conditions,  Jimite  de       ; 

Ln  L       ^'t       J 

82.  —  On  a  deux  nombres  imaginaires,  affixes  des  points  A  et  B;  on  fait  le  produit  de  ces  deux  nombres;  on  obtient 
un  nombre  imaginaire,  affixe  d'un  troisième  point,  C.  Condition  pour  que  les  trois  points  A,  B,  C  soient  une  ligne  droite. 

83.  —  Formule  de  Moivre.  Application  au  calcul  de  cos  3a,  connaissant  cos  a. 

84.  —  Démontrer  que  cos  na,  où  n  est  un  nombre  entier,  est  un  polynôme  entier  en  cos  a. 

85.  —  Racines  m*^""  d'un  nombre  imaginaire. 

86.  —  Racines  cubiques  de    1  +  t. 

87-  —  Effectuer  le  produit    (x -h  i){x  —  i)  ;    calculer  u  et  b  de  façon  que     — — r  H =  —^r — r'    ^"  déduire 

1 

les  dérivées  successives  de     et  les  ramener  à  la  forme  réelle. 

X-  -+- 1 

88.  —  Démontrer  que,  si  une  équation  algébrique  entière  à  coeflicients  réels  admet  une  racine  imaginaire,  elle  admet 
la  racine  imaginaire  conjuguée  au  même  ordre  de  multiplicité. 

89.  —  Résoudre  l'équation    x*  +  x' -f-  1  =  0. 

90.  —  On  considère  l'équation    x>  —  x'  -h2c —  q  -^  0;    déterminer  le  coefficient  q    de  façon   que   deux  racines  de 
l'équation  précédente  soient  telles  que  leur  prndui*  soit  égal  à  q. 
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91.  —Condition  pour  que  l'équation    jc' +  mx» -t- ;»x -+- g  =  0    ait  ses  racines  en  i»rogresslon  géométrique.   Calculer 
ces  racines. 

92.  —  On  donne  l'équation    x'  -+-  x  —  3  =  0;    combien  a-t-elle  de  racines  réelles  ?  Calculer  la  racine  à    —  près. 

93.  —  Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    x*  —  3x*  -i-  6x  —  6  =  0  ;  calculer  sa  racine  à    — -    près. 

94.  —  Soit  l'équation    x'  —  3Xx'  —  x  —  1  =  0  ;    discuter  cette  équation  suivant  les  -valeurs  de  ),. 

95.  —  On  donne  l'équation    l'-f-px  -4-  g  =  0;  former  la  transformée  en  x'. 

«G.  _  Calculer  ^2  à   près  par  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

97.  —Calculer  les  racines  de  l'équation    Ig  x  =  L(l -4- x)    en  employant  la  méthode  des  parties  proportionnelles. 
Approximation. 

!)8.  —  Discuter  l'équation    x.3' =  n. 

99.  —  Discuter  l'équation    x*.  tgx  =  a  ;    combien  cette  équation  a-t-elle  de  racines'?  Séparer  ces  racines. 

100.  —  Discuter  l'équation    e'  —mx  —  0. 

101.  —  On  considère  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB;  soit  M  un  point  de  la  courbe,  MH  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  A15.  Déterminer  le  point  M  de  fa(;on  que    AH  -t-  HM  =  arc  AM. 

102.  —  Soit    x'  -t-  pxH-  9  =0    une  équation  admettant  pour  racines  tga  et  tg  6;  former  l'équation 
"                        admettant  pour  racines  tg  2fl  et  tg26;  ou  bien  tg  3a  et  tg  36. 

{A  suivre.) 
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2635.  —  On  désigne  par  x,  y,  i  et  u,  v,  ir  ,lcs  coordonnées  homogènes  ponctuelles  et  tangentielles 
rapportcos  à  des  axes  coordonnés  Ox,  Oy  dont  l'anfilc  est  aihilraiio. 

Par  le  point  donné  A  (o,  b,  i),  on  mène  une  droite  i  dont  on  représente  par  l  le  coefficient  angulaire;  on 
suppose     a  7^  0    et     6^0. 

On  appelle  B,  C,  D,  E  les  poinl.s  où  la  droite  t  coupe  les  axes  coordonnées  Ox  et  Oy.  le  point  à  l'infini 
sur  l'axe  Ox  et  le  point  à  rinfiiii  sur  l'axe  Oy. 

Une  parabole  P,  non  décomposuhlc  en  droites,  passe  par  le  point  A  et  est  tangente  aux  axes  de  coordonnées 
et  à  la  droite  t. 

On  appelle  cl  le  diamètre  de  la  parabole  V  mené  parle  point  <»,  .M  le  point  d'intersection  des  droites  t,  d 
cl  N  le  point  d'intersection  de  la  droite  d  avec  la  parallèle  à  l'axe  Oy  par  le  point  R. 

10  Quelles  sont  les  coordonnées  de  la  droite  t  et  les  équations  des  points  A,  B.  C,  D.  E  ? 

2"  Déterminer  le  lieu  du  point  M,  lorsque  X  varie. 

3»  Déterminer  le  lieu  du  point  N.  lors(iue  X  varie  et  que  a  =  h  =  i.  La  forme  du  lieu  du  point  N  devra 
être  justifiée  par  application  des  propriétés  des  dérivfcs  (première  et  seconde)  de  la  coordonnée  v  du  point  N 
par  rapport  à  la  coordonnée  x  dans  l'hypothèse  oii  la  troisième  coordonnée  ;  est  rgale  à  l'unité. 

{École  polvUchnique  de  Hnixelles.  1922). 

2636.  —  F:tant  données  les  quantités  a.,  oj,  ...  a, ,  telles  que    lim  V"n  =  ^     <'l  1«  relation 

P,„,  =  <P„-a,P„_,-a,P„.<,-  ...-fl„_,P, -H(n-»-  D'',,,     P,  =  -  '. 
trouver  la  limite  du  rapport    (P„+,  :  P„)     quand  n  augmente  indéfmimenl. 

N.  Adramisco,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Cluj  (Roumanie). 

2637.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oi/.  un  point  A  tixe  sur  Oy  et  un  cercle.  (C), 
langent  î\  0;/  au  point  A. 

i"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  du  cercle  (C)  avec  les  tangentes  parallèles  k  Ox,  (juand  l'abscisse 

du  centre  varie. 

2"  Le  cercle  (C)  rencontre  Ox  aux  deux  points  It  et  C;  soit  (C)  le  cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre. 
Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  du  cercle  (C)  avec  les  deux  tangentes  issues  de  l'origine.  Trouver  le  lieu 
des  points  de  Poncelet  du  faisceau  formé  par  les  deux  cercles  (C)  et  (C). 

3»  Il  y  a  deux  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  première  bissectrice  de  l'angle  des  axes  et  tangenU  au 
centre  (C).  Trouvir  le  lieu  des  points  de  contact  et  construire  ce  lieu. 


E.  II. 
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PREMIERE   PARTIE 


SUR    LES    INTÉGRALES      Ç-j—r-^ ^'       Ç T-^^^^^ir^—T;r      C""') 

par  M.  R.  Doutot,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nîmes. 


Jl.  —  La  méthode  développée  au  paragraphe  précédent  présente  l'avantage  d'éviter  la  décomposition 

P(x) 
de  la  fraction     -- — :; ^ —      en  fractions  simples.  D'une  manière  très  générale  d'ailleurs,  lorsque 

{ax^  -hbx-\-  c)"  ^  °  ^ 

cette  décomposition,  n'ayant  pu  être  évitée,  a  été  faite  judicieusement,  le  calcul  de  la  partie  non  trans- 
cendante de  l'intégrale  s'efl'ectue  avec  une  très  grande  simplicité.  L'avantage  de  la  méthode  consiste 
donc  bien  dans  la  suppression  d'une  décomposition  en  fractions  simples  [nous  entendons  par  là  une 
décomposition  en  fractions  simples  à  dénominateur  réel  ou  imaginaire  {x  —  a.y].  Cette  décomposi- 
tion peut  encore  être  évitée  lorsque  le  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle  donnée  est  la  puissance 
^iciue  d'un  polynôme  en  x. 

r  Vix)  dx 
Proposons-nous  de  calculer  l'intégrale    i  — ^=—^ — »    «  étant  un  polynôme  en  x  de  degré  k.  Nous 


copierons,  en  y  apportant  de  très  légères  moditications,  la  méthode  du  paragraphe  l.  Mettons  P(x) 
sous  la  forme 

fe„,  bi,  ...,  6„_i  étant  des  polynômes  en  x  de  degré    k  —  4. 

Posons    /(u)  =  Oq  H- OiM  H f- o„-2u"~%    a^,  a,,  ...,  a„_2  étant  des  polynômes  inconnus  en   a- 

de  degré     k  —  1 . 

Posons 

P{x)    _,„«         f{U) 


'^    '         J        U"  1 


et  calculons  »'(a;). 

Désignons  pour  cela  par  fi(u)  le  polynôme 

f^[u)  =  a;  -h  0',U  H h  0',_2M"    -, 

où  tto,  a\,   ...,  a„_2  sont  les  dérivées  de  Co,  Oi,   ...,  o«-2  par  rapporta  x,  et  par  f'{u)  le  polynôme 

/'(m)  =  a,  -+-  2a.iU  H h  (n  ~  2)a^2U«-='. 

Avec  ces  notations,  o'(x)  s'écrit 

P(x) -H  (n  —  1)m/"(u)  -  u[/'(  u)  •"'  + /■.(")] 

?(^)    =   -n 

EBectuons  le  calcul  du  numérateur  N  de  cette  fraction  : 

N  =  [6o  -t-  (n  —  J  )a^n']  -h  [6,  -H  (n  —  2)o,u'  —  a[,]u  H 1-  [b,^^  -h  On-iU'  —  a;._,]u"-2  -i-  (^„_,  _  a„^i)u''  ' . 

Choisissons  le  polynôme  «„  de  manière  que     6o  +  ("— •  *)^'o"'    soit  divisible  par  u: 

a,  étant  un  polynôme  en  x  de  degré     k—  1     au  plus. 

Choisissons  a,  de  manière  que     ^>,  h- (n  —  2)^7,u' -  oi, -+- x,,     polynôme   en    x    de   degré    2/:— 2 
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au  plus,  soit  divisible  par  u  : 

*i -+-(«  —  2)û,u' — a;, -I- a,  =  a.tt, 

et  ainsi  de  suite. 

Choisissons  enfin  a„^,  de  manière  que    Ij„_2  -+-  a„..,ju' —  a„_,  -+-  z„_i    soit  divisible  par  u  : 

Le  numérateur  N  se  réduit,  dans  ces  conditions,  à 

N  =  [é„-,  —  o„_i  -h  «„_,]u"-«. 

Cette  égalité  entraîne 

,,  -         b„_i  —  a'n-u  -»-a„-i 
*'(x)  = , 


et,  par  suite, 

J      «"  ""  '        J 


x)   J f{u)  f  *«-!  — o;>-2  4-a„-i    ^^ 


u 

Nous  sommes  ramenés  par  la  méthode  précédente  au  calcul   d'une  jntégrale  évidemment  plus 
simple  que  la  proposée. 

/dx 
7~» — v^" 
Posons    x'  -+-  !  =  u.     Soient  a^,  a,  deux  polynômes  en  x  de  degré  2,  au  plus.  Posons 


cp(x)  =  j 
et  calculons  ^{x)  : 


dx  a^^-{-a^u 


?(-)  = ^ -. 

Ordonnons  le  numérateur  N  comme  un  polynôme  en  u  : 

N  =  (1  -+-  2ouU')  -h  u(n,tt'  —  a;,)  —  u»a; . 
Choisissons  alors     a„     de   manière   que     i -^2ay,    c'est-à-dire     i-h6a^x\     soit   divisible   par 
t'  4- 1  ;     pour  cela,  posons  1  -h  ^a^x*  =  1  H-  ï\ 

X 

et  prenons,  par  suite,     cf„  =  -— -• 
L'expression  de  N  devient 


N  =  ui(hu'  -t--^)  —"',"' 


Choisissons  a,  de  manière  que    ny-\--^,    c'est-à-dire    3a,x»-H-T-.    soit  divisible  par    l -+-'x»  : 

3a,x- -f  -—  = -— (l -+- x'); 

or 
par  consécjuent,  prenons  ci  ==  "Tû" 

L'expression  de  N  devient 

/  .-)  5  \         K      ,    . 

\  0         18  j         î» 
Nous  retrouvons  l'expression 

rrfr  4  5     r     t'-r 
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Concours  de  1021. 

2534.  —  1°  On  considère  les  quatre  points  d'intersection  A,  A'^  D,  D',  d'un  cercle  et  d'une  hyperbole 
équilatère.  Montrer  que,  si  Ak'  est  un  diamètre  du  cercle^  DD'  est  un  diamètre  de  l'hyperbole,  et  récipro-' 
que\p,ent. 

On  supposera  dans  la  suite  celte  condition  remplie. 

2o  Connaissant  les  quatre  points  A,  A',  D,  D',  construire  les  axes  de  l'hyperbole  en  position  et  grandeur. 

3°  Connaissant  l'hyperbole  et  les  points  A  et  A',  construire  les  points  D  et  D'.  Comment  doivent  être 
choisis  A  et  A'  sur  l'hyperbole,  si  l'on  veut  que  D  et  D'  soient  réels  ? 

4°  L'hyperbole  restant  fixe,  et  la  corde  AA'  se  déplaçant  en  restant  parallèle  à  elle-même,  trouver  le 
lieu  du  point  d'intersection  P  de  AD'  et  de  DA'. 

1.  Si  AA'  est.  un  diamètre  du  cercle,  les  angles  ADÂ',  AD'A'  sont  droits,  et  comme  les  triangles  rec- 
tangles ADA',  AD'A'  sont  inscrits  dans  l'hyperbole  équilatère,  les  langentes 
en  D  et  D'  à  celte  courbe  sont  perpendiculaires  à  l'hypoténuse  commune 
AA'.  Donc,  ces  tangentes  sont  parallèles,  et  DD'  est  un  diamètre  de 
l'hyperbole. 

Réciproquement,  supposons  que  DD'  soit  un  diamètre  de  l'hyperbole; 
AD  et  AD'  sont  deux  cordes  supplémentaires  et  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués.  Far  suite,  la  bissectrice  AE  de  l'angle  DAD'  est  parallèle  à  une  asymptote. 
D'autre  part,  AD  et  A'D'  sont  deux  sécantes  communes  associées  au  cercle  et  à  l'hyperbole;  donc  leurs 
bissectrices  sont  parallèles  aux  axes  de  l'hyperbole.  Menons  AF  parallèle  à  A'D',  puis  AG  bissectrice  de 
l'angle  DAF  ;  AE  est  parallèle  à  une  asymptote,  AG  à  un  axe,  donc  l'angle  EAG  est  égal  k  45",  et  par 
suite,  l'angle  FAD'  est  droit.  Il  en  est  de  même  de  l'angle  AD'A',  et  ceci  montre  que  AA'  est  un  diamètre 
du  cercle. 

2.  Nous  connaissons  les  tangentes  en  D  et  D'  à  l'hyperbole;  elles  sont  perpendiculaires  à  AA'.  Par 
suite,  DD'  et  la  perpendiculaire  à  AA'  menée  par  le  milieu  de  DD'  forment  deux  diamètres  conjugués; 
leurs  bissectrices  sont  les  asymptotes.  On  sait  construire  les'axes  d'une  hyperbole  définie  par  ses 
asymptotes  et  un  point. 

3.  Soit  C  le  centre  du  cercle,  milieu  de  AA',  [et  0  le  centre  de  l'hyperbole,  naitieu  de  DD';  CO  est 
perpendiculaire  à  DD'.  Pour  construire  les  points  D  et  D',  nous  joignons  le  point  C  au  centre  0  de 
l'hyperbole  ;  par  le  point  0  nous  menons  une  perpendiculaire  à  GO,  et  nous  prenons  les  points  de  ren- 
contre de  celte  perpendiculaire  avec  le  cercle  de  diamètre  AA'  :  ce  sont  les  points  D  et  D'. 

Pour  que  ces  points  soient  réels,  il  faut  que  le  point  0  soil  à  l'intérieur  du  cercle,  ou  que  CO  <i  CA. 
Soient  B  et  B' les  points  où  AA'  rencontre  les  asymptotes  do  l'hyperbole;  C  est  le  milieu  de  BB'  et 
l'on  a  CO  =  CB  =  CB'.  La  condition  précédente  devient  CB  <  CA  :  elle  montre  que  les  points  A, A' 
doivent  être  situés  sur  des  branches  de  courbe  ditlérentes  de  l'hyperbole. 

4.  Si  AA'  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  le  diamètre  DD'  reste  fixe,  puisque  la  direction  de  ce 

diamètre  est  syméirique  de  la  direction  AA'  par  rapport  aux  axes  de  Ihyperbole.  Les  droites  DA',  D'.\ 

passent  par  les  points  fixes  D,  D'  et  leurs  direclions  sont  également  symétriques  par  rapport  aux  axes  de 

l'hyperbole.  On  en  conclut  que  le  lieu  de  leur  pointde  renconlre  est  l'hyperbole  qui  passe  par  les  points 

D,  D'  et  qui  a  pour  asymptotes  les  axes  de  l'hyperbole  donnée. 

^  F.  LOUVE  r. 

Donnes  solutions  par  M.M.  Bauas,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris  :  A.  Bùssbr,  ;\  Alger  ;  K.  Duaux,  h  Virelles- 
les-Chimay  (Belgique)  ;  C.  Dklvoyk  ;  A.  Hutinbl,  à  Cannes  ;  M.,  à  Guère t  ;  Maurice  Monskau,  lycée  de  Brest  ;  Mussei.. 
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ÊCOLK  NATlONALi:  SUPÉRIEURE  DES  MI.NKS 


2535.  Une  barre  homogène  AC,  de  longueur  L  et  de  poids  P,  t'appuie  sans  frottement  fn  C  contre 
un  mur  vertical,  et  avec  un  coefficient  de  frottement  f  contre  un  sot  horizontal  en  A. 
A  laide  d'un  corps  pesant  K  destiné  à  la  caler  à  ta  base,  on  veut  la  maintenir  en 
équilibre  dans  une  position  (elle  que  sa  projection  horizontale  OA  ait  une  lomjueur 

donnée  d. 

i°  Dire  dans  quels  cas  le  corps  K  est  nëcess  lire  pour  l'équilibre  de  la  barre. 

2'  Quel  doit  être  dans  ce  cas  le  poids  minimum  de  ce  co'-ps  si  son  coefficient  de 
frottement  sur  le  sol  est  fx  ? 


Application  numérique 


P  =  iS"», 


A -0,20, 


d  =  6», 


/.  =  0,  25. 


1    La  barre  est  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  P,  force  verticale  appliquée  en  son  milieu  G, 
de  la  réaction  du  mur,  normale  en  C  à  celui-ci.  et  de  la  réaction  du  sol  au  point  A.  Ces  trois  forces 

doivent  d'abord  ('Ire  dans  un  nirnie  plan  ;  par  suite,  la  barre  est 
dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  fois  au  sol  et  au  mur  : 
nous  prtMidrons  ce  plan  comme  plan  de  la  figure. 

Soit  l  le  point  de  rencontre  de  P  et  de  la  normale  en  C  au 
mur;  nous  pouvons  supposer  le  poids  P  appliqué  en  I,  el  ce  poids 
peut  alors  être  décomposé  en  deux  forces,  l'une  N  dirigée  sui- 
vant l(],  el  détruite  par  le  mur,  l'autre   F  dirigée  suivant  lA. 

d 

Si     IgTilA^/",     ou  ^ /",     ci'tte  force  T  est  détruite 

par  la  résistance  du  sol,  le  corps  K.  n'est  pas  nécessaire  pour  ré(iuilibro . 
Celle  condition  peut  s'écrire 


2.  Supposons 


tgGÎA>/, 


ou 


ou 


d  ^ 


2L/ 


iLf 


La  force  V  n'est  plus  détruite;  transportons  son  point  d'application  en  A  el  décomposons  celle 
force  en  deux,  l'une  F,  faisant  avec  la  verticale  langle  de  frollemenl  ?  (Ig  o  =  /"),  l'autre  Fj  hori- 
zontale. La  force  F,  est  détruite,  et  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  (|ue  la  force  F,,  soit  détruite  aussi. 
Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'introduire  le  corps  K,  de  poids  /;,  et  l'on  doit  avoir     F,  ^  p^. 

Calculons    l',.    Menons  la  droite    ID   faisant  avec  IB  l'angle   v;   nous  avons 


OA 
IH 


ou 


1)A 

OC 

F.  =  1 


Y-ocig? 
ôc 


20C 


-A 


iv^L" 


w-r 


On  doit  avoir 


uu 


1 


PI   rf__ 


Tel  est  le  minimum  du  pouls  du  corps  K 
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Application  numérique 


yL2  -  d'-  =  v/ 100  — 36  =  M  =  S. 
p^^    —\— 0,2ol  ou  p^Sl^SS. 

M.  à  Guéret. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Baras,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris;    Lucien  Béguk,  à  Guebwiller;   G.  Delvoye 
à  Lourches  ;  A.  Hdiinbl,  à  Cannes  ;  G.  R.,  à  l'aris  ;  Léopold  Sutre,  à  Rennes. 


MÉCANIQUE 


2514.  —  On  considère  un  syslème  de  forces  dont  les  éléments  de  réduction  à  l'origine  sont  0,  0,  a, 
pour  la  résultante  générale  et  0,  0,  b,  pour  le  moment  résultant. 

1°  Former  les  composantes  du  moment  MM',  relatif  à  un  point  quelconque,  M{x,  y,  z),  de  l'espace. 
Etudier  la  correspondance  qui  existe  entre  le  point  M  et  le  point  M'(x',  y',  2'). 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  la  droite  MM'  passe  en  un  point  donné,  P(a,  p,  y)-  C^  H^^ 
est  une  cubique  (C).  Former  le  cône  engendré,  dans  ces  conditions,  par  la  droite  MM'. 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  ce  cône  passe  par  un  point  donné  A,  du  plan  des  xy.  Ce 
lieu  est  une  quadrique.  Lieu  des  ombilics  de  celte  quadrique  quand  le  point  A  varie. 

40  Former  les  équations  de  la  tangente  à  la  cubique  (C)  au  point  P,  et  l'équation  du  complexe  engendré 
par  cette  tangente  quand  le  point  P  décrit  tout  Cespace. 

1.  Le  vecteur  OR(0,  0,  a),  porté  au  point  M,  a  pour  éléments 

X,  y,  z,  0,  0,  a  ; 

son  moment  par  rapport  au  point  0  doit  être  changé  de  signe  et  ajouté  au  premier  moment,  OG.  Les 
coordonnées  du  point  M'  sont  donc 

x'  =  X  —  ay,  y'  =  y  -\-  ax,  z'  =  z-]-  b; 

la  correspondance  entre  les  points  M  et  M'  est  une  correspondance  homographique  dans  laquelle  le 
plan  de  l'infini  se  correspond  à  lui-même. 

Pour  avoir  les  points  doubles  de  cette  transformation,  il  faut  rendre  homogènes  les  équations  de 
celte  transformation  et  poser    .1'  =  kx,     y'  =  ky,     z'  =  kz;     /'  =  kt;     nous  avons  ainsi  : 

.x(i  _A-)— fli/ =  0,  <7x-t-(I  — %  =  0,  (1  -  A)j  H- 6/ =  0,  {{—k)t  =  0; 

en  écrivant  que  ces  équations  ont  une  solution  non  nulle,  nors  avons  l'équalion  de  condition 

1  — A- 


—  a 

0 

G 

{-k 

0 

0 

0 

{  —  k 

b 

0 

G 

i-k 

=  0, 


qui  s'écrit    (1  —  ky[{i  —  kf  -+-  a^]  =  0. 

Pour    A=i,    nous  trouvons     /  =  0,     x  =  G,    y  =  0  :     il   y  a  deux  points  doubles  confondus 

X  y 

avec  le  point  à  Tinûni  sur  0;.  Pour    k  —  1  =  d=  ai,     nous  avons     <  =  G,     z  =  0     et     —  =       _  , -  ; 

les  deux  autres  points  doubles  sont  imaginaires  et  à  l'infini  dans  le  plan  des  xy. 

2.  La  droite  MM'  a  pour  équations 

X  -X   _    Y  — y    _    Z-; 

—  a%j  ax  h       ' 


3't2  MKCANIOUE 

en  écrivant  qu'elle  passe  au  point  (a,  3>,  y)»  nous  obtenons  les  équations  du  lieu 

3t— X   ^   ^  — y    ^    •{  —  : 
—  ay  nx  b 

et,  en  appelant  À  la  valeur  commune  des  rapports, 

X  —  aXy  —  a  =  0,  nli  -h  y  —  ?  =  0,  z  =  -(  —  bl. 

Ces  équations  nous  donnent 


1  -H  a^l-  '  '^  ^    i  -h  a').» 


r  =  V  _  6X . 


Il  est  commode  d'y  remplacer  X  par   —    et    —    par  A-,  ce  qui  donne 

(1)  x=    .       /  >  v  =  -T ^'  :=v-A>.. 

Le  lieu  est  donc  une  cubique  et  nous  voyons  que  cette  cubique  ne  dépend  que  du  rapport    —  =  k. 

Pour  avoir  le  cône  engendré  par  une  droite  MM'  qui  passe  au  point  I*,  nous  prendrons  une  droite 

X  —  X          y  —  pz  —  Y 
quelconque  qui  passe  au  point  P,     =  -^^— = .    et  nous  exprimerons   qu  un  point 

de  cette  droite     ar  —  a  -h  |jiu,     jy  =  ^  h-  au,     :  =  ^  -+-  ;jl»',     est  sur  la  cubique,  ce  qui  nous  donnera 

ou  XP  =  X«a  -h  ,jiu(l  -+-  r-),  —  /x  r=  X»?  -H  txp(l  -|-X«),  —  X*  =  }xn  ; 

les  deux  premières  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport   à     X,    X«,   jx(|_|-X');     elles 

donnent    ;—  = = ;     les  deux  rapports  extrt>rnes  donnent  la  valeur  de  X, 

au  -h  flw  —  a-  —  [i*  au  —  'iu  *^^ 

ensuite  nous  obtenons  facilement  [i  : 

au  -+-  pu  X  a^  ^  P2  (au  -+-  pu)(a»  -t-  p»)    _  au  -H  f  t> 


au  -   ïu  "^  l  -+-  À'*      [:«  —  au  (a"  -h  [!*)(«-  H-  u')  U*  -+-  U* 

Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  X  et  f*  par  leurs  valeurs  dans  la  troisième  équation  pour  obtenir  la 

rflatioii  ciilio  u,  u,  //■   : 

,    au  "t-  Pu  au  -H  Su 

—  A- ; —  =  —  ?/'  — 7  1 

au  —  [i"  U''  -h  V- 

A-(u-  H-  U^)  —  H'izV  —  pj/)  =  0. 

en  portant  dans  celte  relation  des  valeurs  proportionnelles  à  u,  u,  ir  :     x  —  2,     y  —  3,     :  —  y,     nous 
avons  de  suite  l'équation  du  c<me  : 

/;[(  X  _  a)^  -h  (y  -  p)'J  -  (:  -  y)[«î/  -  Px)  =  0 . 

3.  En  écrivant  (|iie  ce  c»*>ne  passe  au  point   A  .r„,  »/(,,  0),   nous  avons  le  lieu  du  point    P  ;   ce  lieu  est 
le  cniie 

k\  (X  —  x»)»  -h  (v  —  yj»]  -4-  zixy,  —  «/xj  =  0, 
dont  le  sommet  est  au  point   A.    Les  ombilics  de  celle  quadrique  sont  confondus  avec  le  sommel.  Par 
conséquent,  leur  lieu  est  le  plan  des  xy.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  l'un  des  plans  cycliques  de 
ce  cono  est  le  j)lan  dos   xy.    L'autre   plan  cyclique  est  le  plan     xi/„ — yx^  —  kz  =0,     qui  se  trouve 
immédiatement  en  coupant  le  c<Nne  par  la  splicre  do  rayon  nul 

(x-x,)*-h(v— y,)»-+-;=  =  0. 

4.  Le  point  P  do  la  cubique  s'obtient  on  faisant    X  =  0     dans  le»  équations  de  celte  cubique; 
les  dérivées  de    1,  y,  :,  pour    X  =  0,     ont  pour  valeurs 

P,  -«,  -*; 
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les  équations  de  la  tangente  sont  alors 

X  —  a  y  —  P  z  —  Y 


OU 


p  —  a  —k 

X  —  a  y  —  ^  z  —  Y 


—  p  a  A- 

Il  est  à  remarquer  que  cette  droile  n'est  ^utre  que  la  droite  MM',  issue  du  point  P.  Le  complexe 
qu'elle  engendre  est  donc  le  complexe  des  droites  MM'. 
Soient  alors 

X  =  Az-t-  P,  y  =  Bs-H-Q, 

la  droite  générale  de  l'espace  ;  en  l'idenlifiant  avec  la  droite  précédente,  nous  avons  les  relations 

les  deux  premières  donnent 

a  =  A-  B,  p  =  —  /cA  ; 

les  deux  autres  s'écrivent 

P-a  =  +— ,  Q-P--  — . 

et  donnent    a(P  —  a). -f-  p(Q  —  P)  =  0,    et  l'équation  du  complexe  s'obtient  immédiatement  : 

B(P  _  AB)  —  A(Q  +  AA)  =  0, 
AQ  —  BP -+- A{A2 -+- B2)  =  0. 
Ce  complexe  est  du  second  ordre. 

Une  vérification  qui  s'impose  est  celle  qui  consiste  à  former  le  cône  du  complexe  et  constater  qu'il 
est  le  même  que  le  cône  des  droites  MM'  qui  passent  au  point  P. 
Mous  avons  successivement 

a;  =  A:  -4-  P,  t/  =  Bs  +  Q,  a  =  Ay  H-  P,  p  =  By  +  Q, 

A  =  ^^:i^,  B  =  -^^l^,  AQ-BP  =  Ay-Bx  =  i^^:^, 

z— Y  2  —  Y  2  —  Y 

et  le  cône  du  complexe  a  pour  équation 

k[{x  —  a)2  -^  {y  -  |î)2]  -+-  (z  _  Y)(Pa;  -  ay)  =  0. 
Le  fait  signalé  est  établi  et  donne  une  vérification  des  calculs  antérieurs. 
M.  HuTiNBL  a  envoyé  une  solution  plus  compliquée. 


PHYSIQUE    ET    CHIMIE 


2524.  —  Une  lentille  simple  plan-convexe  L  repose  par  le  pôle  de  sa  partie  sphérique  sur  un 
point  marqué  P  d'une  lame  horizontale  X.  Un  microscope  M,  placé  au-dessus,  a  été  mis  au 
point  successivement  sur  les  éléments  suivants  : 

a)  la  face  plane  supérieure  de  la  lentille  L  ; 

b)  le  point    P    de  la  lame    X    vue  à  travers    L  ; 

c)  le  même  point   P,    la  lentille  L  étcmt  retirée  ; 

d)  le  même  point  V  vu  à  travers  la  lentille  L,  retournée  de  façon  à  reposer  par  sa  face  plane 
centrée  sur  le  point    P. 

Les  déplacements  verticaux  successifs  du  microscope,  en  passant  de  cliaque  pointé  au  suivant, 
ont  été  respectivement  : 

ab  =  3""",33  ;  bc  =  1""",67  ;  cd  =  0°^. 


34'i  CHIMIE 

On  ilemnnJe  de  trouver  : 

P  l'épahupur    c   <le  In  lentille   L  ;    le  rayon    R   de  sa  face  sphériqae;  son  indice  de  réfraction    n 

à  un  centième  près  ; 

2°  son  centre  optique  cl  ses  points  nodnus  : 

;r  son  interstice  et  sa  distance  focale   F  ; 

4"  1(1  variation    ôF    de  la  distance  focale  lorsque  la  température  s'élève  de  10°. 

n  —  i 
On  admettra  (pw  l'indice    n    du  verre  est  lié  «    sa  densité  par  la  formule  -z —   =  A.     A    élaid 

une  consfanlc  ri  tpic  le  cocfj'irienl  de  dilatation  cut)ique  vrai  du  verre  est    /.•  =  8XlO"". 

(Ecole  polytechnique,   concours  de   /P2/.) 

P  Lt'paisscur  de  la  lentille  esl  évidenuiU'nt  égalr  an  déplaronitnt  du  iiii(  rnscope  frilre  les 
pointas  a  et  c,  donc     e  =  3'"'",33  4-  l^^.GT  =  r)"»»,00. 

L'opi'ration  d  indique  que  l'image  du  point  P  dans  le  diopUe  constitué  par  la  face  spluri(jue 
de  la  lentille  coïncide  avec  l'objet,  donc  P  <st  au  centre  du  rlioptre,  la  lentille  est  une  demi-lxiule 
et  sor>  rayon  est  égal  à  son  épaisseur  :     R  =  .')'"■", 00. 

I,'()pérali(»n    />    consisîe  à  viser  l'imag»'    P      du  |Kiint     P    dans   un   dioptre   plan  ;  4es   dislances 

.  ac  5 

C(»njuguées  sont   etilK    elles,   dans  ce  cas,  coinnie  les  indices   et    1  on   a      n=  —j-  =  — —  =  l.âd,      h 

un   centième  j)rès. 

2"  Le  centre  oplitpie  est  au  pôle  P  de  la  face  sphérique,  car,  le  plan  tangent  en  ce  point 
étant  parallèle  ti  la  face  plane,  tous  les  rayons  qui  y  pas.sent  traversent  la  lentille  suis  déviation.  Les 
noints  nodaux  sont  donc    le  point    P    et  son  image    P'    dans  la  face  plane. 

3°  L'interstice,  distance  de  ces  deux  points  nodaux,  est  égal  au  déplacement    hc.    dcmc  à  r'"",(j7. 

Un  rayon  parallèle  à  l'axe,  tombant  sur  la  face  plane,  traverse  cette  face  sans  déviation,  se 
réfracte  dans  la  face  spbérique  et  va  rencontrer  l'axe  en  un  point  ¥  qu\  est  à  la  fois  le  foyer  de  la 
lentille  et  celui  du  dioptre  spbérique.  P  étant  le  point  nodal  corresix)n(lant.  PF  est  la  distance 
locale  cbeicbée,    |ioiir  laquelle  lapplication  de  la  formule  généiale  des  dioptres  donne  facilement 

/■=  =  10°"°. 

//  —  1 

4"  On  a  donc     /=  =  — v'    d'où,  en  applnpiant  aux   |ielilr>  variations  le  calcul  des  diffé- 

II   -   \        Aa 

r<Mtiplles 

hf   _  _8U_ o£ 

y  ~  "F    d  ' 

(h  on  a  d'un.'  part     H  =  R„  M  -h  —A'  )     <•  seii>iblement    —  =  —  AÔ/.  d  autre  part  d=    —  — 

et  de  même  —r-  =  —  /.•o^ 
a 

''/"         -i 
I),,in      — _   =   -^  l.'J      (I.    avec    les    \aleiu-    numériques, 


^/=_.X.sxiU-=-i^j^enMron. 


Suliilion    |i.'irlip|l(-   iJ«-   M.    !..    SrTi\F,    h   Hcnncs. 


\.   prs.SKH.   à  Alger. 


2525.  r  En  dissolvant  de  l'anhydriilr  nrsénieux  dans  de  l'acide  chlorhydrique  étendu,  on 
veut  préparer  un  litre  d'um-  solution,  A,  Irlte  que  l'oxydation  complète  de  ce  litre  de  liqueur 
érige  un  litre  de  chhtre  mesuré  dm>s  /(•<••  r<<n,J!il,,n<!  nivntnlm 


CHIMIE  34o 

Quel  poids  d'anhydride  arséniewc  faui-il  dissoudre  ? 

2°  Pour  préparer  une  autre  solution,  B,  on  attaque  5^,64  de  permanganate  de  potassium  par  un 
eocès  d'acide  chlorhydrique.  Le  gaz  dégagé  par  la  réaction  est  dirigé  dans  un  excès  d'une  solution 
de  potasse  étendue  et  froide.  Ce  liquide,  après  réaction,  est  dilué  jusqu'à  occuper  le  volume  d'un 
litre. 

De  la  solution    B    ainsi  obtenue,  quel  volume  jaut-il  pour  oxyder  50'""^  de  la  solution   A  ? 

3°  Dans  50'^'"^  de  la  solution  A  on  ajoute  un  peu  d'iodure  de  potassium;  puis  on  y  fait  arriver 
un  courant  lent  d'oxygène  ozonisé,  en  mesurant  le  débit  en  volume  par  un  dispositif  approprié.  On 
observe  que  la  solution  prend  une  légère  coloration  brune  quand  elle  a  reçu  800"^™^  d'oxygène  ozo- 
nisé ;  on  arrête  alors  l'arrivée  du  gaz. 

a)  Quelle  est  la  teneur  volumétrique  centésimale  en  ozone  de  l'oxygène  ozonisé  ? 

b)  Quel  est  le  volume  du  gaz  qui  s'échappera  de  la  solution  après  avoir  réagi  sur  celle-ci  ? 

4°  Par  quels  réactifs  peut-on  déterminer  la  composition  qualitative  de  la  solution  A  avant  et 
après  la  transformation  par  l'oxygène  ozonisé  ? 

On  adoptera  dans  les  calculs  les  données  suivantes  : 

Poids  atomiques  :    Mn  =  55,     K  =  39,     As  =  75,     0  =  16. 

Volume  moléculaire  :    V  =  22S4  {dans  les  conditions  normales). 

{Ëcoîe  polytechnique,   concours  de  1021.) 

V  L'oxydation  d'une  molécule  d'anhydride  arsénieux  iWO^,  pesant  198^,  exige  2  atomes  d'oxy- 
gène ou  2  molécules,  c'est-à-dire  44', 8,  de  chlore.  Avec  un  litre  de    chlore,   on    peut    donc    oxyder 

198 

=  4^,42  ;  tel  est  le  poids  d'anhvdride  arsénieux  qu'il  faudra  dissoudre. 

4i,8  -      '  1  ^ 

2"  La  question  revient  à  chercher  quel  volume  de   B   équivaut  à  50°'"^  de  chlore. 

Or  la  réaction  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le  permanganate  est   représentée  par   l'équation 

2MnO*K  H-  16HC1  =  2MnCF  +  2RC1  +  8H^0  4-  5CP, 

qui  montre  que  316^  de  permanganate  produisent  112'  de  chlore.  Le  poids  employé,  5^,64,  en  a  donc 

112 

produit     5,64  X — ; —  =2".     Quand  on  a  fait  passer  ce  chlore    dans  une  dissolution    de    potasse,   la 
31t) 

liqueur  obtenue  possède  le  même  pouvoir  oxydant  que  le  chlore  lui-même.  On  peut- donc  regarder 

ces  2  litres  comme  contenus  dans  le  litre  de  solution  B    et,  pour  en    avoir    50'''"^  on    devra    prendre 

25**"'^  de  celte  solution. 

3°  a)  Le  pouvoir  oxydant  d'une  molécule  d'ozone,  qui  n'agit  que  par  un  atome  d'oxygène,  est 
le  même  que  celui  d'une  molécule  de  chlore.  La  liqueur  A,  oxydée  par  son  volume  de  chlore, 
l'est  donc  aussi  par  son  volume  d'ozone.  Or  la  fin  de  cette  oxydation  est  indiquée  par  la  réaction  de 
l'ozone  sur  l'iodure  de  potassium.  Il  y  avait  donc  50"°'^  d'ozone  dans  les  800""^  d'oxygène  ozonisé, 
soit  6,25  pour  cent. 

b)  On  sait  que  la  réaction  de  l'ozone  s'effectue  sans  cliangement  de  volume  ;  le  volume  du  gaz 
sera  donc  de  800*"°^,  après  comme  avant  la  réaction. 

i"  Avant  la  transformation,  la  liqueur  contient  de  l'acide  chlorhydrique  et  de  l'acide  arsénieux; 
on  peut  caractériser  celui-ci  par  l'acide  sulfhydrique,  puis,  après  la  précii)itation  du  sulfure  d'ar- 
senic, reconnaître  l'acide  chlorhydrique  par  l'azotate  d'argent. 

Si,  après  la  transformation  qui  a  produit  de  l'acide  arsénique,  on  ajoute  d'abord  un  excès 
d'azotate  d'argent,  celui-ci,  en  liqueur  acide,  ne  précipitera  que  l'acide  chlorhydrique,  avec  pro- 
duction d'acide  azotique.  En  ajoutant  ensuite  de  l'ammoniaque,  on  neutralisera  d'abord  l'acide  azo- 
tique, puis,  au  contact  de  l'excès  d'azotate  d'argent,  on  produira  le  précipité  rouge  brique  caracté- 
ristique de  l'arséniate  d'argent. 

Solution   partielle  de  M.   L    Sutre,   à  Rennes. 

•♦• ■ 
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QUESTIONS  POSÉES    AL\  EXAMENS    ORAUX  (1922) 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (suite) 


II.   Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 
10  904.  —  Construire  les  courbes  : 


2</'' 4- x' —  5i/' =  0,        î/ =  v^cos  X  (points  d'inlIe\ion),        (x  —  l)(x' —  y')  =  x',        y'  =  x  —  y  /  , 

=  e'-hi  —  v'e'^-»-2,  (y*  —  -jr\^  —  "2>  =  "•  ^'(**  +  !/')  —  «'/'  =  0,  1/  =  v'x  3:  Vx*  — ii 


y  =  x'  ±  Xv^l  -  x',  x'  -(-  J«,«/  -  »/'  --  0. 

—  005.  —  Construire  les  courbes  : 

X  =  ch  ?,  (     X  =  /',  (     X  =  t'  —  6f,  I      X  =  a  sin  /  cos  (. 

y  =  ch'  9,  i      y  =  '  '  -+-  2<*,  I      y  =  M*  -  Hs^i  l,  {      y  z=  a  cos'  /, 

X  =  a  sin  t,  (      x  =  a{l' —  t).  i  ^  l     x  =  t*-¥-^, 


IX  ^=^  u  Mil    I,                           (       X   =  a[l'  —  I).                                                                                          1        X   ^^   I    -r-  1, 
\                                           \     X  =  a  cos  ç  cos  2?,            \                    
^  =  "  2-cosf'       (    .'/  =  «1'-t)'       /    î' =  ''«'"  ^  «'"  2?.         )    y=Y/ j, 

Construire 

Fï)' 


—  OOG.  —  Construire  les  courbes  : 

)  (il  I  Ul 

p  = -.       p  =  a  cos'  u),        p  =  cos-  —  •        p  =  .        p  =  a  tg  w,       p  =  a  tg  —  t 


cos  I  w \  ces-  — 


P  =  5  cos  u  -+ 


cos  «D  -»-  sni  o) 


û'  — 

sin  :U) 
cos  (1 

(aire), 

(ij'w  ^1)                  d 

0)-(-l       '             ^             u 

\          ; 

3  ^ 

1 

4  sin'  G)  -(-  3  cos  w 

r\  —                                                              .            . 

COS   — 
5 


p'  =  a'  H '         p  =  a(COS  U)  —  ros  2a)), 

sin  <u  ■         lus  il.)         '  cos  2«o 

—  007.  —  liapport  nnlinrmonique  xle  quatre  points.   Former  IVqn.ilinn  qui  admet  comme  racines  les  rapports  anhar- 
mnniques  de  quatre  points. 

—  008.  —  Aire  commune  aux  deux  courbes    x'  —  ni/  =  0,    ay-  —  x'  =  0.    Longueur   de  l'arc  qui  limite  cette  aire. 

u 

—  900.  —  Ktant  donnée  la  courbe    p  =  a  cos*—»    si  l'on  appelle  s  l'arc  compris  entre  le  point    to  =  0    et  un  point 

quelcon(|ue,  on  a    «'  =  ka(a  —  p). 

—  910.   —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  memM-  deux  tangentes  rectangulaires  h  la  courbe    x'y  =  o'^2. 

—  911.  —  C.enlre  de  gravité  d'un  arceau  de  cyoloi  le. 

—  912.  —  Enveloppe  des  droites    x  cos  a  4-  y  fin  a  —  «y^sin  2a  =  0,      x  cos  a -H  y  sin  i  —  a    1 -+   cos  al.  tg  —  I  =  0. 

—  913.  —  On  donne  un  point  A  stjr   Or,  un  point  It  siii-  Oy.   Une  droite,  A,  rencontre  Ox  en  P,  Oi/  en   i>    d/iprminpp 
l'enveloppe  de  A  de  fa(;on  que  l'on  ait    =  k.  Equation  tangentielle  de  l'enveloppe. 

—  914.   —  Condition  pour  .|ue  la  droite    h r -4-  cy   »   ir  =  0    soit  tangente  à  la  courbe    y*  =  2/jx  -^qx*. 

—  915.  —  Étudier  la  rôncavitr  par  lapporl  à  l'oriM'i^  <'e  la  courbe    x=  f[t),    y  =  <fUj. 

—  010.  —  Construire    la    tanj^piito  en    un   point    M    d'une  courbe  délliiie  en  coordonnées  bipolaires   par  IVquation 
f{r,  r')  =:  0,     r  et  »'  «'tant  les  dtstancfs  du  point  M  à  di-ux  points  lUes. 

—  017.   —  Knvcloppe  des  cordes  d'une  cardioi  le  aux  e\lrrniilr.s  dt'S<iii<lles  les  Liimcnlfs  snnt  p.iralii'l»'». 

—  918.  —  Développée  de  In  courbe    y  =  e^. 

—  !H9.   —  Trajectoires  ortliogonnles  des  courbes    .»'  •  >.y'  =  I. 

—  920.  —  Construire  la  courbe    x'  -♦-  y'  =  I.     Dt'lcrmlner  le  cercle  osculateur  m  un  point. 

x'(x-  1) 

—  921.  —  Construire  la  courbe    y  =  —  •    Trouver  l'enveloppe  des  droites  (|ui  rencontrent  la  courbe  en  trois 

points  dont  l'un  est  le  milieu  des  deux  autres. 

—  92'.2.  —  On  considi're  les  droites  iléllnies  par  l'équntion     (I  —  À'ix  -+-  2).y  -f-  "a*  —  2X  —  3  =  0.     Combien  en  pnsse-t-il 
par  un  point  I*  du  plan  ?  Conditions  pour  t|ue  les  droiti-s  passant  par  le  point   P   soient  rectangulaires,  réelles,  confondues. 

—  92;i.  —  Examiner  si  la  transformation     ?i  =  p"*,    <.m  =  mu    conserve  les  angles. 
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—  924.  —Construire  la   courbe     (x' -h  i/){x -h  y)  —  xy  =  0.    En  posant    t=  -.    condition  entre  les    t   de   trois 

X 

points  pour  que  ces  points  soient  en  ligne  droite. 

—  925.  —  On  considère  un  faisceau  linéaire  de  cercles.  Lieu  des  extrémités  des  diamètres  parallèles  à  la  corde 
commune. 

—  926.  —  Calculer  l'aire  engendrée  par  la  lemniscate  tournant  autour  de  son  axe  de  symétrie. 

—  927.  —  Calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe    x'  —  ax^  -+-  aV  =  0. 

—  928.  —  Construire  la  courbe  y\2a  ~  x)  =  xK  Volume  engendré  par  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'asym- 
ptote en  tournant  autour  de  l'asymptote. 

—  929.  —  Étudier  la  concavité  pour  une  courbe      ,r  =  f  t),      y  =  o{i).     Application  :  concavité  à  l'origine  pour 

—  930.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A  sur  Oc.  On  considère  un  cercle  variable  C  tangent  aux 
deux  axes,  et  un  autre  cercle  variable  C  tangent  au  cercle  C  et  tangent  en  A  à  Ox.  Lieu  du  point  de  contact  des  deux 
cercles . 

—  931.  —  Démontrer  que  la  courbe  définie  en  coordonnées  homogènes  par  l'équation 

_1_        _1_         1         _2_         2  2    _ 

X*        if        z'       yz       :x       xij  ~ 
est  unicursale,  et  calculer  x,  y,  z  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre. 

—  932.  —  Un  cercle  tourne  dans  so.i  plan  autour  d'un  de  ses  points.  Enveloppe  des  tangentes  aux  points  oîi  il 
rencontre  une  droite  flxe. 

w 

—  933.  —  Construire  la  courbe    p  =  a  tg— •    Trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes  quand  a  varie. 

—  934.  —  Aire  limitée  par  un  arc  de  cissoïle. 

—  935.  —  Concavité  en  coordonnées  polaires. 

—  936.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  chaînette. 

—  937.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  é(|uations  paramétriques  x  =  ch  {t  +  a),  y  =  ch  (t  —  x),  t  étant 
le  paramètre,  a  une  constante.  On  fait  varier  a;  enveloppe  de  ces  courbes. 

—  938.  —  Enveloppe  de  la  droite    tx  +  y  —  al^  —  2al  =  0 . 

—  939.  —  Montrer  que  la  transformation    s'  = conserve  les  angles. 

cz-hd  " 

—  940.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    y  =  z». 

4 

—  941.  —  Déterminer  une  droite  qui  soit  à  la  fois  tangente  et  normale  à  la  courbe    y*  =  x  +  l 


X  —  1 

—  942.  —  On  donne  la  courbe  y  =  ch  x.  Calculer  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de  l'abscisse  curviligne  comptée 
à  partir  du  sommet. 

—  943.  —  Aire  engendrée  par  la  courbe    p  =  cos'  w    en  tournant  autour  de  Ox. 

—  944.  —  Enveloppe  des  symétriques  des  tangentes  à  un  cercle  par  rapport  à  une  droite  parallèle  à  une  direction 
fixe  menée  par  le  point  de  contact. 

.    —  945.  —  Construire  la  courbe    p  =  1g  -•    Aire  de  la  boucle  et  centre  de  gravité  de  celte  aire. 

—  946.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  perpendiculaires  à  la  courbe    x^  —  aj/'  =  0. 

—  947.  —  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe    x(x'-i-  y*)  —  oy*  =  0    compris  entre  l'origifle  et  un  point  quelconque. 

—  948.  —  Asymptotes  de  la  courbe    y  =  ^x'  -f  y/x'''  H-  x'  -h  x'^H'. 

—  949.  —  Lieu  des  points  du  plan  d'où  l'on  voit  deux  cercles  sous  des  angles  donnés. 

—  950.  —  Lieu  des  points  du  plan  équidistants  d'un  cercle  et  d'une  droite. 

—  951.  —  Construire  la  courbe  x  =  a  icos  2t  -+-  2  cos  (),  y  =  a  (sin  2/  H-  2  sin  t).  Lieu  du  point  de  rencontre  de 
deux  normales  faisant  un  angle  donné. 

(0 

—  952.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  qui  se  déduisent  de    p  =  tg-;-    par  rotation  autour  de  l'origine. 

—  953.  —  Les  normales  en  M  et  M'  à  une  courbe  C  touchent  la  développée  y  en  .u  et  ix'.  Déterminer  le  centre  de 
gravité  de  l'aire  limitée  par  les  arcs  MM',  \i\i.'  et  les  droites  .Mii,  M'u- 

—  954  —  Enveloppe  des  droites  x  cos  a -t^  y  sin  a  —  p  =  0,  où  p  est  fonction  de  a.  Déterminer  la  normale,  la 
développée,  le  rayon  de  courbure. 

—  955.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  on  demande  de  déterminer  une  courbe  passant  par  le 
point  0  telle  que,  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  le  centre  de  gravité  de  lare  OM  se  projette  sur  Ox  au  point 
de  rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  Ox.  -  ^ 

—  956.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'abscisse  du  pied  de  la  normale  soit  proportionnelle  au  rayon  vecteur,  ^ù^'^^^-fl*^ 

—  957.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  Ox  aux  points  T  et  N.  Déterminer  là 
courbe  de  façon  que  UT.oF=c'.  Soit  en  outre  P  la  projection  de  M  sur  Ox.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que 
ÔT=  FN". 
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—  958.  —  On  considère  une  courbe  rencontrant  Or  au  point  A.  La  normale  au  point  M  de  cette  courbe  rencontre 
en  H  la  perpendiculaire  menée  en  0  à  OM.  Déterminer  la  courbe  de  faren  que  l'aire  du  triangle  OMH  soit  proportionnelle 
k  celle  du  secteur  OAM, 

—  9r>î).  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  vecteur  soit  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  courbure  et  la 
distance  de  l'origine  à  la  tangente. 

—  960.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'angle  do  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  soit  égal  à  l'angle  du  rayon 
vecteur  avec  Ox. 

—  961.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  projectiDii  de  l'ordonnée  sur  la  tangente  soit  égale  à  l'arc  compté  à  partir 
d'une  origine  convenablement  choisie. 

a  X 

—  962.  —  Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  on  a    tg  —  =  -  .     a  élnnl  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox. 

—  963.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Ox  en  P  et  Oy  en  y.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que 
lî    rapport    — -—    soit  constant. 

m 

—  96'â.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'extrémité  de  la  sous  tangente  polaire  décrive  une  droite. 

(il 

—  905.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'on  ait    V  =  — i     w  étant  l'angle  polaire  et  V  l'angle  de  la  tangente  avec 

T. 

le  rayon  vecteur.  Même  question  pour    V  = (-2w. 

—  966.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'on  ait    y  =  a  sin  a,     a  étant  i'angle  «le  la  tangente  avec  Or. 

—  967.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  l'arc,     fi  "i.  f\  £,^"' 

—  968.  —  Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  le  produit  de  la  longueur  de  la  normale  par  laMistance  de  l'origine  à 
la  tangente  est  constant. 

—  96î>.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  sous-tangente  soit  proportionnelle  à  rabscis<e  du  point  de  contact. 

—  970.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  trois  points  de  cette  courbe  A.  B,  ('.,  les  deux  premiers  étant  Oxes 
et  le  troisième  variable.  Les  droites  CA,  (Ai  rencontrent  une  as\mplote  en  M  et  .N.  I  ieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  CMN. 

—  971.  —  Condition  poin-  ^ue  la  droite    ux  +  vj  -+-w  =  0    soit  normale  à  la  courbe 

X  =  H-  t  -t-  t*.  y  =  3  —  1-^  2('. 

—  972.   —  Minimum  de  l'aire  d'un  secteur  paraboii(iuc  limité  par  une  normale. 

—  97;i.  —  Lieu  des  points  d  on  l'on  peut  mener  a  une  parabole  deux  normales  parallèles  à  deux  iliamèires  conjugués 
d'une  ellipse. 

—  974.   —  Lieu  des  foyers  dune  hyperbole  équilalère  ayant  un  centre  donné  et  passant  par  un  point  donné. 

—  97r».  —  D'un  point  V  on  mène  les  tangentes  PM,  P.M  à  la  parabole  y'  —  2pc  =  0.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  P 
pour  que  l'angle  (PM,  Ox)  soit  égal  à.  l'angle  (P.M  ,  Oy]'! 

—  976.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et  on  considère  une  conique  ayant  pour  nxe»  la  tangente  et  la 
normale  en  un  point  \ariable  de  l'ellipse  et  tangente  à  l'origine  h  Ox.  Lieu  des  foyers  de  cette  conique. 

—  977.  —  On  considère  une  hyperbole  équilalère  rapportée  à  ses  asymptotes  et  un  cçrcle  tangent  à  l'hyperbole  et  à 
une  asymptote.  Déterminer  la  (|uatrième  tangente  commune. 

—  978.   —  Lieu  des  centres  des  conicpies  tangentes  aux  axes  de  coordonnées  et  hitangcn'es  à  l'hyperbole 

xy  -  2(ix  —  2by  —  2ab  =  0. 

—  979.  —  D'un  point  I'  on  mène  les  tangentes  PM,  PM'  à  une  parabole.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  P  pour  que  le 
point  de  rencontre  des  normahes  à  la  parabole  en  M  et  M   décrive  une  droite  ? 

—  980.   —  Lieu  des  pieds  des  normales  issues  d'un  |)oint  ii  des  coniques  homofocales. 

_  981.  —  On  donne  une  parabole  et  im  point  P  sur  l'axe.  Le  point  P  est  le  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
rencontrent  la  parabole  en  A  et  U.  Knveloppe  de  AU. 

—  982.  —  On  mène  les  normales  à  une  ellipse  aux  extrémités  d'une  corde  passant  par  un  foyer.  Lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  normales. 

_  98:i.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  M  variable  sur  la  courbe.  Sur  la  normale  en  M  on  prend  un  point  P  tel 
que  le  i>ro(luit  de  MP  par  la  distance  du  centre  à  la  tangente  en  M  soit  constant.  I.icu  du  point  P. 

—  9N'i,    -  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  h  des  coniques  homofocales. 

—  98Ô.  —  Des  paraboles  passent  par  un  point  donné  et  admettent  une  droite  donnée  comme  tangente  au  sommet. 
Lieu  des  foyers. 

—  986.  —  Soient  A,  B  deux  sommets  d'une  ellipse  non  situés  sur  le  même  axe,  et  M,  M  deux  points  variables  de 
l'ellipse  tels  que  le  rapport  anharmonique   AUMM  )  soit  égal  à    —  1.     Trouver  l'enveloppe  de  MM  . 

—  987.  —  On  considère  les  paraboles  tangentes  à  deux  axes  rectangulaires  et  doit  l'axe  p«>.si'  par  un  point  Hxc.  Lieux 
du  sommet,  du  foyer,  du  pied  de  la  directrice  sur  l'axe. 

—  988.  —  Déterminer  une  parabole  admettant  pour  directrice  une  droite  donnée  et  passant  par  deux  points  donnés 
M  et  M  .  tlondilion  pour  (|ue  les  deux  solutions  soient  confondues.  Celte  condition  étant  rem|die,  trouver  le  lieu  de  M  , 
quand  la  directrice  et  le  point  M  sont  fixes. 

—  989.  —  Déterminer  les  normales  communes  à  l'hyperbole  équilalère  x»/  1  ft  A  un  cercle  langent  à  la  courbe 
et  h  l'asymptote  Ox. 
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—  990.  —  Soient  M,  M'  deux  points  diamétralement  opposés  d'une  hyperbole  équiiatère.  Le  cercle  de  centre  M  et  de 
rayon  MM'  rencontre  la  courbe  en  trois  points  A,  B,  C,  autres  que  M'.  Les  trois  points  A,  B,  C  sont  les  sommets  d  un 
triangle  équilatéral. 

—  991.  —  Déterminer  les  points  tels  que  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  passant 
par  l'un  de  ces  points  soient  rectangulaires. 

—  992.  —  Équation  générale  des  paraboles  tangentes  à  l'origine  à  Ox  et  admettant  comme  axes  les  normales  à 
l'hyperbole    x^  —  y-  =  a'. 

—  993.  —  On  considère  des  coniques  homothétiques  et  concentriques.  En  l'un  des  points  de  rencontre  de  chaque 
conique  avec  une  droite  flxe  on  mène  la  tangente.  Trouver  l'enveloppe  de  cette  tangente  lorsque  la  conique  varie. 

—  994.  —  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  par  rapport  à  des  coniques  liomofocales. 

—  995.  —  Étudier  les  variations  de  la  longueur  de  la  corde  commune  à  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur. 

—  996.   —  Enveloppe  des  paraboles  qui  ont  un  foyer  fixe  et  dont  la  directrice  passe  par  un  point  fixe. 

—  997.  —  On  donne  une  ellipse  et  deux  points  A  et  B.  Montrer  qu'il  existe  une  conique  passant  par  les  points  A,  B 
et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ces  points  à  l'ellipse.  Condition  pour  que  celte  conique  soit  une 
hyperbole  équiiatère.  Interpréter  le  résultat  géométriquement.  Remplacer  l'ellipse  donnée  par  une  parabole. 

—  998.  —  On  considère  les  paraboles  passant  par  deux  points  A,  B  et  normales  en  A  à  la  droite  AB.  Lieu  des  foyers. 

—  999.  —  Construire  une  conique  connaissant  un  axe  en  grandeur  et  en  position  et  un  cercle  bitangent  ayant  son 
centre  sur  l'axe. 

11 .000.  —  Déterminer  les  normales  communes  aux  deux  paraboles    y^  —  ipx  =0,    x-  —  i(iy  —  0. 

—  001 .  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  dont  le  centre  est  fixe  et  qui  sont  tangentes  à  une  droite  fixe  en  un  point 
donné.     U).jyjA  . 

—  OO3.  —  Lieu  du  centre  d'un  cercle  tangent  à  une  parabole  et  passant  par  le  sommet,  ou  le  foyer. 

—  003.  —  On  donne  une  hyperbole  et  un  cercle  passant  par  les  foyers.  Par  un  point  .M  du  cercle  on  mène  des 
tangentes  à  l'hyperbole;  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  rencontre  le  cercle  en  A  et  B.  Lieu  du  point  de  rencontre 
des  tangentes  au  cercle  en  A   et  B    quand  le  point  M  se  déplace  sur  le  cercle. 

—  004.  —  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse,  MN  une  corde  passant  par  le  point  1'.  Lieu  du  centre  du  cercle 
inscrit  dans  le  triangle    F'MN. 

—  005.  —  On  donne  une  hyperbole  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques  f{x,  y)  —  0.  Former  l'équation 
de  l'hyperbole  conjuguée,  et  celle  de  l'ensemble  des  asymptotes. 

—  006.  —  Trouver  la  directrice  de  la  parabole    x  =  P  -i~t+  l,    y  =  t*  —  <-+-2. 

—  007.  —  Enveloppe  des  cordes  qui  limitent  dans  une  ellipse  une  aire  constante. 

—  008.  —  Propriétés  des  cercles  bitangents  à  une  ellipse. 

—  009.  — Une  parabole  admet  un  loyer  donné  et  une  tangente  donnée.  Lieu  du  sommet:  lieu  du  pied  delà 
directrice  sur  l'axe. 

—  010.  —  On  donne  une  parabole  y^  — '2px  =  0.  La  tangente  en  un  point  variable  est  la  directrice  d'une  autre 
parabole  tangente  en  0  à  Oj;.  Enveloppe  de  cette  parabole. 

—  011.  —  Équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  M  à  une  parabole.  Lieu  du  centre 
de  ce  cercle  quand  le  point  M  se  déplace  soit  sur  une  parallèle  à  l'axe  soit  sur  la  parabole. 

—  012.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  admettant  une  directrice  donnée  et  passant  par  un  point  donné. 
013.  —  Enveloppe  des  droites  qui  forment  avec  deux  droites  données  un  triangle  d'aire  constante. 

^^W'"*^^—  014.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique    j/'  =  2px-hqx^. 

y     ^  j^~  015.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par  les  sommets  et  le  centre  d'un  triangle  équilatéral. 

^  \tr        ~  016.  —  Une  droite  variable   passant  par  le  foyei- d'une  parabole  rencontre  la  courbe  aux  points  A   et   15.   Lieu  du 
^-      point  de  rencontre  des  normales  en  ces  points. 

V  iy       ^   ~  017.  —  On  donne  une  parabole   de   foyer    F  et   on  considère  une   ellipse  variable  a\ant  pour   foyer   le    point  F, 
y^      tangente  à  la  parabole,   le  grand  axe  de  cette  ellipse  étant  égal  à  une  longueur  donnée   2«.   Trouver  le  lieu  du  centre  de 
\y      cette  ellipse.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

'^  \Vx^     ^~  ^^^    ~  ^"  donne  une  ellipse,  et  on  considère  une  parabole  variable  ayant  son  foyer  confondu  avec  l'un  des  foyers 
k' v*      de  l'ellipse  et  tangente  à  l'ellipse.  Lieu  du  sommet  de  la  parabole.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

vV^  1^     —  019.  —  Lieu   des  points  d'où  l'on  peut  mener  <à  une  conique  deux  normales  rectangulaires. 

V      •  —  020.  —  On  donne  une  ellipse,  et  on  considère  les  cercles  osculateurs  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

HV^    Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  cordes  communes  à  l'ellipse  et  aux  cercles. 

pT  •  —  021.  —  Si  deux  coniques  sont  bitangentes,  les  rayons  de  courbure  aux  points  de  contact  forment  une  proportion. 

vy      —  022.  —  Déterminer  le  rapport  anharmonique  deâ  quatre  sommets  d'une  ellipse. 

—  023.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  parabole  deux  normales  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse  dont  l'un  des  axes  est  parallèle  à  celui  de  la  parabole. 

—  024.  —  Calculer  le  produit  des  distances  d'un  foyer  d'une  ellipse  aux  extrémités  d'un  diamètre.  Comparer  avec  la 
longueur  du  diamètre  conjugué. 

—  025.   —  Aire  d'un  segment  de  parabole. 

—  026.  —  On  donne  une  ellipse.  Par  le  centre  0  on  mène  une  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe  au  point  A, 


-^: 
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et  sur  cette  droite  on  prend  un  point   M    tel  que    AM  ^  o.V.     Du  point  M   on  mène  les  Ungentes    MT.  MT    :.  leilipse  et  on 

MT   NT  "     > 

joint  le  point  M   aux   fuyers  F,  F  .   Démontrer  que  le  npport    —r — -    est  consUnt. 

M  Y .  M  r 

-  027.  -  Dun  point  P  on  mène  les  normales  P.l.  l'B,  PC  à  une  parabole.  Lieu  du  point  P  quand  le  trianele  ABC 
ti  une  aire  constante.  ° 

-  028.  —  Dun  point   P   on  mène  les  tangentes  P.\.  PB  a  une  parabole.  Lieu  du  point  P  pour  que  le  triande  PAR 
ait  une  aire  roiistante.  h  «-      r»u 


-  02!».  —  Déterminer  dans  une  ellipse  'ou  dans  un.-  parabole)  la  normale  de  lon^-ueur  minimum. 

—  u:i(».  -  On  donne  d.ux  ellipses  bomotlL^iques  et  concentriques  Par  un  point  de  lellipse  extérieure  on  mè 
des  tan>,'.Mites  a  1  ellipse  inléniui.',  qui  rencontrent  Tellipse  extérieure  en  .M  et  M  .  Condition  pour  que  la  droite  .M.M  s( 
tangente  a  l'ellipse  intérieure. 


ne 
soit 


037.  —  On  donne  une  ellipse,     -'*^-  +  -^  _  i  =  u,    et  deux  cercles  concentriques  ayant  pour  rayons    a -\-  b    et 


—  o:M.  -  On  donne   une  hyperbole  de  foyers  F  et  K   et  un  point  P.   la  droite  PF  rencontre  la  courbe  en  A  et   I», 

et  PF    en  A    et   15'.  Démontrer  que est  ••Kal  à 

I    PA  PB     I  '^  I     l'A  PB'     I 

—  032.  —  On  donne  une  ellipse  (ou  une  hyperbole  <t  un  point  P.  Par  le  point  P  on  méni'  les  tangentes  P.\.  PB 
puis  les  normales  en  A  et  I!,  (jiii  se  rencontrent  au  point  .M.  Par  le  point  M  on  peut  mener  deux  autres  normales 
MA.  .MB';  on  mène  enlin  les  langeiites  en  A  ,  B.  qui  se  coupent  en  P  .  Calculer  les  coordonnées  du  point  P  en  fonction  de 
celles  du  jioint  P. 

—  033.  —  Un  considère  une  famille  de  coniques  homoforales.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  i 
une  direction    donnée. 

—  034.  —  Lieu  des  points  doù  l'on  peut  mener  à  une  par.ibole  des  tangentes  faisant  un  angle  donné.  Solution 
géométrique. 

—  035.  —  Les  axes  (II!  coordonn '-es  étant  obliques  et  faisant  l'angle  60*,  que  représente  l'équation  x'  -t-  {/' —  a'  =  0  .' 
Délerminer  les  sommets  et  les  foyers  de  cette  conique. 

—  030.  —  Soient  A,  B,  C  trois  points  d'une  conique  A,  It  étant  lixes  et  G  variable.  Lieu  du  centre  de  gravité  et  de 
l'orlhocentre  du  triangle  ABC. 

a  -  b      La  normale  en  un  point  M  de   l'ellipse  rencontre  1.'  premier  cercle  aux  points  .Ni,  Ni   et  le  deuxième  en  P,,  Pi. 
Démontrer  que  l'une  des  longueurs  .M.N,.  M.N:  est  égale  \  l'une  des  longueurs  .MP,,  MP;. 

—  038.  —  On  considère  deux  paraboles  de  mWne  fover  et  d'axes  perpendiculaires.  L'une  est  fixe  et  l'autre  variable. 
Ou  leur  mène  une  tangente  rom  ntuie  :  lieu  du  milieu  du  setimenl  limité  par  les  points  de  contact. 

—  03!>.  —  Lien  du  iwile  d'unn  droite  fixe  par  rapimil  à  un  cercle  de  rayon  constant  dunt  le  centre  décrit  une 
ellipse. 

—  040.  —  On  coniidère  les  paraboles  ayant  en  un  point  donné  un  cercle  de  courbure  donné.  Enveloppe  des  axes  et 
lieu  des  foyers. 

—  Oil.  —  Knveloppe  de  la  droite  joignant  deux  points  d'une  ellipse  tels  que  la  somme  des  distances  de  ces  points  à 
un  foyer  soit  constante. 

—  042.  —  Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  unne  deux  cordes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués.  Trouver  la  relation 
qui  existe  entre  les  longueurs  do  ces  cordes. 

—  043.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point  M  sur  la  courbe;  par  ce  point  on  mène  deux  cordes  rectangulaires 
variables  .M.\,  MB.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  tri.m^'le  MAB. 

—  044.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  tangentes  en  un  point  donné  A  \  une  droite  donnée  et  dont  les  foyers  se 
déplacent  sur  une  droite  llxe  passant  par  le  point  A. 

—  04r>.   —  Lieu  des  foyers  d'une  conique  dont  on  donne  une  directrice  et  deux  points. 

—  O'iO.  —  l'no  parabole  admet  un  foyer  donné  et  une  tangente  donnée.  Lieu  du  sommet;  lieu  du  pied  de  la  directrice. 

—  047     —  Triangle  d'aire  maximum  inscrit  dans  une  ellipse. 

—  048    —  Relation  entre  les  rayons  de  courbure  aux  extrémités  d'une  corde  focale  d'une  parabole. 

—  040     —  Knvelojipe  d'une  corde  d'une  parabole  telle  que  les  normales  aux  extrémités  soient  perpendiculaires. 

—  050.  —  On   fait   rouler  la  parabole     x       31  —  t',    y       3i»    sur   Ox;  trouver  le  lieu  du  sommet. 

III.    -  Géométrie  analytique  à  troia  dimensions. 

—  051.  —  Déterminer  les  bissectrices  des  doux  droites  définies  par  les  é<iuations  x -+- j/  +  :  —  1  0, 
Ax*  +  2Bxy  4  Cy»  -  0. 

—  052.  —  Par  chaque  arête  d'un  trièdre  et  la  bissectrice  de  la  face  opposée  on  mène  un  plan  Les  trois  plans  ainsi 
définis  passent  par  une  nièiiie  droite. 

—  053  —  Perpendiculaire  commune  aux  lieux  droites  x  =  ax -f^  ;>,  ^=\iz-¥q  et  x  -  o'S -H  p',  y  =  6's  f- 7'. 
Plus   courte  distance. 

(A   tuxvrt.) 
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DEUXIEME    PARTIE 
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2561.  —  Soient  N  le  point  où  la  normale  au  point  AI  d'une  parabole  coupe  l'axe,  P  et  Q  les  points 
d'intersection  de  la  parabole  avec  le  cercle  qui  passe  par  M,  N  el  le  sommet  de  la  parabole. 

Démontrer  géométriquement  que  :  i"  MP  et  iMQ  sont  normales  à  la  parabole  en  P  et  Q;  2°  la  droite 
de  Simson  de  N,  par  rapport  au  triangle  MPQ,  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole;  3"  le  lieu  du 
centre  du  cercle  MPQ  est  une  parabole  ayant  même  foyer  que  la  p  ira  b  oie  donnée;  4°  l'enveloppe  du  cercle 
MPQ  est  une  cubique  ayant  pour  point  double  le  sommet  de  la  parabole. 

1.  Soient  Or,  Oj/  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole;  déï^ignons  par  P,,  Q,  les  pieds  des 

normales  menées  du  point  M.  D'après  le  théorème  de  Joachimstal, 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  MP,Qi  passe  par  le  sommet  0  et 

par  le  point  N;    son   centre    a   pour  coordonnées    — ^— ^,    — 
(a,  ^  étant  les  coordonnées  du  point  M). 

Il  en  résulte  que  le  cercle  de  l'énoncé,  délini  par  les  trois 
points  M,  N,  0  coupe  la  parabole  aux  points  P,,  Q,,  ou,  on 
d'autres  termes,  que  les  droites  MP,  MQ  sont  normales  à  la  para- 
bole. 

2.  Soient  p,  q  les  projections  de  N  sur  MP  et  MQ;  pq  es^ 
la  droite  de  Simson  de  N  par  rapport  au  triangle  MPQ.  Comme 
OQ  et  MP  sont  des  cordes  communes  associées  au  cercle  et  à  la 
parabole,  on  a  UUP  =  QOk,;  d'autre  part,  dans  le  (juadrilatère 
inscriptible  M^pq,  on  a  Npq  =  NM7  =  QOll,  donc 
ukP"=  N^t", 
ce  qui  montre  que  pq  est  perpendiculaire  à  Ox. 

3.   On  aura  l'équation  du  lieu  du  centre  du   cercle  en  éliminant  a,    p   entre 


i'-  —  2pa  =r.  0, 


P 


y  = 


^ 


2|  -^        4 

ce  qui  donne  16j/^  =  2p{2x  —  p). 

Le  lieu  est  une  parabole  n  qui  a  pour  axe  Ox,  et  dont  le  sommet  est  aa  foyer  de  la  parabole  donnée. 
4.  Le  cercle  MPQ  passe  par  le  point  fixe  0  et  son  centre  w  décrit  la  parabole  H.  Par  suite,  le 
point  limite  de  ce  cercle  est  le  symétrique  du  point  0  par  rapporta  la  tangente  en  w,  à  la  parabole  ri  ; 
le  lieu  de  ce  point  limite  est  une  courbe  homothétique  de  la  podaire  de  0  par  rapport  à  n.  On  sait 
que  cette  podaire  est  une  cubique  circulaire  qui  a  pour  point  double  le  point  0,  et  il  en  est  de  même  de 
toute  courbe  homothétique.  MUSSEL. 

Bonne  solution  par  M.  Hitinet,,  à  Cannes. 
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2563. 


Ou  considère  une  sécante  passayil  par  le  foyer  (c,  0)  de  l'ellipse    — -  H--tt  —  1=0. 


(f        b- 

l»  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  projections  sur  0'',  P  et  P',  des  deux  points  de  rencontre, 
M  et  M',  de  cette  sécante  avec  l'ellipse.  Ces  deux  points  décrivent  une  involution.  Trouver  les  points  doubles 
de  cette  involution.  Expliquer  les  résultais. 
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2"  Trouver  le  lieu  du  ■point  de  rencontre  des  droites  PM'  et  P  M. 

1.  La  directrice  (D)  étant  la  polaire  du  foyer,  les  deux  points  M  et  M'  sont  conjugués  harmoniques 

par  rapport  au  foyer  F  et  au  point  de  rencontre,  G,  de  la  sécante 
avec  la  diroclrice.  En  projetant  les  quatre  points  sur  l'axe  de  ./■, 
nous  voyons  que  les  points  P  et  V  sont  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  points  F  et  D;  ils  forment  donc  une  involution 
dont  les  points  doubles  sont  les  deux  points  F  et  D. 

2.  Les  quatre  points  M,  M ,  P,  P  forment  un  quadrangle 
dont  le  point  F  est  un  point  diagonal;  les  deux  autres  points 
diagonaux  sont  le  point  à  l'inûni  sur  Oj/  et  le  point  dont  nous 
cliprchons  le  lieu.  La  droite  qui  joint  ces  deux  points  diagonaux 
est  la  polairo'du  point  F  par  rapport  aux  deux  droites  PM,  P'M'; 
c'est  donc  la  directrice  et  cette  directrice  est  le  iifu  cherché. 

La  solution  analytique  est  exlriMucmenl  simple.  Roprésentons  par    y  =  ni{x  —  c)    l'équation  de 
la  sécante  FMM';  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  l'ellipse  sont  données  par 

a'h/r{x  —  cf  H-  b'x^  —  a^b-  =  0  ; 
nous   éliminerons   m'    entre  les  relations  qui  donnent     x'  ■+■  x"     et   .rV    et  nous  aurons  la  relation 
demandée. 

Pour  traiter  la  seconde  partie,,  nous  formerons  les  deux  coniques  impropres,  MP,  M'P'  et  Oj,  FMM'; 
nous  les  réunirons  linéairement  : 

a*m^{x  —  cY  -h  6*x*  —  aVr  -hly[m{x  —  c)  —  y]  =  0, 
et  nous  chercherons  le  lieu  des  points  doubles  du   faisceau.   Le  calcul  se  fait  en  formant    F^  =  0, 
Fy  =  0,     F:  =  0,     calculant  m^  Im  ol  ),  et' achevant  ensuite  l'élimination. 

Solution  géométrique,  par  M.  R.  Deaux,  professeur,  Athénée  deChimay  (Belgique).  —  Géné- 
ralisons la  question  au  point  de  vue  descriptif.  Soient 
donnés  une  conique  (Z)y  une  droite  A  de  son  plan  et  un 
point  F  sur  A.  Une  sécante  passant  par  F  rencontre  {ï.) 
en  deux  points  M,  M',  qui  sont  projetés  sur  A,  en  P,  P', 
du  pôle  D  de  la  droite  A.  Prouvons  que  les  points  P  et  P' 
(li'.criventsur  A  uns  involution  ayant  pour  éléments  doubles 
le  ))oint  F  et  son  conjugué  par  rapport  à  (-).  Si  D,\  et  DA' 
sont  les  tangentes  à  (S)  issues  du  point  D.  toutes  les 
coni(|nps  tangentes  à  ces  droites  en  A  et  A'  font  partie 
d  un  faisceau  ponctuel  qui  comprend  comme  coniques 
dégénérées  la  droite  A  comptée  deux  fuis,  et  le  roupie  D\,  DA'.  En  vertu  du  théorème  de  Desargues- 
Slurm,  ces  coniques  sont  coupées  par  la  sécante  FMM'  suivant  une  involution  de  points,  projetée  du 
point  I)  suivant  l'involution  de  rayons  l)(FF',  AA'.PP),  ce  qui  démontre  la  propriété. 

Autrement  :  Los  droites  DM  »'t  DM  recoupent  (S)  en  M,,  M,'  tels  que  la  droite  M, M,'  passe  par  F; 
Les  points  D  et  F  élant  deux  points  diagonaux  du  quadrangle  inscrit  M.M'M',M,,  le  troisième  point 
diagonal  F' ^  (MM/  —  M'M,),  |)ôlo  de  DF  est  situé  sur  A  et  est  séparé  harmoniiiucinont  du  point  F 
par  h  couple  P,  P'. 

2  Les  points  D  et  F  étant  deux  poinis  diagonaux  du  quadrangle  PP'M'.M,  le  troisième  point  diagonal, 
qui  est  à  l'inlersoclion  do  MP'  et  M'P,  est  projolf  de  D  suivant  la  conjuguée  harmonique  du  rayon  DF 
sur  le  couple     (DP-l)P').     Le  lieu  de  ce  point  est  donc  la  polaire  de   F  relativement  à  (ï). 

Si  on  suppose  que  F  est  le  foyer  d'une  conique  et  A  l'axe  focal,  D  est  le  point  à  Finflni  de  l'autre 
axe  et  on  a  la  question  2'j03.  L'involution  considérée  a  pour  points  doubles  le  foyer  et  le  j)ied  de  la  direc- 
trice correspondante.  Celte  directrice  est  le  lifu  demandé  au  2".  Si  F'  est  le  pied  de  cette  directrice 


MÉCANIQUE 


35:^ 


1 


on  a  (FF'PP')  =  -1     ou    —  =  — 


Donc 


Or    FF'  =  OF'  — 0F= c=  — 

c  c 


{ 

^  FF 

{  <     _  _^ 

FP  "^  FP '  ~"  IF 
ou,  en  remplaçant  FP  par    OP  —  c     et    FP' par    OP'  —  c,     il  vient  la  relation  d'involulion 


OP.OP'-  ^c+^VoPH-OP'j-ha^  =  0. 
Ces  calculs  sonts  faits  pour  l'ellipse. 


Bonnes  solutions:  MM.  A.  Hutinel,  à  Cannes;  R.  Baras,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris;  R.  Gavignet, 
89"  régiment  artillerie  lourde,  à  Belfort  ;  F.  Maisonnet,  lycée  Carnot  ;  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Hotrou  ;  G.  Lhémanne,  à 
Besancon. 
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2554.  —  Une   barre  AB  de  longueur  'il  peut  glisser  sans  frottement  sur  deux  axes  rectangulaires 
Ox  et  Oy. 

Une  autre  barre,  A'B',   de  longueur     "  =  kl     {k  >►  1),     est  articulée  en  B',  milieu  de  AB,  tandis  que 
l'autre  extrémité  A'  glisse  sans  frottement  sur  Ox. 

i°  On  applique  en  B  une  force  verticale  P.  Quelle  force  horizontale  Q  faut-il  appliquer  en  A'  pour  que 
le  système  ABA'B'  soit  en  équilibre  ? 

1°  Calculer  les  réactions  No  et  N,  des  axes  Ox  et  Oy  sur  la  barre  AB. 

(École  des  mines  de  Sainl-Étienne,  1921.) 
A\'  l  kl 


Dans  le  triangle  AA'B'  on  a 


sin  (9  —  cp'j         sin  o'         sin  '^ 
/  sin  (<p  — ') 


on  en  déduit 


AA'  = 


SlIl'J' 


sin  cp  =  /csin  /. 


ou 


Par  suite,  l'abscisse  OA'  du  point  .V  est    OA  -+■  AA', 

c;                 'sia(cp  — 9')          / sin  (cp -f- 'y') 
2/  cos  o  H e-= — —^-^  =  '    .    ' 


A' a? 


sin  'f  sin  o 

La  barre  A'B'  exerce  sur  AB  une  action  R,  appliquée  en  B',  dont  nous 
désignerons  les  projections   par  X,,  Y,,   et  la  barre   AB  exerce  sur  A'B' 
une  action   R',  égale  et  opposée  à  R. 

Nous  allons  écrire  que  labarre  AB  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  .\,,  N^,  P,  R,  et  qucla  l)arre 
A'B'  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  R',  Q,  N',  cette  dernière  étant  la  réaction  de  Ox  au  point  A'. 
Nous  mettons  en  évidence  dans  le  tableau  suivant  les  projections  X,  Y  de  ces  forces,  les  coor- 
données x,  y  de  leurs  points  d'application  et  leurs  moments    .rV  —  y\     par  rapport  au  point  0. 


X 

Y 

X 

.'/ 

xY-  t/X 

N. 

N. 

0 

0 

2/  sin  V 

—  2/X,  sin  V 

N„ 

0 

No 

2/  cos  V 

0 

2/N^,  cos  -V 

P 

0 

P 

0 

2/  sin  V 

0 

R 

X, 

Y. 

/  cos  0 

/  sin  cp 

/(cos  'pY,  —  sin  0X1) 

R' 

-X. 

-Y. 

/  cos  0 

/  sin  0 

—  /  (cos  <çY,  —  sin  'fX,) 

Q 

0 

0 

l   sin  (cp -+- cp') 
sin  '/ 

0 

0 

N' 

0 

N' 

^  sin  (9  -+-  -/) 
sin  0 

0 

^y  sin  (v  H-  -y) 
sin  v' 
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Les  conditions  d'équilibre  de  la  barre   AB   s<>n[ 

N, -4-X,  =0,  ,\, -H  P -^  Y,  =  0,  —  2N,  sin  o  ^5N,cos^-f-cosç  Y,.  —  sin^  \,  =  0. 

et  celles  de  la  barre   A'B', 

-  X,  -I-  Q  =  0,        -  Y,  -+-  N'  =  0.        -  (cos  -.Y,  _  sin  >X,)  -h  n'  ^'"^?'^?')  =  n 
.  ■  sin  c'  ■ 

Des  deux  premières  équations  de  chaque  ligne  nous  lirons 

X,  =  -  N..         Y.  =  -  (No -+- P),        n  =  -N„         N'=_(N,-^P). 
et  en  remplaçant  X,,  Y,,  N'  par  ces  valeurs  dans  les  troisièmes  équations  de  chaque  ligne,  nous  obte- 
nons, après  réduction, 

Mo  -  N,  tg  ?  -  P  x=  0,  No  -H  N,  Ig  ç'  -h  P  =  0, 

d'où  nous  lirons 

_        P(tg?-tg-y)  -2P  .         r.  V  2P 

^'' .„.    ■    ♦.,-/     '  ^'  =  TT— 7— 7  et  Q=-N,  = 


Ig  ?  H-  tg  o'  tg  o  -h  tg  (?'  ^  ~  '  -    tp  ç  -H  tg  'f  ' 

Commo  No  et  N,  sont  positifs,  il  faut  que  P  soit  négatif,  c'est-à-dire  dirigé  en  sens  contraire  de  Oy  ; 

on  voit  alors  que  Q  est  aussi  nt'gatif,  c'est-à-dire  dirigé  en  sens  contraire  de  ()x. 

Léopold  Sl'TRE,  à  Hennés. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Habas.  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris  ;  Louis  Geoffbot,  à  Péronne  ;  Emile  Pw-oi'im. 
école  primaire  supérieure  d  Aire-sur-Lys. 
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s' 

n' 

h' 

n' 

S'U' 

a 

u 

h 

y 

2556.  —  Carfr*     26'^'°  X  40^"°. 

Coordonnées  comptées  à  partir  de  l'anrjle  supérieur  gauche  du  cadre,  en  mm. 
CÔNE  :  Base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  W . 
Centre  tu     (x  =  130,     y  =  280). 
Rayon  =  80. 

S>nimpl     sr  z=  130,     y  =  200). 
Oir  =  200;     5'(«  =  130,     !/  =  40). 

CvLiSDRK  OK  HKVOUTION  :  a.n'   horizontal  et  de  front   AR:   ab  passr  par  o.    ah'   tri  ijuf 
la  distance  de  l'axe  AH  au  plan  horizontal     H'  =  80. 
Lr  cylindre  est  langent  au  plan  horizontal  H'. 
Représenter  le  cône  cntaillr  par  le  cylindre. 

[École  des  Minet  de  Saint- Etienne,  i9Si.) 

La  Miôthodc  des  |t|;ins  liorjzonl.Mix  sciait  il'uii.'  appliration  luoilc  pour  «ilitenir  un  point  qurironquo  de 
rintcr.xcclion,  mais  nous  lui  |)n'ft'ntns  la  inrlhod.-  .!«•>  ^'cnéralrircs.  indispensable  d'ailliMirs  pour  la  déteruu- 
nation  des  points  roinan|naliles.  Nous  ferons  donc  |)asser  des  plans  auxiliaires  par  la  droite  (J)  parallMe  aux 
génératriees  du  cvlindie  et  menée  |)ar  le  sommet  du  eône. 

Nous  aurons  avantage,  pour  l'élude  du  cylimire.  à  faire  usage  d'un  second  plan  vertical  de  projection 
perpendiculaire  à  ses  génératrices.  Kn  prenant  romnie  nouvelle  ligne  de  terre  la  tanjzente  j-,t/.  au  point  le  plus 
H  gauche  du  cercle  de  base  du  ct\ne.  nous  utiliserons  re  cercle  à  deux  lins.  pnis(|uil  repré-ienlera  encore  la 
base  rabattue  du  cylindre. 

Sur  le  plan  vertical  auxiliaire,  le  .sommet  5"  élanl  confondu  avec  la  première  projection  verticale  d'  du 
point  le  plus  à  droite  de  la  base  du  cône,  im  plan  sécant  donnera  une  trace  s'p'  coupant  a",i/i  en  p' \  et  la 
trace  horizontale,  nienée  par  p"  parallèlement  à  .n/,  coupera  le  cercle  (w)  en  p  et  px.  Les  génératrices 
('Pi  *'p').  (»Pi.  *'p'i)  du  cône  rencontrent  les  génératrices  correspondantes  du  cylindre,  de  consiruetion  évidente, 
en  (luatre  points  (w.  m'),  (n,  n'),   (wii,  m\),  (»i|.«',     appartenant  à  la  rourbe  cherchée. 

La  droite  5*  est  un  axe  <le  symétrie  évident  pour  les  deux  projections. 

La  trace  horizontale  (<,  t')  de  la  tangente  en  (m.  m']  est  l'intersection  des  traces  horizontales  des  deux 
plans  tangents  en  ce  point. 

Il  nous  reste  à  étudier  les  points  remarquables. 


Echelle  :  -5-. 
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i"  Points  situés  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cône.  —  Les  deux  génératrices  de  contour  apparent 
vertical  sont  dans  un  mémo  plan  auxiliaire,  qui  dt'termine  deux  génératrices  dans  le  cylindre.  L'une  d'elles 
est  le  diamètre  fntntai  du  cercle  (oj)  dont  on  obtient  ainsi  les  extrémités  ('•.  c),  (d.  d').  La  seconde  donne  les 
d.cux  points   (e,  e')   et   (f,  f). 

Les  {>oints  (c,  c'),  {d,  d'}  étant  communs  aux  contours  apparents  verticaux  des  deux  surfaces,  nous  aurons 
en  c  et  (/'  deux  rebroussements,  dont  les  langenle-.  seront  les  traces  des  plans  osculateurs  de  la  courbe  de 
l'espace.  En  c',  par  exemple,  cette  tangente,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  est  perpendiculaire  à  la 
droite  h'I'  joignant  les  projections  des  centres  de  courbure  des  sections  normales  dont  les  plans  passent  par 
j-,yi.  Le  point  /'  est  la  projection  du  centre  de  la  section  droite  du  cylindre  ;  quanta  h',  c'est  rinter>eclion  de 
ss'  et  de  la  perpeiidiculiiire  en  c'  à  s'c' ;  c'est  aussi  le  milieu  de  un  puisqu'il  est  sur  es',  par  raison  de  symétrie. 

Toujours  d'après  le  même  principe,  le  centre  a  du  cercle  osculaleur  en  c  se  rappelle  sur  jrt/  au  point  '/.' 
où  celle  droite  est  rencontrée  par  h'I'. 

Mentionnons  une  particularité.  Il  se  trouve  que  la  droite  k'I'  est  tangente  en  «  à  la  projection  horizontale 
do  la  ('ourbe.  Kn  olFet,  la  tangente  de  l'espace  est  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre,  el- nous  allons 
vérifier  que  la  trace  de  ce  pliin  sur  le  plan  vertical  x.yt  est  rabattue  suivant  la  tangente  menée  tle  /'  au  cercle  (w). 
Le  point  k',  milied  de  o,s.  est  le  polo  de  a'b'  par  rapport  à  ce  cercle.  Doue  la  polaire  de  l'  est  la  droite  rk', 
(race  du  plan  auxiliaire  qui  a  fourni  le  point  {e,  e').  Kn  second  lieu,  le  plan  tangent  au  cône  en  (c,  e')  contient 
la  droite  de  bout  du  sommet  (s,  j')  qui  perce  le  plan  tangent  du  cylindre  au  point  projeté  horizontalement 
en  A'.  Car  le  rabattement  A"  de  ce  point  autour  de  ./ii/i  est  le  milieu  de  s'd.  d'après  la  relation 

dk''.cl'  =  (fW .eT  =  'mî'^  z=.~cc-, 
et  comme  cl'  —  2c<',  dh'  =  -^ . 

20  Points  il  tant/ente  horizontale.  —  Outre  les  points  (c.  c')  et  (d,  d'),  nous  avons  les  points  {g,  </')  el  [h,  h') 
situés  sur  la  génératrice  de  profil  non  verticale  du  cône.  Ils  proviennent  des  points  d'arrêt  g",  h'  du  demi- 
corclc  qui  représenterait  la  courbe  sur  le  plan  «i»/i.  Les  plans  osculateurs,  étant  tangents  au  cylindre,  sont 
parallèles  au  premier  bissecteur,  cl  nous  en  déduisons  les  rayons  de  courbure  des  deux  premières  projections 
de  la  eourbe.  Par  l'intermédiaire  du  cercle  horizontal  du  cAne,  nous  constatons,  en  raisonnant  comnie  précé- 
demment, que  le  point  v  est  le  centre  commun  des  cercles  osculateurs  en  g  el  h.  De  plus,  nous  avons  les 
mêmes  rayons  dans  le  plan  vertical. 

3»  Point  (hublr.  —  Les  deux  surfaces  admettent  (Mimme  plan  tangent  i"ommun  le  plan  vertical  xy.  Leur 
intersection  présentera  donc  un  point  doulile,  dont  la  projection  horizontale  »  coïncidera  avec  *,  la  prtijection 
verticale  o'  étant  au  milieu  de  ss'.  En  s  nous  avons  deux  tangentes  confondues  avec  xy,  pour  avoir  les 
langonles  en  ç'.  nous  prendrons  l'inlersection  du  plan  tangent  commun  et  du  cône  de  sommet  (o,ç')  ayant 
pour  directrice  la  cx)urbe.  Ce  cône  a  un  plan  de  symétrie  de  |irolil,  et  les  génératrices  situées  dans  ce  plan  sont 
les  droites  dont  les  projertions  auxiliaires  <p/i'  et  o//"  servent  à  déterminer  les  sommets  a  et  p  de  la  base  du 
cùne  dans  le  plan  liori/onlal.  Or  ces  deux  droites  sont  rectangulaires,  et  le  triangle  scx"  est  isocèle  comme 
/rfi».v;  donc  r  est  le  milieu  de  «"Ji",  de  sorte  que  '•  el  d  sont  les  doux  autres  sommets  de  la  base  cherchée. 
Celle-ci  est  donc  une  ellipse  admellanl  le  cercle  /o»  comme  cercle  homographique  ;  «ui  en  déduit  immédia- 
lomont  les  points  0'  et  O'i  où  elle  coupe  xy,  el  les  tangentes  ç'9',  o'O'i. 

On  remarque  que  la  droite  00|,  homologue  de  xy,  coïncide  avec  la  tangente  en  h. 

f'onctuation.  —  La  courbe  est  \ue  tout  entière  s»ir  les  deux  plans  de  projection.  Le  cyiimlre  a  urraelir  U;s 
portions  c'r',  d'f  du  conloui-  apparent  vertical  du  ^Cnw.  Lue  |>ortion  de  contour  apparent  \erlic.«l  virtuel  c'd' 
de  l'entaille  c\lindrique  est  absorbée  p.ir  la  représeiilalion  de  la  base  du  cône. 

J.  L. 

M.  L.  Haltkai  a  envoyé  une  épure  assez  exncte.  .NL  liinAS  Knymond  a  quelques  bons  résultais,  mais  ne  lionne  pas  les 
tanKentes  au  point  (1()ul>le,  et  le»  rebroussements  sont  vagues;  M.  L.  Sltrb  donne  les  tangentes  au  point  double,  mais 
remplace  les  rebroussements  par  des  points  anguleux. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1922) 


ÉCOLE  CENTRALE,  Admissihiiiié  (Suile). 


a 

103.  —Calculer    cos  y  =  x,    en  fonction  de    cos  a  =  p  ;    démontrer  que  l'équatioa  obtenue  admet  trois   racines 

réelles. 

104.  —  Calculer    sin —      en  fonction  de  sina. 

3 

105.  —  Connaissant    cos-; —  ~  p,    combien  y  a-t-il  de  valeurs  pour    sin  —  =  x? 

3  4 

106.  —Transformer     sin  a -t- sin  6 -i- sin  c  —  sin  (a -(- 6  4-c)    en  un   produit  de   facteurs.    Cas  où  a,  b,  c  sont  les 
angles  d'un  triangle. 

107.  —  Résolution  de  l'équation    acosx-hb  sina;  =  c.    Discussion. 

108.  —Condition  pour  que  les  deux  équations  acosx-hbsin  x  =  c,  o' cosx  +  i/'sin  ,r  —  c'  aient  une  racine 
commune. 

109.  —  Calculer  les  racines  de  l'équation    tg  2x  =  tg  3x  ;    même  question  pour  l'équation    3  tg  2x  =  2  tg  3a;. 

110.  —  On  donne  l'équation  cos'  j;  -f-  o  cos  .c  -i-  6  =  0  ;  montrer  qu'elle  peut  déûnir  sur  la  circonférence,  0,  2  ou  4 
extrémités  d'arcs  deux  à  deux  symétriques. 

111.  —  Résoudre  et  discuter  l'équation    cos  2x -f- a  cos  x  +  6  =  0. 

.  .^         T..       ,,,       ..  *  —  3  cos'  a 

112.  —  Résoudre  1  équation    cos«  x  -+-  sin"  x  — 

4 

113.  —  Résoudre  le  système    tgx -hlgy  =  m,    x — t/ =  a. 

114.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle  et  les  deux  côtés  adjacents. 

115.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  périmètre. 

116.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  hauteurs. 

117.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

118.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

119.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  opposé  et  l,i  hauteur  relative  au  côté  doimé. 

120.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle. 

121.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A  et  le  produit  RH.CK  =  T^  des  hauteurs  issues  des  extrémités  du 
côté  a. 

f) g 

122.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  o,  A   et  le  rapport    — - —  =  m,    ft  désignant  la  hauteur  relative  au  côté  a. 

123.  —  Résoudre  un  triangle  isocèle  connaissant  la  base  a  et  la  bissectrice    RD  =  /    de  l'angle  B. 

124.  —  Dans  un  triangle  isocèle  de  sommet  A,  on  donne  la  bissectrice  de  l'angle  B,  BD  =  l,  et  le  produit 
CD.DA=:m'    des  segments  qu'elle  détermine  sur  le  côté  opposé.  Résoudre  ce  triangle. 

125.  —  On  donne  une  conique  par  sa  directrice  D  et  son  foyer  F,  et  deux  points  voisins  M  et  M'  sur  cette  conique. 
Trouver  le  rapport  des  cosinus  des  angles  que  font  les  tangentes  en  M  et  M'  avec  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  et  M' 
sur  la  directrice. 

126.  —  Problème  de  la  carte. 

127.  —  Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

128.  —  Dans  un  triangle  sphérique,  on  connaît  les  trois  côtés  a,  b,  c:  on  demande  de  calculer    tg  — • 

129.  —  Montrer  qu'il  existe  une  inûnité  de  triangles  sphériques  dont  les  angles  dièdres  sont  égaux. 

Géométrie  analytique  (MM.  Deltiieil  et  TnEssE). 

130.  —  Démontrer  que  l'équation    A j  -)-  By -f-  C  =  0    représente  une  droite,  et  réciproquement. 

131.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

132.  —  Aire  d'un  triangle.  Aire  du  (liangle  déterminé  par  trois  droites  dont  les  é(iuations  sont  données  sous  la 
forme  normale. 

133.  —  Angle  de  deux  droites.  Angle  des  deux  droites    ax*  ■+■  2bxy -h  cy'  —  0. 

134.  —  Condition  entre  les  coefficients  Oo,  Oi,  ...  a,  pour  que  les  quatre  droites  représentées  par  l'éiiuation 
aox'  4-  OxX^y-h  a>x'y^  -+-  Oicy^  ■+■  a^y'  -  0    forment  un  faisceau  harmoni((ue. 

135.  —  On  donne  sur  Ox  deux  points  A  et  B  d'abscisses  a  et  /-  ;  sur  Oj/  un  point  C  d  ordonnée  c.  Écrire  l'équation  du 
cercle  ABC. 
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136.  —  Les   tangentes  menées  d'un  point  de   la   droite    y  =  x    aui  deux  cercles    x' -t-  y' ip  2Rx  =  0    forment  un 
faisceau  harmonique. 

137.  —  Droite  de  Simson. 

138.  —  Lieu  des  points  dont  les  symétriques  jtar  rapport  aux  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  sont  en  ligne  droite. 

139.  —  On  donne  sur  une  droite  deux  segments,  AB  et  A  B'  ;  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  cei  deux  segments  sous  le 
même  angle. 

140.  —  Déterminer  les  points  {x<j.  i/o)   du  plan  qui  ont  même  polaire  par  rapport  à  tous  les  cercles  d'un  même  fais- 
ceau. 

141.  —  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  points  fixes  reste  constant. 

142.  —  Puissance  d'un  point  (Xo,   j/o)  par  rapport  :iu  cercle     x' +  y' -t- 2(tr -+- 2ej/ -k /"  =  0 .     Vérifier  que  cette  puis- 
sance   fi  =  D'  —  U*. 

143.  —  Résoudre  le  système  d'inégalités    x' -t-j^*  —  2x  —  1  >  0,    xix  —  y)  >  0. 

144.  —  On  prend  sur  les  axes  Ox  et  Oy  les  points  A  (o,  0)  et  B  (0,  6).   Equations  générales  d'un  cercle  v  normal  en 
A  il  Ox  et  d'un  cercle  y'  normal  en  B  à  Oy.  L'axe  radical  de  •;•  et  Y  passe  par  un  point  liie. 

145.  —  Condition  d'orlhogonalil*'  de  deux  cercles. 

14G.  —  On  donne  deux  cercles,    C    et  C  .    Condition  pour  que  leur  axe  radical  passe  i>ar  le  centre  de   C. 

147.  —  On  donne  deux  cercles  sécants;  lieu  des  centres  «les  cercles  qui  sont  coupés   diamétralement  par  les  deux 
cercles  donnés. 

148.  —  Construire  la  courbe    y  =  x'  —  3x  —  1  ;    en  déduire  la  forme  de  la  courbe    y  =  (x'  —  3x—  l)'. 

3x  -(-  X* 
140.  —  Construire  la  courbe    y  = — -;    tangente  à  l'origine  ;  branches  infinies  ;  points  d'iDfiexion. 

X'  -t-  3x  — 4)(x  —  1) 


150.  —  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe    y  = 


X  —  2 


■pi ^J[  ^  3 

151.  —  Division  harmonique.  On  considère  la  courbe    y  =  -^ ;     les  points  obtenus  en  projetant  sur  Ox 

(X  -t-  1)' 
les   deux    points  d'intersection   de  cette  courbe  avec   la  droite    y  =  a    sont    conjugués   harmoniques   l'un   de  l'autre  par 
rapport  à  deux  points  fixes. 

x^ 

152.  —  Tracé  de  la  courbe    y'  =  — j-  (2n  —  x);    tangentes  issues  de   0. 

153.  —  Construire  la  courbe    y  =  x  —  ^x.    Aire  du  triangle  formé  par  les  points  d'abscisses    (n— 1)',    n',    (i»-»-l)«, 
pris  sur  cette  courbe. 

154.  —  Construire  les  courbes  : 

X'  -+-6x  —  l  r-h^x*  —  i 


''  =  Vttt-         "  = 


v/x'  -  1  "  X 

155.  —  Construire  la  courbe    y  =  x—  1  ±  V/ —  ;    les  deux  points  d'inflexion  ont  même  abscisse  ;  dans  quelle 

mesure  ce  fait  est-il  général  ? 

1  -t-  ).x 

15G.  —  Lieu  des  points  d'inflexion  des  courbes    y  = 

'  X  -  X' 

157.  —  Points  d'inflexion  de  la  courbe    y'  =  x'  — x. 

158.  —  Courbe  pour  laquelle  la  sous-tangente  est  constante. 

/  n 

159.  —  Construire  la  courbe    x  =  — .    y  = 


/«  —  i        "          <  4-  1 
IGO.  —  Branches  infinies  de  la  courbe    x  ^ .    u  .=  ix. 

(1  -  0(1  -t-  n    " 

<•  -4-  I 
IGI.  —  Condition   pour  que  la  droite    ux  +  vy  +  u~  0    passe  par  le  centre   de  la    roni(iue    x  = 


t  -+■  2 


l*  -h  21 -h  2 
1G2.   —  Construire  la  courbe    x'  -t-  y'  —  xy  =  0.     Construire  la  courbe    x>  —  y  —  3axy  =  0. 

163.  —  Construire  la  courbe    x  =  cos  3/  -+-  3  cos  t,    y  —  sin  3(  *-  3  sln  t. 

164.  —  Cycloide.  Kquations  paramétriques.  Propriété  de  la  tangente. 

P  * 

1G5.  —    Démontrer   la   formule    tg  V  =  — •     Application  a    la  détermination    des  tangentes  parallèles   aai  aies  de 

u> 

coordonnées  pour  la  courbe    ?  =  cos 

Sw  h)  U 

166.  —  Construire  les  courbes    p  -  cos  4*j,    p  =  cos  — —  i    p  =  cos'  —  »    p  =  cos  w  -h  cos  -; — 

5  3  3 
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167.  —  On  donne  la  courbe  d'équation    p  =  1  4-  ces  w  ;    tracé,  points  à  tangente  parallèle  à  Oy,  lieu  de  l'extrénaité 
de  la  sous-normale  polaire,  expjication  géométrique  du  résultat. 
108.  —  Construire  les  courbes  : 

i  cos  2w  cos  2(0  sin  oj  —  cos  u)  -^  I  sin  u> 


sin  2a)  '  cos  0)  '  1  —  cos  w  '  1  —  2  sin  u)  '         1  -i-  cos  '■)  .  cos  Su 

169.  —  Définition  et  calcul  de   la   sous-tangente  polaire.   Lieu  de  Textrémité  de    la  sous-tangente   polaire  pour  la 

P 
courbe    P  = 

l  -h  e  cos  u) 

3 

170.  —  Construire  la  courbe  '  p  =  — ;    asymptotes;  éiiuation  cartésienne. 

i  —  2  cos  oj 

16 

171.  —  Construire  la  courbe    ?  =  ;    directrice,  excentricité,  équation  cartésienne. 

5  —  3  cos  w 

P 

172.  —  On  considère  la   courbe    p  =  — ;    équation  des  tangentes  aux  points    «  =  a,    w  =  3  ;    inter- 

1  -H  e  cos  «d 

section.  Théorème  de  Poncelet. 

sin  <iy 

173.  —  Etudier  la  courbe    p  = ;    tangentes  de  pente  donnée. 

174.  —  Courbe    p  =  Lu  ;    points  doubles;  points  d'inflexion. 

175.  —  Courbe    p  =  L(u)  —  1)  ;    branches  infinies;  points  doubles. 

176.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  o -\-y  &[n  o  —  (x  +  y)  =^  0. 

177.  —  Enveloppe  de  la  droite    Ix-i-l.'y  —  a  =  0. 

178.  —  Enveloppe  de  la  courbe    x  cos  tp  +  t/  sin  <Ç  —  2xy  =  0. 

179.  —  Directions  asymptotiques  de  la  courbe    ax^  -f-  Sbx^y  ■+-  'Scxy^  H-  dy^  -+■  ex-  -+■  2fxy  -\-gy^  =:  0. 

180.  —  Comment  reconnait-on  la  nature  d'une  conique  ?  Application   aux  coniques   représentées  par  les  équations 
suivantes  : 

x'  —  2xy  +  î/2  +  3x  —  4  =  0,  x^  —  ixy  +  iy^  —  2x  -h  iy  —  i  —  0,  x*  —  Zxy  -+  y*  —  2x  -h  iy  —  l  =  0. 

181 .  —  Construire  la  courbe    x-  —  2xy  -(-{/'  —  2x  —  2y  -t-  1  =  0  ;    déterminer  les  particularités. 

182.  —  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique. 

183.  —  Foyers  de  la  conique    x^  ~\-  iy^  —  x^  =  0. 

184.  —  Podaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  un  foyer. 

185.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  deux  tangentes  rectangulaires. 

X*         v^ 

■  186.  —  Normales  de  pente  m  à  l'ellipse    — :r-^— 1=0. 

a^         0- 

187.  —  Lieu  des  projections  du  centre  sur  les  normales  à  une  ellipse. 

x^        v^ 

188.  —  On  donne  une  ellipse h-: 1  =  0,    MM    une  corde   parallèle  à    Oy  ;   soient    A    et  A'   les   points 

a'         o' 
d'abscisses    x  =  ±  a    sur  Ox  ;  lieu  du  point  d'intersection  de  AM'  et  de  A'M. 

x'  yî 

N,^^Q  D  189.    —   Une   tanj^nte   à   l'ellipse    — r  "•"  'ir  ~  ^  ~  *^    coupe  en    P   et   Q   les  droites 

^^v  X  =  a,    y  =  b;    lieu  du  quatrième  sommet  U  du  rectangle  PDQR. 

i.      ^^  P  x*         u'  X 

R  \\  190.  —  On  considère  l'ellipse h— 2 —  =  0;    limite  de  cette  ellipse  lorsque, 

] o*        6*  a 

0  \  JC       \e  sommet  0  et  le  foyer  voisin  restant  fixes,  a  et  6  augmentent  indéfiniment.  Lieu   des  som- 

mets des  ellipses  ainsi  obtenues. 

X*  «" 

191.  —  Exprimer  les    coordonnées  d'un   point  de    l'hyperbole     — - — -r; 1  =  û    en    fonction   d'un  paramètre 

variable. 

x^  '/" 

192.  —  Propriété  d'une  sécante  quelconque  coupant  l'hyperbole     — '—  —  1  =  0    et  ses  asymptotes. 

193.  —  Déterminer  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote  et  trois  points. 

194.  —  Sur  l'hyperbole    y  =  — >    on  prend  trois  points  A,  H,  G  d'abscisses  a,  b,  c.  Trouver  l'abscisse  du  quatrième 

point  commun  à  l'hyperbole  et  au  cercle  ABC.  Comparera  Torthocentre  du  triangle.  Existe-t-if  des  triangles  équilatéraux 
Inscrits  dans  l'hyperbole  ? 

195.  —  On   considère   l'hyperbole    ory  =  k-    et   un  triangle  ABC  inscrit.   Montrer  que  Ox  est  une  droite  de  Simson 
pour  ce  triangle. 

A;' 

196.  —  Cercles  bilangents  à  la  courbe    y  —  ;    l'une  des  familles  comprend  des  cercles  tous  vus  du  foyer  sous  un 

X 

angle  droit. 

197.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  la  parabole    y-  :=  2px  sous  un  angle  donné  V  ;  foyer,  directrice. 
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lî»8.  —  On  mène  à  la  parabole  //'  =  2px  les  t^ngenles  MA  et  MB  :  lieu  du  point  M  pour  que  l'aire  du  triangle 
AMIt  ait  une  valeur  donnée. 

109.  —  Sur  la  parabole  {/•  =  2px,  on  prend  trois  points  A,  H,  C,  d'ordonnées  «,  b,  c.  (Calculer  l'aire  du  triangle 
ABC  ainsi  que  l'aire  du  triangle  formé  parles  tangentes  en  A,  R  et  C 

200.  —  Normales  à  la  parabole    </'  =  2px    par  un  de  ses  points. 

201.  —  On  donne  la  parabole  y'  =  2px  et  sur  celte  courbe  deux  points  A  et  B,  d'ordonnées  a  et  6  ;  soit  C  le  point 
de  rencontre  des  tingentes  à  la  parabole  en  ces  deux  jioint'^.  Autour  de  C  on  fait  varier  une  sécante  qui  rencontre  en  A  et  B 
les  deux  droites    y  =a,    y  z=  h  \  lieu  de  l'intersection  .M  des  droites  AB   et  BA  . 

202.  —  Autour  du  point  H  (0,  /()  on  fait  ]iivoter  une  sécante  (|ui  coupe  la  parabole  y*  =  2px  aux  points  P  et  U. 
Lieu  du  |)oint  d'intersection  des  normales  à  la  parabole  en  P  et  U- 

203.  —  Deux  sécantes  rectangulaires  quelconques  issues  de  l'origine  déterminent  sur  les  deux  courbes  y'  =  2/u:, 
x'  =  2qy,    quatre  points  tels  que  chacun  d'eux  est  l'ortliocentre  du  triangle  formé  par  les  trois  autres. 

x* 

204.  —  Les  paraboles    y  =  mx  —  - —  {1  ■+-  m*)    ont,  quand  m  varie  seul,  la  même  directrice  :  lieu  des  foyers. 

205.  —  Condition  pour  (jue  quatre  points  de  la  courbe    y  =  — -      soient  sur  une   parabole  d'axe  parallèle  à  Oy. 

200.  —  Changement  de  coordonnées  rectangulaires  dans  l'espace. 

207.  —  l^quation  de  la  droite  symétrique  de    x  =  as  -t-  /«,    y  =  bz  -\^-  k,    par  rapport  au  plan 

A  j  -H  By  -♦-  C2  4-  D  =  0. 

208.  —  Symétrique  de  l'origine  par  ra|)porl  à  la  droite    x  r=  az  -h  h,    y  =  65  -t-  k. 

209.  —  Symétrique  du  point  x.  0,  0)  par  rapport  a  in  droite  x  =  m:  -h/j,  y  =  nz  +-  fc;  lieu  de  ce  point  quand 
III  et  n  varient,  A  et  /c  restant  Uxes. 

210.  —  Symétrique  de  l'axe  Ox  par  rapport  à  la  droite    x  =  h:  h-  A,    y  =  bz  -*-  k. 

X  y  z  X  1/  z 

211 .  —  Angle  des  deux  droites     —  =  -:—  =  — —  .     —  =  ~  = 

"  12  3  2  3  1 

212.  —  Orthogonalité  de  deux  droites  dans  l'espace. 

213.  —  Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  droites  qui  rencontrent  les  deux  droites  (A)  (y  =  z,  x  =  ^)  et 
(a'I  (y=  -  s,     x  =  -1). 

214.  —  Plus  courte  distance  et  perpendiculaire  commune  k  deux  droites.  Plus  courte  distance  de  Os  et  de 

X  =  ax-f-  A,    y  =  bz  -^  k. 
Plus  courte  distance  des  deux  droites    x  =  az  -hh,    y  =  hz  -h  k    et    x  =  az  ■+■  h  ,    y  =  bz  -h  k 

{A  suivre.) 
—. •♦« 


QUESTIONS    PHOPOSÉES 


2638.  —  |o  On  considère  un  faisceau  ponclucl  de  cercles  (C)  et  la  droite  nience  par  le  centre  de  chacun 
d'eux  faisant  un  angle  0,  donn»',  avec  la  ligne  dcscenlns.  Colle  droite  rencontre  le  cercle  correspondant  en  deux 
points,  M|  cl  Mj,  dont  on  dinnande  le  lieu  L.  Ce  lieu  peut-il  dégénérer  en  droites  ? 

2"  Si  0  varie,  le  lieu,  I-  varie.  Soient  0|  et  B..  deux  valeurs  particulières  de  0  ;  il  N-ur  correspond  deux 
courbes  Lu,  et  L2,  ;  trouver  l'angle  sous  lequel  elles  se  coupent. 

:io  On  répèle  le  môme  problème  avec  les  cercles  (C)  du  faisceau  orthogonal.  On  obtient  une  famille  de 
courbes!/.  «Juelle  relation  y  a-l-il  entre  les  courbes  L  et  L' .' 

M.  Vasseur,  professeur  au  lycée  de  Tourcoing. 

2630.  —  Le  sommet  A  d  un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une  droite  (ixc  I)  d  un  mouvement  iini- 
foriiie,  pendant  que  l'un  des  côtés  passe  par  un  point  lixe,  P. 

Montrer  que  l'autre  côté  reste  langent  à  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F  cl  (jne  le  point  de  contacl 
décrit  cette  parabole  avec  une  accélération  constante  en  grandeur  et  direction. 

II.  A  ,  à  Sé7annr 

N.  I).  L.  U.  —  In  assez  grand  nombre  de  solutions  envoyées  par  n«ts  correspondants  ont  de  mises  a  part 
et  oubliées.  Nous  nous  empressons  de  signaler  cependant  de  bonnes  solutions  de  la  question  -ST»!'!  de  .M .M.  Mk'x- 
.vEssrKR,  à  Cluny  ;  (i.  B.,  à  Paris;  (;avi(;nat,  à  Belforl  ;  L.  Scthe.  à  Hennés;  IIioult.  à  Rernay  ;  L.  Gbokkhot.  k 
Péronne  ;  A.  Mroukai!,  à  Saint-Jean-d'Angély  ;  A.  IlciiNEt.,  à  Cannes. 


Imprimeri.  Comte  Jacquet.  -  B.rl«  Duc.  Le  Rédacteur- Gérant  :    n.VUlUEUT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


ÉCOLE   NATIONALE    SUPÉRIEURE  DES  MINES 

{Cours   préparatoires.) 


Concours  de  192i  (suite), 

2536.  —  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  le  champ  de  forces 

F  F 

X=--.  Y  =  --  (F>0). 

1°  Dire  si  le  champ  dérive  d'une  fonction  de  forces. 

2°  Déterminer  et  discuter  les  lignes  de  forces  et  les  lignes  de  niveau. 

3»  On  suppose  qu'un  point  matériel  uniquement  soumis  à  la  force  du  champ  soit  assujetti  à  décrire  une 
droite  D  du  plan.  Combien  y  a-t-il  de  positions  d'équilibre  sur  chaque  droite  D?  Voir  en  particulier  s'il  y  a 
des  positions  d'équilibre  sur  les  droites 

y  =  4x4-3,  y=  —  4j^h-3, 

et  reconnaître  s'il  s'agit  d'équilibre  stable  ou  instable. 

4°  On  suppose  qu'un  point  matériel  de  masse  m  soumis  à  la  force  de  projections  X  et  Y,  parti  du 
point  de  coordonnées  Xq,  y^  avec  une  vitesse  Vo,  passe  en  un  point  P  de  coordonnées  x,  y.  Calculer  la  vitesse 
du  point  en  P  et  le  travail  effectué  par  la  force  dans  le  déplacement. 


1.  On  a 


Xd.+  ydy=-F(^+±y 


et  on  reconnaît  que  le  second  membre  est  la  différentielle  totale  de  la  fonclioti     U  =  F| 1 —  V    On 

V-^       y/ 
en  conclut  que  le  champ  dérive  de  la  fonction  des  forces  U. 

2.  Les  lignes  de  niveau  ont  pour  équations 

U  =  C,  ou  Cxy —  F(x-^y)  =  0. 

Ce  sont  des  hyperboles  équilatères  tangentes  à  l'origine  à  la  droite     x  -h  y  =  0,    ayant  leurs 
asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  et  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice    x  —  y  =  0. 
Les  lignes  de  force  sont  définies  par  l'équation  différentielle 

—  =  — ,  ou  xHx  =  y^dy. 


L'intégration  est  immédiate  et  donne 


x^  —  y^  =  û' 


Ce  sont  des  cubiques  bien  connues,  symétriques  par  rapport  à  la  droite  x  -+-  y  =  0,  qui 
admettent  comme  asymptote  d'inllexion  la  droite  x  —  j/  =  0,  et  enfin  qui  rencontrent  les  axes  à 
angle  droit  en  des  points  qui  sont  des  points  d'inllexion. 
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3.  Soit    y  =  ax -+- b    l'équation  de  la  droite  D.    Remplaçons  7  par    ax -r  b    dans  la  fonction  U; 
celle-ci  devient  une  fonction  de  la  seule  variable  j  , 

U  =  K    - 


X         «.f  -+-  b 
et  pour  que  le  point  soit  en  équilibre,  il  faut  que  celte  fonction  soit  maximum  ou  minimum,  ou  que 


dU        .,      , 
—     soit  nul . 
ax 

Nous  avons 


^IJ  rl  al  ,,     n(a^\]x^ -^'2abx -h  b^ 


dx  |_  X'  "^   {ax  H-  b)-  J  ■  x\a.c  -+-  b)^ 

On  a  en  général  deux  positions  d'équilibre,  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation 

a(a-+-l)i--h2a6x-+-6'  =  0. 

Ces  racines  ne  sont  réelles  que  si    a  <  U. 

U  n'y  a  donc  pas  de  positions  d'équilibre  sur  la  droite    y  =  4x  -+-3.     Au  contraire,  il  y  en  a  deux 

sur  la  droite     î/  =  — 4xh-3. 

du 
Si  nous  remplaçons  a  par    —  4,     b  par  S  dans    — '       "®"^  obtenons 

d\]   _        .    3(4x-  — Sx-h  3) 

17  ^  ~  '  ■  y'  (-  'u-  -h  3)»  ' 

et  le  numérateur  s'annule  pour    x  =  — •    et    x-  =  -^  :    ce  qui  détermine  deux  positions  d'équilibre  sur 

la  droite    y  =  — 4x-+-3. 

Ouand  x  varie  de    —    à    — »    —    est  positif;  par  suite,  la  fonction    U  croit  ;  elle  est  donc  mini- 
2  2      dx 

niuin  pour    -r  —  —    t'I  maximum  pour    -r  =  ^-    On  en  conclut  que  la  position  d'équilibre  correspon- 
dant à     x  =  —     est  stable,  et  que  celle  qui  correspond  à     «r  =  -^j-    est  in<t:il)lo. 
4.  Soit  V  la  vitesse  au  point  V,  le  théorème  de  la  force  vive  nous  donne 

•-ïi^i:^^  =  u  -  u.  =  i-f  i -^  i  — î- --i ) . 

2  \x       y       .'0       .7.1  ' 

De  celte  relation  on  peut  tirer  V  en  fonclioii  de  m,  ¥„,  x,  y,  x^,  »/„. 

Le  travail  elfectué  par  la  force  dans  ce  déplacement  est    '"  I  —-+--—-"—  ~  )  ' 

\  •"  y         x^,         y/„  / 

A.  BUSSEU,  à  Alger. 

Bonne»  solutions   par  MM.    Lu.ien  Béocé,   à   Guel.willer;   C.    Dklvoïb,  à   Lourciies  ;    A.  HoriNKL,  à   Cannes;    Maurice 
MoNSBAu;  (f.  H.,  à  l'aris. 


2537.  —  Un  point  iiialériil  parcourt  la  parabole 


r  = 


p>0, 


1  -h  cos  0 

de  façon  à  $e  trouver  au  point  d'angle  polaire  0  et  de  rayon  vecteur  r,  donné  en  fonction  de  0  par  la  formule 
précédente,  à  l'instant 

1°  Calculer,  en  fonction  de  '>,  la  nlcsseen  grandeur  et  en  direction. 
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2°  Calculer  les  composantes  de  l'accélération  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur.  Les  résultats  seront  exprimés  en  fonction  de  r. 
3**  Construire  l'hodographe  du  mouvement. 


L'équation    r  = représente  une  parabole  u,  qui  a  pour  paramètre  p,  pour  foyer  l'ori- 
gine, pour  axe  Ox,  et  dont  la  concavité  est  tournée  vers  les  x  négatifs. 

De  la  relation  donnée, 

/       0  i  0  \ 

on  déduit 


dt 


A(i  +  is^Y 


4A 


cos' 


2 


cos 


,    0  (l-hCOS  O)-''  ' 


on  en  conclut  que   lorsque  0    croît  de    —  -rz    à     -j-  tt,     t  croît  de     —  oo     à    -+-  oo , 

en   supposant  A  >  0. 

Par  suite,  lorsque  t  croît  de    —  oo     à    -t-  oo ,     le  point  M  décrit 
toute  la  parabole  dans  le  sens  de  la  llèche. 

1 .     Les    projections    de    la    vitesse    sur    le    rayon    vecteur    Ox', 
(Ox,  Ox')  =  6,        et     sur    la    perpendiculaire    au     rayon    vecteur    Oy', 


(Ox,  Oy')  =  6-4-—,       sont  respectivement 


Vu  = 


dr 
It 


d» 


On  a 


dr 
Ht 


p  sin  0  (1  -+-  cos  9)*         p  sin 


dr     do 

d^  '  dt         (i  -f-  cos  Hf  '  4Â  ~~      4Â~ 

p  (l-r-CGsO)2        jo(l-f-çose). 


rf6   _ 

dt         i-h  cos  (J 


4A 


donc 


un  = 


p  sin  0 
4A 


Vp  = 


4A 

pH  h- cos  0) 
4Â 


On  voit  ainsi  que  Uk  a  le  signe  de  6  et  que  v^  est  toujours  positif.  La  vitesse  est  toujours  dirigée  dans 
le  sens  de  la  flèche. 

Si  V  est  la  grandeur  de  celte  vitesse,  on  a 

0 

»i2 


TJ»  ==  Vit  4-  vl  = 


p-cos-  — 


_X_^sinM^(H-cosO)^]=— ^ 


p  cos 


et 


'2\ 


2.  Si  l'on  calcule    H-r->    on  trouve 
dt 


dd  «2 

,-2  _  = 1: 

dt        (1  -+-  cos  6^2 


(4  -4-  cos  0)2   ^    p- 


jj-  4A 

Cette  quantité  est  constante,  donc  l'accélération  est  centrale,  elle  est  portée  sur  Oj/',  et  sa  valeur 
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algébrique  y  est  donnée  par  la  formule  de  Binel 


r»  L     rfe»      "^    r  J  ' 


»2 
G  désignant  la  constante  des  aires,    -y— 

4A 

On  voit  aisément  que     —^^ h—    est  égal  k    —,    et  par  suite, 

^  IbAVî" 

3.  Si  par  le  point  0   nous  menons  uo  vecteur   Ou   équipollent  au  vecteur  vitesse,  les  coordonnées 
polaires  du  point  u   sont 

0 
pCuS   — 

p  =  u  =  ,  w  =  V  -+-  6, 

2A 

V  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 

V 

Or,  tg  \  =  — ; —  = = =  le I  ; 

dr  p  s\u  i>  sin  0  *=>  \i         2/ 

rfO  (i_|_cosOj* 

,,         t:         0                                               Tî          0 
par  suite,  V= >  a)=V-hO  = 1 

On  en  déduit    — -  =  w  —  -,    et,  en  portant  celle  valeur  dans  l'expression  de  p,  on  obtient  l'équa- 

—  2 

lion  polaire  de  l'hodographe  : 

p  sin  w 

,    Ceci  montre  que  l'hodographe  est  un  cercle  tangent  à  l'origine  à  Ox  et  ayant  pour  diamètre    ■^- 

A.  HUTINEL,  à  Cannes. 

Bonnes  soliilions  par  MM.  II.  lUius,  école  d'arts  et  métiers  de  Paris;  Lucien  Bkour,  à  Guebwiller;  A.  Bussir,  à  Alger; 
C.  Delvoyb,  à  Lourches;  K.  Maison.net;  Maurice  Mo.isbau;  LéopolJ  Sotbe,  à  Rennes. 
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Concours  de  1921. 

2548.  —  On  suppose  l'espace  rapporté  n  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0:,  et  on 
désigne  par  H  nue  certaine  longueur  donnée.  Soient  D  et  D'  deux  droites  quelconques,  (a,  6,  c)  les  projec- 
tions sur  les  axes  dun  vecteur  AB  porté  par  I),  (a',  6',  c')  celles  d'un  vecteur  A'B'  porté  par  D'.  On  dira 
que  I)  et  D'  sont  conjuguées,  si  on  peut  choisir  ces  vecteurs  AB  et  A'B'  de  telle  manière  que  les  moments 
de  AB  par  rapport  (tu.r  trois  axes  soient  Ra',  II//',  Ile',  et  que  Irs  moments  de  A'B'  par  rapport  aux  trois  axes 
soit-nt  lia,  H/>,  Rc. 

1°  Montrer  que  toute  droite  I)  ne  passant  pus  par  0  a  une  conjuguée  D',  et  une  seule^  et  en  donner  une 
construction  géométrique^  où  interviennent  les  projections  H  et  H'  de  0  sur  D  et  D'. 
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1°  Veux  points  M  et  M'  seront  dit  conjugués  s'ils  appartiennent  respectivement  à  deux  droites  conju- 
guées. Montrer  qu'il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  coordonnées  {x,  y,  z)  de  M  et  {x',  y\  i')  de  M'  vérifient 
la  relation 

xx'  -f-  yy'  4-  zz'  h-  R^  =  () . 

3°  On  considère  les  droites  Dq  D'^  représentées  par  les  équations 

(2=0,  i    x  =  0, 

^»U  =  ^R;         ^»U  =  -R. 
On  désignera  dans  la  suite  par  M^  un  point  quelconque  de  Dg,  et  par  u  son  abscisse;  par  M'^  un  point 
quelconque  de    D'^    et  par  w  sa  cote.  Chercher  le  lieu  S  des  droites  M,jM'g   telles  qu'il  existe  sur  chacune 
d'elles  un  couple  de  points  conjugués  M   et   M'  partageant  M^M'q  dans  des  rapports  donnés  : 


MM'o  M'M'o 

Examiner  le  cas  particulier    XX'  =:  —  1. 

4»  Prouver  qu'il  existe  des  couples  de  droites  conjuguées  D,  D'  qui  sont  rencontrées  l'une  et  l'autre  par 
une  infinité  de  droites  M^M'^.  A  chacun  de  ces  couples  D,  D'  correspond,  d'après  la  définition  des  droites 
conjuguées,  un  couple  de  vecteurs  AB,  A'B';  on  montrera  que  les  couples  D,  D'  en  question  se  répartissent 
en  deux  familles  (F)  et  (G),  caractérisées  respectivement  par  une  direction  particulière  de  la  somme  ou  de 
la  différence  géométrique  des  vecteurs  AB,  A'B'  ('). 

5°  Soit  D,  D'  un  couple  de  droites  conjuguées,  de  la  famille  (F)  ou  de  la  famille  (G),  et  soient  M,  M' 
les  points  où  elles  sont  coupées  respectivement  par  l'une  des  droites  MqM'o  qui  les  rencontrent.  Montrer  que 
si  MjM'o  varie  en  s' appuyant  sur  D  et  D',  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  M,  M',  M^,  M'o  reste 
constant.  Chercher  les  lieux  S  de  chacune  des  droites  D  et  D',  de  l'une  ou  l'autre  famille,  pour  lesquelles  ce 
rapport  anharmonique  conserve  une  même  valeur  k.  Discuter  la  nature'âe  ces  lieux  S. 

1.  Le  vecteur  AB  a  pour  composantes  a,  b,  c,  et  les  composantes  de  son  moment  linéaire  par 
rapport  au  point  0  sont  Ra',  R6',  Rc';  par  conséquent,  les  six  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite  D, 
qui  porte  AB  sont  a,  b,  c,  Ra',  R//,  Rc'.  De  même,  les  six  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite  D 
sont  a',  h',  c',  Ra,  R6,  Rc.  Par  conséquent,  si  on  se  donne  l'une  des  droites,  l'autre  est  donnée  aussi. 
Ceci  suppose  essentiellement  les  deux  vecteurs  AB  et  A'B'  non  nuls;  alors  aucune  des  droites  ne  passe 
à  l'origine  :  ce  cas  ne  peut  pas  se  présenter. 

Nous  avons  la  relation     aa'  -h  bb'  4-  ce'  =  0,     qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  rectangulaires. 

Cherchons  les  points  H  et  H';  nous  aurons  le  point  H  en  coupant  le  plan  perpendiculaire  à  D  mené  par 

le  point  0  par  la  droite  D  elle-même  ;  cela  nous  donne  l'équation    ax -\- by  ->r  cz  =  0    à  combiner  avec 

deux  des  équations  de  la  droite  D  : 

cy — 6z  =  Ra',  ai — cx  =  R6'; 

as  —  R6'               bz  H-  Ra' 
ces  deux  équations  donnent  a;  et  y  en  fonction  de  z,    x  =  1    y  =  »    et,  en  portant 

ces  valeurs  dans  la  première  équation,  nous  avons 

az  —  Rè'        ,     bz  -+-  Ra' 

a . h  b . h  C2  =  0» 

c  c 

et  celle-ci  nous  donne  z  =  R. , 

«î  -H  b-  -t-  C* 

portons  cette  valeur  de  :  dans  x  ;  nous  obtenons,  toutes  réductions  faites  et  après  avoir  remplacé  aa' 

...          ,               ^      bc' —  ch'  ,  ^       ca' —  ac' 

par    —  bb  —  ce ,    x  =  R  — — ;      nous  avons  de  même    y  =  R 


b- 


(•)  Pour  traiter  cette  question,  on  pourra  se  donner  D  et  D'  par  les  projections  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  des  vecteurs  AB  et 
A'B',  MjM'o  par  les  coordonnées  m.  w  ;  et  chercher  d'abord  les  relations  entre  a,  b,  c  ;  a',  b\  c'  ;  u,  iv  qui  expriment,  respec- 
tivement, que  MoM'o  rencontre  D  ou  D'. 
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Telles  sont  les  coordonnées  du  point  H. 

Nous  aurons  les  coordonnées  du  point  H'  en  échangeant  respectivement  a,  h,  c  avec  a',  b\  c'  : 
cb'  —  hc'  ,  _  ^         oc'  -  ça'  -    =  R         ^^  ~  "^ 

^'  =  f^-  a:-  -+-  b'*  -+-  c'^'  y  -"«^-H^'^-Hc'»'  "  d*-^b^^c*' 

Nous  voyons  de  suite  que  les  deux  points  II  et  H'  sont  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  0, 
la  droite  ^  ^  ^ 


Oc'  —  cb'         ca'  —  ad         ab'  —  ba' 
nous  voyons  aussi  que  ces  deux  points  sont  de  part  et  d'autre  du  point    0,    car  les  coordonnées  dn 

point  H'  sont  de  signes  contraires  à  celles  du  point  H.   Nous  avons  aussi  

(hc'-rhV-^{ca'-acr-^(nh'  —  bay    _         «'«->- 6'* -4- c'^    ^         A'b'*  ; 

par  conséquent,  011  —  R.   ^j^  ' 

demrme,  O'H' =-■  R.  ^",  ;  nous  avons  donc  finalement,  en  tenant  compte  des  signes,  OH.  G  11'  =  —  R*. 
'  A  B' 

Pour  construire  D'  connaissant  U,  nous  abaissons  de  0  une  perpendiculaire  OH  sur  D,  nous 
construisons  le  point  H',  tel  que  OH.OH'=-ll%  et,  par  le  point  H',  nous  menons  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  OHD. 

Il  est  facile  de  voir  tout  ceci  autrement.  Le  moment  linéaire,  OG,  de  AB  par  rapport  au  point  0, 
est  parallèle  à  AB'  et  a  le  même  sens  que  lui;  de  même  le  moment  linéaire,  OG  ,  de  A'B'  par  rapport 
au  point  0  est  parallèle  à  AB  et  a  le  même  sens  que  lui  ;  les  deux  trièdres  (0,  HGG)  et  (0.  HGG)  sont 
trirectangles  et  directs  tous  les  deux  ;  donc  (>ll  et  OH'  sont  sur  la  mOme  droite  avec  des  directions 
opposées";  d'autre    part,  OG  =  OII.AB,         OG' =  OH'.A'B',  ou,    ce  qui     revient    au    mi^me. 

^^.H'  =  OH.AB,     R.AB  =  OH'.A'B' ;     donc     OH.O'H'  =  -  R». 

2.  Co  qui  préc/'de  nous  montre  que  les  deux  droites  D  et  D'  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
sphère  x^  4- |/'^- ='h- R' =  0.  Les  deux  points  M  et  M'  sont  donc  conjugués  par  rapport  à  celle 
sphère  et  nous  avons  la  relation  connue    xx'  -f-  ?/)/  +  =='  -^-  «*  =  0.     Le  reste  s'en  suit. 

3.  Les  coordonnées  du  point  M»  sont  r  r^  u,  »/  =  R,  :  =  0;  celles  du  point  M^  sont 
x*  =  0     ?y'  =  —  R,     ;  =  "'•     L-e  point  M  a  donc  pour  coordonnées 

w  D    *~^^  _         ^"'    ■ 

le  point  M'  a  de  même  pour  coordonnées 

x'  —  4  _x''       y     ■  i — À'  '       '       1  —  À'' 

et   en  écrivant  que  ces  points  sont  conjugué»,  nous  avons 

„i  _,_ H»(i  -hX)(i  h-  X')  -f-  xx'»-»-h R'(i  -  ^)(i  -  n  =  0, 

o„  M»4-XV«'»  -i-2R»(H-».')  =0, 

relation  qui  se  réduit  i\  "*  —  »''  =  ^^  *'  ^^'  =  —  *• 

Les  équations  de  la  droite  MM'  ou  MoM'.,  sont 

.r  y    -    R   _    z  —  ir  , 

"iT  ~      2R      "     —IV 
-2Rx  ^RsV 

elles  donnent  "  ""    ,,  .^  r'  "  ~"        »/ —  R' 

le  liou  de  colle  droite  est  donc  la  surface 

w  +  i»)'     (y-  »)' 
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ou  2a;2(j/  —  R)^  -t-  2l\'z\y  -H  R)^  +  (i  +  AX')(y'  —  R')-^  =  0. 

C'est    une   surface    du  quatrième   degré    qui  admet  ï)our   lignes  doubles  les   droites  : 

X  =  0,  y  +  R  =  0;  z  =  0,  y  —  R  =  0. 

Dans  le  cas  où    ÀX'  =  —  1,     la  surface  se  décompose  en  deux  paraboloïdes  : 

x{y-R)=±z{y^W). 
Dans  le  cas  général,  la  surface  contient  encore  une  conique  à  l'infini, 

t  =  0,  •2x^  H-  2XX'z2  H-  (  i  -^  XK')rf  =  0  ; 

elle  est  donc  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  les  deux  droites   D,,,  D'o   et  sur  celte  conique.  Ce 
mode  de  génération  explique  bien  pourquoi  les  droites  Dq  et  D',,  sont  des  lignes  doubles. 
Annulons  le  coefficient  de  XX'  et  l'autre  partie;  nous  avons  les  deux  équations 

{y  -h  R)2[-iz2  -I-  (y  _  ny]  =  0,  (y  —  Ky[ix^  +  (?/  -h  Rj^]  =  0, 

qui  nous  donnent,  en  plus  des  droites  signalées,  les  quatre  droites  imaginaires 

2z2  H-  (y  —  R)2  =  0,  2x2  -H  (y  +  R)2  =  0  ; 

ce  sont  quatre  génératrices  de  la  sphère  imaginaire  déjà  rencontrée,  quatre  droites  isotropes. 

4.  Les  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite  D  sont  a,  b,  c,  Ra',  R^',  Rc';  celles  de  la  droite 
MqM'o  sont  w,   2R,  —  iv,   —  Riv^  uw,  Ru  ;    la  condition  de  rencontre  est 

Ra'u  H-  2R«6'  —  Rc'w  —  Raw  -h  buw  -H  cRu  =  0, 
ou  buw  -f-  R{a'  +  c)u  —  R(a  +  c')w  -h  m^'  =  0  ; 

de  même,  la  condition  de  rencontre  avec  la  droite  D'  est 

b'uw  -h  R(a  -+-  c')u  —  R(a'  -h  c)w  -+-  2R26  =  0 . 

Quand  les  droites  D  et  D'  sont  quelconques,  les  deux  équations  en  u  et  lo  ont  deux  solutions 
communes  finies;  par  conséquent,  il  y  a  deux  droites  MoM'^  qui  rencontrent  les  droites  D  et  D'.  Les 
deux  équations  en  u  et  lu  peuvent  être  regardées  comme  représentant  des  hyperboles  équilalères; 
pour  qu'elles  aient  une  infinité  de  solutions  communes,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  coïncident,  ce  qui 

donne 

b  a'  -h  c         a-\-  c'         b' 

b'         a-\-c'         a'  -\-  c  b 

Ceci  nous  donne     b'  =  ±b,      —  =  =t  1  ;     par  conséquent,  nous  avons  les  deux  solutions 

(F)  6'  =  6,  a'  -\-  c  =  a-h  c', 

(G)  b-hb'=0,  a-\-a'-hc-hc'  =  0. 

Il  y  a  donc  deux  familles  de  droites  D  et  D'  qui  sont  rencontrées  par  une  infinité  de  droites  MoMV 
Pour  la  première  famille,  les  paramètres  de  la  ditlerence  géométrique  (A'B'j  —  (AB)  sont  1,  0  et  1  ; 
car  a'  —  a  =  c' —  c,  b' —  b  =  0;  cette  dilTérence  géométrique  est  donc  parallèle  à  la  première 
bissectrice  de  l'angle  xOz.  Pour  la  seconde,  les  paramètres  de  la  somme  géométrique  (A'B')-h(AB) 
sont  1,  0  et  —1,  car  a'-H  a  =  —  (c' h- c)  et  b'-\-b  =  0;  elle  est  parallèle  à  la  seconde  bissec- 
trice de  l'angle     xOz. 

Les  droites  de  la  première  famille  formont  une  congruence  linéaire  qui  correspond  aux  équations 
des  deux  complexes  linéaires  déduites  de  b'  —  b  =  0,  a -h  c'  =  a' ~h  c.  Appelons  a,  j3,  y,  »',  p',  /  les 
six  coordonnées  pluckériennes  d'une  droite  ((uelconque  de  l'espace;  nous  avons  ici,  pour  la  droite  D, 
a  =  n,     ?  =  ft,     Y  =  c,     a'  =  Ra',      p'  =  Rb\     y'  =  I^C,     et  les  équations  des  deux  complexes  sont 

^'_R3  =  0,      Ra  +  Y'  =  a    -vRc, 
ou  R^-^'  =  0,  Ra  -Rc  — a'H-y  =  0. 

La  congruence  fait  donc  partie  d'une  infinité  de  complexes  linéaires 

Ra  +  [jiR3  —  Rc  —  a'  —  fii'  -h  7'  =  0. 
Ce  complexe  s'appuie  sur  la  droite  fixe 

-i,       -1^,        î,       R,       kR,       -R, 
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si  l'on  a  la  relation     i^- -i-  2  =  0,     qui  donne    [i  =  ±:WÎ;    les  droites  de  la  congruence  rencontrent 
donc  les  deux  droites  fixes 

-1,  —  1V2;  1,  R,  iRv^,  -R; 

—  1,  Wû,  1.  R,       -iR^'i,  -R. 

La  première  a  pour  équations 

y-htV2:  =  K.  —z  —  x  =  iR>j2,  —Wtx+  y  =  -  l{, 

ou  )/  —  H  =  —  W2z,  y  -h  R  =  ïV2x  ; 

la  seconde  a  pour  équations 

y  —  ]{  =  i^2z,  y  H-  R  =  —  Wîx. 

Ce  sont  deux  des  génératrices  de  la  sphère  déjà  rencontrées,  deux  génératrices  du  même 
système,  0,  (V. 

Ces  génératrices  s'obtiennent  en  coupant  la  sphère  par  les  droites  D,,,  D'o;  soient  A,  B,  et  A',  B'  les 
points  de  rencontre;  les  quatre  droites  AA',  BB',  et  AB',  BA'  sont  les  quatre  génératrices  qui  sont  sur 
toutes  les  surfaces  du  quatrième  degré;  les  deux  droites  du  nrirme  système,  AA'  et  BB',  par  exemple, 
sont  celles  qui  conviennent  à  la  première  famille,  (F),  les  droites  G  et  G'. 

Considérons  une  droite  MqM'o  qui  contienne  des  points  conjugués,  M  et  M';  si  parles  points 
M  et  M'  on  mène  deux  droites,  D  et  D',  qui  s'appuient  sur  G  et  G',  elles  sont  évidemment  conjuguées 
l'une  de  l'autre,  car  chacune  des  droites  G  et  G'  est  sa  propre  conjuguée.  Ceci  justifie  les  résultats 
obtenus. 

5.  Les  droites  MoM',,  qui  correspondent  aux  deux  droites  D  et  D',  s'appuient  donc  sur  quatre  droites 
fixes  D„,  D',„  D,  D';  elles  engendrent,  par  suite,  une  quadrique,  dont  les  quatre  droites  indiquées  con- 
stituent quatre  droites  d'un  m(''me  système;  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  rapport  anharmonique 
(MoM'i.MM')    est  constant.  Pour  le  démontrer  par  le  calcul,  rappelons  que  le  rapport  anharmonique  est 

(igal  à    TT    et  calculons  ).  et  >'.    La  droite  MqM'o  coupe  D  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 

a  R(l-t->.)  >-"•    . 

X  =  T'  y  =  — : :^ — '  =  =  — ; T' 

1  —  /.  *  I  —  A  1  —  /. 

écrivons  que  ce  point  est  dans  l'un  des  plans  qui  passent  par  la  droite  I),     cy  —  bz  =  Ra',     nous 

a'  —  c 
aurons  >-,  X  =  R 


R(a'  -^  c)-^  bw. 

^^^^^^^  ^'  =  ^iH^T7yTT>' 

or,  b'  —  b,  a-^  c'  =  a'  -{-c\ 

)v         n'  —  c 
donc  ^  -  737  -  ^''' 

\\  nous  rest<;  h  trouver  maintenant  le  lieu  (b^s  droites  I)  et  D'  de  la  première  famille,  lorsque  ce 

n'  —  c 
rapport  a  une  valeur  donnée   /.-,    quand    i  =  f<-     Si  nous  prenons,  la  droite   I),   il  sullit  d'éliminer 

les  six  variables  homogènes,  n,  /^  c,  n'y  b',  c'  entre  les  trois  équations  de  la  droite  D  et  les  trois  relations 
a' —  c  =  k{a  —  c'),  h'  =  b,  a' -f- C  =  a -h  c'. 

Ce  calcul  se  fait  assez  rapidement,  de  proche  en  proche,  en  éliminant  d'abord  « ,  b',  c'.  On  trouve 
le  lieu    (1/  —  R)»  -f-  k{y  -^  \\y  +  iA-x»  -h  2:>  =  0. 

Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  d'opérer  ainsi  :  on  a  d'abord    —  =  A,    >>'  =  —     et  la  relation 

trouvée  entre  u  et  //•  devient     , 

).»  2R' 

u«-^  — ,/•'-+-—(>«*-+- A)  =  0. 
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D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  M  qui  décrit  la  droite  D  sont 

y  =  ^- r  z  = T. 

1  —  A 


et  nous  donnent  u  =  {[-x)x,  w  =  -  "^  ~^\  X=  pl^;  U  n'y  a  qu'à  porter  ces  valeurs 
dans  la  relation  rappelée  ;  le  calcul  est  immédiat. 

La  quadrique  obtenue  forme  un  faisceau  linéaire  quand  k  varie;  la  biquadratique  de  base  se 
compose  des  quatre  génératrices  G,  G',  G,,  G'„  de  la  sphère  fondamentale,  ce  qui  était  à  prévoir. 

Pour  k  =  0,  on  obtient  le  couple  de  plans  imaginaires  conjugués  {y  —  R)2  +  2=2  _  q  et  la 
seule  droite  réelle_  est  la  droite  D^,  ce  qui  est  évident  aussi.  Pour  k  =  x,  on  obtient  le  couple  de 
plans  imaginaires  conjugués     (y  +  R)2  4- Sx^  =  0,     et  la  seule  droite  réelle  est  la  droite  DV 

Pour    k  =  —  \,     on  a  un  paraboloïde  hyperbolique,     2-  —  x'  —  2Rj/  =  0. 

Pour  toutes  les  autres  valeurs  de  k,  on  a  une  quadrique  de  première  classe  dont  l'équation  réduite 

s'obtient  de  suite  en  changeant  r/  en     v  h-  R • 

La  discussion  s'achève  aisément. 

On  traitera  de  même  les  problèmes  relatifs  aux  droites  D  et  D'  de  la  deuxième  classe. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Girabdot,  à  Dijon  ;  M.,  à  Guéret;  G.  Lach,  à  Douai. 
Solution  satisfaisante  :  M.  Léopold  Sutre. 
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ÉCOLE   POLYTECHNIQUE  (Suite) 


11054.  —  Même  question  pour  O3  et  la  droite    Ax  +  Bj/ -t- C: -1- D  =  0,    A'x  +  B'y -t- C'3 -f- D' =  0. 

—  055.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  45».  Par  un  point  de  l'axe  on 
mène  une  droite  A  perpendiculaire  à  une  génératrice.  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  perpendiculaires  communes  à 
la  droite  A  et  aux  génératrices. 

—  056.  —  Lieu  du  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  donné  et  qui  est  coupé  par  un  plan  donné  suivant 
une  hyperbole  équilatère  ou  un  cercle,    f;^  h  .  ituXl . 

—  057.  —  On  considère  la  courbe  x  =  sin'  t  —  cos'  (,  y  =  2t  —  2s\n  t  cos  /,  ;  =  4  sin  t.  Cosinus  directeurs  de 
la  tangente    Rayon  de  courbure.  Plan  osculateur. 

—  058.  —  Mêmes  questions  pour  la  courbe    x  ^  6t  -}-  iît*  -h  2i',    y  =  2(',    z  ^  &t. 

—  059.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  fl;  on  le  coupe  par  un  plan 
faisant  l'angle  a  avec  l'axe.  Trouver  l'excentricité  de  la  conique  section. 

—  060.  —  Conoïde  droit  circonscrit  à  une  sphère.  Projections  de  la  courbe  de  contact  sur  les  plans  de  symétrie 
du  conoïde. 

—  061.  —  On  considère  les  plans    r- H ■ 1 ^ 1—0,    où    X    varie.   Combien  en  passe-t-il  par 

a-t-X         6-+-/,         c-i-X 
un  point  donné  P{xo.  î/o.  2o)  *?    Discuter  la   réalité  quand   .To,  yo,  2o    sont    positifs.    Exprimer   Jo,  !/o.  -0  en  fonction  de 
Xi,  Xî,  Xs,  valeurs  de  X  correspondant  aux  plans  qui  passent  par  le  point  P.  Condition  pour  que  deux    ou  trois)  des  plans 
soient  confondus. 

—  002.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  perpendiculaires  communes  à  une  droite  fixe  et  aux  génératrices 
d'un  cône  de  révolution. 

—  063.  —  On  projette  obliquement  une  hélice  circuliire  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Etudier  la  projection. 
Faire  l'épure. 

x'  X' 

—  064.  —  On  considère  la  courbe    j/  =  — .     s       —    Calculer  la  longueur  d'un  arc.  Trouver  le  centre  de  gravité 

2  ti 

de  cit  arc. 

—  065.  —  Si  le  plan  osculateur  à  une  courbe  gauche  passe  par  un  point  fixe,  la  courbe  est  plane. 

/•  ('  t' 

—  066.  —  On  considère  la   courbe    x  =  -r •      y  = z  = -•      Condition  pour  que  quatre  points 

t*  -H  1  t*  H-  1  ("  -1-  l 

soient  dans  un  même  plan.  Déterminer  le  plan  osculateur. 
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—  007.   —  On   donne  un  cône  de  révolution  limit.-  à  son  sommet  et  à  un  cercle.  On   coupe  ce  solide  par  un  plan 
parallèle  à  un  plan  tangent.  Trouver  le  maximum  de  laire  de  la  section. 

—  068.  —  Déterminer  les  lignes  de  pente  conslnnfe  situées  sur  une  sphère  ou  sur  un  cylindre  de  révolution  dont 
l'axe  est  horizontal.  ^^.  .^  ^y 

—  069.  —  Trouver    langle     des     deux     droites     d.-finies     par     les     é(|iiation'i  blc'^c  —  a'^a-h^^' 

—  070.  -  On  considère  toutes  les  hélices  de  même  pas  qu'on  peut  tracer  sur  un  cylindre  circulaire.  Lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  d'im  point  de  l'axe  du  c\lindre  sur  les  tangentes  à  ces  hélices. 

—  071.   -  On  considère  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  conique  tournant  autour  de  son  axe  focal.   Le 
cône  qui  a  pour  sommet  un  foyer  et  pour  base  une  section  plane  est  de  révolution. 

—  072    —  Équation  du  cône  de  révolution  dont   l.>  >ommet  a  pour  coordonnées  1.  2,  3,    dont  l'axe  est  parallèle  à  la 
droite    xZy  —  z-l^O,    x  -  y  -h  2z  --  0,    et  dont  le  .1»  mi-angle  au  sommet  est  égal  à  a. 

—  073.  —  Lieu  des  sommets  des  cùnes  de  révolution  passant  par  une  conique. 

—  074    —  On  considère  la  courbe     x  =  a  Jsin  5/  -  sin  2t),    y  ^a  (cos  3/  -  cos  5<).     =  _   2a  cos  /,     et  on   prend   la 
perspective  de  cette  courbe  sur  le  plan    z  ^  b,    le  point  de  vue  étant  l'origine.  Construire  cette  perspective. 

—  075.  -  Lieu  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  se  déplacent  sur  deux  droites  données. 

—  076.  —  Par  le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  h  deux  droites  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  une  droite 
variable  rencontrant  ces  deux  droites.  Lieu  du  pied  de  celte  perpendiculaire. 

_  077     —  Trouver  le  sommet  de  la  parabole  section  du  cylindre    y*  —  2p.r  -  0     par  le  plan     Ax  -^  Pi/  -»-  C:  -h  D  =  0. 

—  078.  —Par    un    point    mener    une    droite    qui    rencontre   en    deux    points    la    courbe      '  "^  J»    V  ^    t  —  l' 


1 

t-h  i 


2ax> 


—  079.   -  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point   sur  les  génératrices  de  la  surface     :        ^,  _^    ,■ 

—  080.  -  Angle  des  droites    yz -j- 2x  +  xy  =  0.    x  +  y -4- =  -  0.  ùo-Cvof-*-» 

x'  I* 

_  081     —  Drterminer  la  normale  i>rincipale  h  la  rourbe        y  -    — •      2  ^  — • 

—  082    —  Montrer  (lue  la  surface    x' -H  y' -h  ;'  ■  ^J^yz       <i'    est  de   révolution.  Déterminer  la  méridienne. 

_  083  _  On  considère  la  surface  z  —  xy  ■+■  y'  Déterminer  les  courbes  tracées  sur  cette  surface  telles  que  le  plan 
osculateur  soit  tangent  à  la  surface. 

—  084  —  Former  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  base  un  cercle  passant  par  trois  points 
donnés,  situés  respectivement  sur  les  axes  de  coordonnées. 

—  085.  —  Trouver  la  surfa.-e  engendrt'e  par  une  droite  sappuyant  sur  les  deux  paraboles  3=0,  y»-  ipx  -=  0; 
2  _  p     _j.i  ^  ^py  -  0,    le  plan  tangent  étant  le  même  aux  points  où  la   Iroite  rencontre  les  deux  paraboles. 

—  086.  —  On  coupe  la  surface  x'  -+-  y"  -♦-  s»  -  a'  par  un  plan  variable  passant  par  la  droite  x-t-y^O,  z  -^  a. 
Lieu  du  centre  de  U  section. 

_  087.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  al)niisées  d'un  point  sur  les  génératrices  reclilignes  de  la  surface 
X  =  M  cos  V,    y  ^  M  sin  v,    z  -  a  sin  2p. 

—  088.  —  Trouver  les  lignes  d'égale  pente  sur  i»  surface,  f  t,  y,  z)  -  0,  le  plan  horizontal  étant  le  plan  des  xy 
Rquation  différentielle  de  la  projection  de  ces  lignes  sur  le  plan  des  xy. 

_  089.  —  Déterminer  n  et  h  de  façon  que  la  tangente  en  tout  point  de  la  courbe  x-  n:\  y  -  6;»  fasse  un 
angle  constant  avec  une  droite  Oxe. 

—  090.  —  On  donne  un  paraboloïdc  de  révolution  d'axe  Or  et  de  sommet  0.  On  demande  la  surface  engendrée  par 
une  dn.ite  v;iri;ible,  narallèle  au  plan  x'V/.  rencontrimt  (»:  et  tangente  au  paraboloide  en  un  point  M.  Lieu  «lu  point  .M. 
Montrer  que  les  deux  surfaces  Sont  tangentes  en  tous  l.s  points  de  ce  lieu. 

—  091.  —  Soit  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques  X  -=  {a  -h  k)  cos  p.  y  ^  [a  —  u)  sin  v,  s  =  M. 
Trouver  les  courbes  de  cette  surface  telles  que  les  plans  osculateurs  soient  tangents  à  la  surface. 

—  092.  -  Déterminer  l'angle  de  la  droite  x  =  :  *^  >.,  y  =  :  et  de  la  sphère  x'  -t-  y*  -+-  3*  -  ?x  -  2y  —  s  =  0, 
X  étant  choisi  de  façon  (|ue  la  droite  rencontre  la  sphère. 

—  093.  —  On  considère  la  courbe  x  3/,  y  '  ^C  s  =  t*.  Mener  à  cette  courbe  des  plans  normaux  par  un  point 
P(a,  ii.vi.  Lieu  du  point  P  pour  que  deux  (ou  trois)  d.-  ces  plans  soient  confondus.  Les  i»lans  normaux  en  M,,  Mi,  Mi  se 
coupent  en  un  point  A.  Cherclier  les  autres  plans  normaux  passant  par  A. 

_  ooi.  —  Lignes  de  pente  constante  sur  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical. 

f' 

—  095.  —  Étudier  la  surface    c'x-oV»'"?.    c'.'/       -6'?  cos?,     :  =  r-'     p  et  ?  étant  des  paramètres    La  surface 

admet-elle  des  génératrices  reclilignes  7 

—  096.  —  On  considère  la  Surface  engchdrée  par  les  tangentea  à  la  courbe  x  =  :',  y  =  L:.  Section  de  la  surface 
par  le  plan     :       h. 

_  097.  —  Trouver  les  lignes  de  plus  grande  pente  de  la  qliadrique  x« -+- Sy* -4-  3s' -  1  =0.  le  plan  xOy  étant 
horizontal. 
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—  098.  —  Lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  à  deux  droites  ûxes  soit  constante. 

—  099.  —  Trouver  les  sommets  de  la  section  de  la  surface  x^  —  y^  -h  z^  =  1     par  le  plan    x  -h  y  —  z  =  0. 

—  100.  —  Déterminer  le  volume  limité  par  la  surface    xz  =  2a(j;  -+-(/  +  s  —  a)    et  les  plans  de  coordonnées. 

—  101.  —  Lieu  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  donné  sur  les  génératrices  de  la  surface    az  —  xy  =  Q. 

<C*  M"  2^ 

—  10*i.  —  Trouver  les  sections  circulaires  de  l'ellipsoïde 1-  —  H =  1,    en  écrivant  que  les  sections  passent 

par  les  points  cycliques. 

—  103.  —  On     donne    deux    droites         x-\-y-hz  — i— 0,         x -h  2y  —  z  —  ^  =  0,  et        2x-+-j/-f-23  =  0, 

x  —  2y-i-Zz  =  0.     Former  l'équation  du  paraboloide  hyperbolique  passant  par  ces   deux  droites  et  dont  l'un  des   plans 

X        y        z 
directeurs  est  perpendiculaire  à  la  droite    —  =  —  =  -  • 

«       ?      r 

—  104.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  à   la  surface    Ax- -f- Bî/' -f- C:' —  1  =0    qui  sont  tangentes   à  la  sphère 
X» -^  y'  -H  2^  _  Ri  ^  0. 

—  105.  —  Lieu  des  pôles  des  plans  parallèles  à  une  droite  donnée  ou  à  un  plan  donné  par  rapport  à  une  qualrique. 

—  106.  —  Lieu  des  ombilics  d'une  famille  de  quadriques  homofocales. 

—  107.    -  On  donne  la  surface    x^  —  y'^  =  2az,    et  la  droite    z  =^  a,    x=^  y.     Un  pla'i  passant  par  la  droite  coupe 
la  surface  suivant  une  conique.  Lieu  des  asymptotes. 

—  108.  —  Déterminer  les  ombilics  de  la  quadrique    2i'-  4-  y'  -t-  2-  -I-  j/3  -t-ïr  -+- X!/  —  (/  +  ^  —  '4  =  0. 

—  109.  —  Condition  pour  ([ue  les  plans  cycliques  d'un  paraboloïJe  soient  rectangulaires. 

—  110.  —  Aire  d'une  section  centrale  de  l'ellipsoïde.  Maximum  de  cette  aire. 

—  111.  —  Lieu  des  points  d'une  quadrique  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires.  Solutions  géométrique  et 
analytique. 

y  s  -2 

—  1 12.  —  Déterminer  les  axes  de  la  section  de  l'ellipsoïde    x^  -\ 1 1  ;=  0    par  le  plan    x  -i-  2i/  —  3z  ^  0. 

—  113.  —  Lieu  de  la  droite  commune  à  deux  plans  perpendiculaires  passant  chacun   par  une  droite  fixe.  Sections 
circulaires  de  la  surface  obtenue. 

—  114.  —  On  donne   la   surface    4x' —  y' =  z    et  la  droite    ::  =  0,    x  =  y.     Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
communes  là  la  droite  et  aux  génératrices  de  la  surface. 

—  115.  —  On  donne  la  quadrique    (x  -t-  2?/  -4-  3:,*  —  (y  —  x)'-  -î-  3x  —  1  =  0     et  le  plan    y  -f-  2z  =  X.     Étudier  la 
nature  de  la  section. 

x^        y-        z- 

—  116.  —  Mener  par  une  droite  donnée  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde   — r+^rr^ r  —  1  =  0.    Condition  pour 

que  ces  plans  soient  perpeniiculaires. 

—  117.  —  Combien  peut-on  mener  de  normales  à  un  ellipsoïde  qui  rencontrent  une  droite  donnée  et  qui  sont  paral- 
lèles à  un  plan  donné  ? 
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Arithmétique,  algèbre  et  trigonométrie  (M.  Gérahu). 

Aritlniiélique. 

11  833.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres. 

—  834.  —  Décomposition  d'un  nombre  entier  en  un  produit  de  facteurs  premiers. 

—  835.  —  Condition  pour  qu'un  nombre  en  divise  un  autre. 

—  836.  —  Réduire  plusieurs  fractions  à  leur  plus  petit  dénominateur  commun. 

—  837.  —  Réduction  d'une  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

—  838.  —  Trouver  une  fraction  décimale  égale  ;ï   une  fraction  ordinaire  donnée.  Condition  nécessaire  et   sufûsante 
pour  qu'une  fraction  ordinaire  soit  égale  à  une  fraction  décimale. 

—  839.  —  Racine  carrée  de  4256  à  une  unité  près. 

—  840.   —  Preuve  par  9  de  la  racine  carrée. 

1  ,2345 

—  841.  —  Calculer  la  racine  carrée  a    près  de    ->     ->     —  •     -r-- 

100     ^  3       7       il       11 

—  842.  —  Limite  supérieure  de  l'erreur  commise    en   calculant    -j-    avec  les  valeurs  approchées     tt  =  3,14     et 

V2=  1,41. 

Alyèbrc. 

—  843.  —  Dans  un  triangle  redangle,  on  donne  la  somme    x  -+-  y  —  a    des  deux  côtés  de  langle  droit  et  la  sommç 
;;  -1-  A  =  &    de  l'hypoténuse  et  de  la  hauteur.  Calculer  les  côtés  et  discuter. 
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—  844.  —  Trouver  trois  nombres  en   progression    géométrique  satisfaisant   aux   deux   équations 

X -(- j/ -H  s  =  a,  X* -h  y* -h  z*  ^  b'. 

—  845.  —  lléàoudre  et  discuter  le  système  a'  -t-  «x  -t-  y  =  0,  </'  -(-  fcx  -»-  y  =  0,  c'-t-  ex  -t-  y  =  0. 

—  84G.  —  Itésoudre    le   système         x  -t-  ay  -h  bez  -i   a'  =  0,         t  -h  by  ->-  eaz  -h  b'  =:  0,        x  -r-cy  -h  abz  -t-  c'  =0, 
sans  employer  les  déterminants. 

—  8'»7.  —  Uéflnition  et  propriétés  des  déterminants. 

—  8^S.   —  \iut  devient  un  déterminant  quand  on  permute  deux  lignes  ou  deux  colonnes? 

—  84î».   —  Discuter  un  système  de  quatre  équations  linéaires  à  trois  inconnues. 

—  850.  —  Calcul  du  nombre  des  combinaisons  de  vi  lettres  p  &  p  ;  formules    C,^  =:  C"',"'' ,     C,',',  =  C^,_,  +  «',^IÎ. 

—  851.  —  Formule  du  binôme  pour  un  exposant  entier  et  positif.    Propriétés  et  somme  des  coefficients;  somme  de 
deux  en  deux,  de  trois  en  trois 

—  852.   —  iiomme  des  cubes  des  »  premiers  nombres  entiers. 

—  853     —  Démontrer  la  continuité  de  lu  fonction  exponentielle.  Limite  de  a^  pour    j  :=  H-  œ  . 

—  854.  —  Définir  la  fonction  logaritlinuque.  Continuité. 

—  855.  —  Démontrer  que  la  série    m,  =  —    est  divergente. 

—  85G.  —  Étudier  la  série    w,  =  nx"  ;    pour    x  —  —'•    limite  supérieure  du  reste  en  s'arrètant  au  second  terme. 

—  857.  —  Étudier  la  série     «„=x"^/n;     pour    ar— —  i     trouver  la  limite  supérieure  de  Terreur  cunuuise  en  s'arrè- 
tant au  terme  Uto. 

—  858.  —  Série  de  Itiemann.  Limite  supérieure  du  reste. 

—  859.  —  Étudier  les  séries      tu  =  «'x",      m,  =  ^- .      m,  = ,     «,  =  (— )       ,       u,  =  coth  n, 

2^"  "  L  cil  n  \  ijj  -t-  1  / 

Ch    ^H                              ch   V  M    -+-  x'"  fn  -H  cb  i/lï 

Un  =    — ^^  '  M,    =;  • ,         U»    = 


sh  V»  ''^  «  -^  •^"  X"  f  sb  s  TT 

—  800.   —  Démontrer  que  e  est  plus  petit  que  3. 

—  801.  —  Dérnée  de  a';  démontrer  que  a»  tend  vers  1  quand  x  tend  vers  zéro. 

—  802.  —  Formule  des  accroissements  finis. 

—  80:{.  —  Démontrer    la    formule     de   Taylor    pour    une     fonction   quelconque.    Application   au    développement   de 
(1  -h  li'f,    limité  aux  trois  premiers  termes. 

—  804.   -    Formule  de  Taylor  pour  une  fonction  de  deux  variables.  Application  à    (x  4-  h)"^^'- 

—  805.  —  Dérivées  première  et  seconde  de  /"im,  c). 

—  806.  —  Dérivée  de    y  =  x  ^   ;     limite  de  cette  dérivée  quand  x  tend  vers  0. 

—  867.  —  Dérivée  de  (sinx)'*'^ 

—  808.   —  Dérivées  première  et  seconde  d'une  fonction  implicite. 

—  809.  —  Dérivée  pur  rapport  à  x  de  la  fonction  y  diilnie  iiar  IVquation    — ^  =  x. 

ch  1/ 

—  870.   —  Variations  des  fontlions      y  — L^l-hx) '—^        y  ^  l(  1  h ) ,        y  =  L  tg»  x -4- cotg  x, 

y  =-  L  tg^  X  -f-  cotg  2x. 

—  871 .  —  En  supposant    i  -h  x  >  0,    dire  dans  qu<  1  cas    (1  -f-  x,-  >  1  ■+-  mx. 

—  872.  —  Développement  en  série  de 

1  —X 

—  873.  —  Appliquer  la  formule  de  .Mac-Laurin  k     I.H  -+-x). 

1  -4    X 

—  874.  —  Développement  en  série  de     L ;     application  au  calcul  de  L3. 

î  —  X 

—  875.  —  Calculer  L2  a   —    près. 

10     '^ 

—  876.  —    Dévelopitemeiit   de    (l-t-x)";    application   à     M —  j  Krreur  commise  en  sarrétanl  au  onzième 

terme. 

—  877.  —  Développement  en  série  de  arc  sin  x;    application   au   calcul   de  arc  sin  —  :  limite   supérieure  «lu  reste 
quand  on  s'arrête  après  le  second  terme. 


—  878.  —  Calculer,  pour    x  —  — .  la  >nleur  de  arc  sin  x  à  1  grade  près. 
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—  879.  —  Limites,  pour  n  infini,  de    l'i ,     "\fo,ii,    v^0,08  ;     le  démontrer. 

/            n-      \"             rL(»-t-1)  1»      ,  " /'         ftïî             ,         Ln 

—  880.  —  Limites,  pour  n  inlini,  de       tg    )  ,    de       ,    de  v  / 'S '      ue     >     de 

\         4ft  -(-  1  /                L        ''"        J  V          2n  -t-  1                     « 
Ln.LlhM. 

—  881.  —  Limites,  pour    x  =  0,    de    <^x-Lx,    sinx.Li.-,    x(Lx/-,     Lx.Lchj. 

—  882.  —  Limites,  pour  n  infini,  de    ch  v'"  ~>-  1  —  cli  \Jlï,    [L(n  -i-  l}p  —  (Lu)*,  <;=•'''  —  «  *^  ". 

—  883.  —  Limites,  pour    x  =^  6,    de     V/— \/  — r >     et  de    y  =  /    'Il  h I  • 

T5in.j7         ▼soie  \          £'  f 

{A  suivi'e.) 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


Concours  de  1922 
Groupe  L 


Mathématiques . 
Première  composition 

2640.  —  On  considère  la  t'amillc  de  sphères  (S),  à  deux  paramètres  À,  i^,  d'équation 

Aajji  •+-  Ba  -t-  CîJt  -(-  D  =  Q, 
A,  B,  C,  D  représentant  les  expressions  ci-dessous  : 

A  =  2a  {y  +  z), 

B  =  —  [x'^-h  y-  +  z^  +  2^zax  —  2  a^  —  A], 
C  =  —  [x^ -\- y^ -^  z^  —  2^2  ax-\-2a^  —  h], 
])=z2a{y-z), 
et  a  et  A  étant  des  constantes  supposées  données  (a  >  0,  A  quelconque). 

lo  Montrer  que  les  sphères  (S)  sont  orthogonales  à  une  sphère  lise  (D)  et  que  le  lieu  géométrique  de  leurs 
centres  est  une  quadrique  (Q). 

2°  Si  on  fait  varier  l'un  des  deux  paramètres  >.,  ;j  seul,  les  sphères  ainsi  obtenues  passent  par  un  même 
cercle  qui  engendre,  lorsqu'on  fait  varier  à  son  tour  le  second  paramètre,  une  surface  (il)  à  laquelle  chaque 
sphère  (S)  est  doublement  tangente.  Deux  quelconques  des  cercles  générateurs  soat-ils  sur  une  même  sphère'/.* 
Peuvent-ils  être  dans  un  même  plan? 

3"  Montrer  que  l'on  peut  obtenir  la  surface  iZ)  à  l'aide  du  moJe  de  génération  que  l'on  vient  de  décrire  en 
partant  d'autres  quadriques  que  la  quadrique  (Oj  —  ayant  les  mêmes  axes  qu'elle  —  et  d'autres  sphères  fixes 
que  la  sphère  (D).  A  combien  de  modes  de  génération  ce  proiédé  peut-il  conduire  ?  Discuter,  suivant  les 
valeurs  de  A,  la  nature  des  quadriques  obtenues,  vi  montrer  que  les  sphères  fixes  correspondantes  sont  ortho- 
gonales deux  à  deux. 

i"  Étudier  sommairement  la  forme  de  la  cutube  d'intersi  <iion  de  la  surface  (S)  par  le  plan  xOy,  suivant 
les  différentes  valeurs  de  A.  Contrôler  la  discussion  algébrique  par  des  considérations  géométriques  résultant 
du  mode  de  génération  de  la  courbe. 

5°  De  quoi  se  comi)ose  le  contour  apparent  de  la  surface  (i;  sur  le  plan  xOy!  Donner  un  régionnemenl 
de  ce  plan  suivant  le  nombre  de  points  réels  de  la  surface  qui  se  projettent  en  un  de  ses  points,  et  en  déduire 
les  (liflërenles  formes  que  peut  prendre  la  surface. 

6"  Les  différents  modes  de  génération,  décrits  au  paragraphe  S",  mettent  en  évidence  plusieurs  séries  de 
cercles  générateurs.  Discuter  leur  réalité.  \  a-t-il,  en  dehors  de  ces  séries,  d'autres  cercles  sur  la  surface  (S)? 

Deuxième  compositkj.n. 

2641.  —  Deux  fils  parfaitement  élastiques  sont  attachés,  chacun  par  une  do  ses  extrémités,  en  deux  points 
diamétralement  opposés  d'une  petite  balle  sphériciue  ;  les  autres  extrémités  de  ces  fils  sont  fixées,  respective- 
ment, en  deux  points  fixes  A  et  A',  situés  sur  une  même  verticale.  On  assimilera  la  balle  à  un  point  matériel 
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de  masse  m  ;  les  masses  dos  fils  seront  suppoiées  n. -ligeables,  ainsi  qui  les  frottements  aux  points  d'attache 
cl  la  résistance  de  l'air.  On  ne  considérera  que  dis  positions  de  la  balle  pouf  lesquelles  les  deuj-  fils  soient  tendus, 
de  sorte  que  ces  fils  seront  toujours  reclilignes.  H  est,  enfin,  entendu  qu'aucun  obstacle  ne  s'oppose  aux  dépla- 
cements do  la  halle  et  des  lils.  cnlie  les  plans  horizontaux  de  A  et  de  A'. 

On  désignera  par  0  le  n)iliou  de  AA  ,  par  Ox  la  demi-verticale  descendante  issue  de  0.  par  Oy  une  demi- 
horizontale  fixe  issue  de  0,  par  A  celui  des  deux  points  fixes  qui  est  sur  Ox,  par  M  une  position  quelconque  de 
la  halle.  On  posera    OA  =  a,     AM  =  p,     A'.M  =  c'..   On  admettra  qu'eu  vertu  de   leur  élasticité,  qui   est  la 

môme  pour  tous  deux,  les  fils  exercent  sur  la  balle  des  forces  mesurées  rcspectivecnenl  par  A-  J^Z-L 
et  A  ' — ^—  ,  k  étant  une  constmle  qui  ne  dépend  que  de  la  nalure  des  fils,  et  c  et  c  étant  les  longueurs 
auxquelles  les  deux  fils  se  réduiraient  respectivement  s'ils  cessaient  d'être  tendus. 

1»  On  supposera,  dans  tout  le  problème,  que  c-+-c'  =  a,  et  qut  la  position  d'équilibre  de  la  balle  est  en  0. 
Quelle  est  la  relation  entre  m,  h,  c,  c' et  l'accélérdlion  </  de  la  pesanteur  qui  traduit  cette  dernière  condition'/ 

2°  Montrer  que  la  balle,  écartée  de  0  et  abandonnée  sans  vitesse  en  un  point  de  AA',  suffisamment 
voisin  de  0,  exécute  des  oscillations  isochrones.  Calculer  c,  c'  et  h  en  fonction  de  a,  m,  tj  et  de  la  lon^'ucur  X 
du  pendule  simple  dont  les  petites  oscillations  seriieiit  isochrones  aux  oscillations  de  la  balle  considérées. 
On  désignera,  s'il  y  a  lieu,  par  T  la  durée  d'une  oscillation  simple  de  ce  pendule. 

30  Soit  F  la  résultanl'!  des  actions  qui  s'exercent  sur  la  balle,  quand  elle  est  placée  eu  un  point  quelconque 
M  du  [îlîin  xOy,  et  soient  x,  y  les  coordonnées  de  ce  point.  .Montrer  que  le  cliamp  des  forces  F  déri»'e  d'une 
fonction  de  forces  U  (;r,  </)  ;  et  que,  si  on  négligri  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  à  2  par  rapport  k 
la  distance  OM,  on  peut  prendre  pour  expcession-  approchée  de  U  {x,  y),  au  voisinage  de  0,  le  polynôme 

Kludier  sommairement  les  courbes  de  niveau  el  les  lignes  de  forces  du  champ,  en  adoptant  cette  valeur 

approchée  de  la  fonction  de  forces,  el  en  supposant    /  =  — ^-^• 

4»  Avec  la  môme  approximation  pour  U  (x,  y),  el  la  même  valeur  pour  a,  étudier  le  mouvement  que 
prend  la  balle,  quand  on  l'abandonne  sans  vitesse  en  un  point  quelconque  x  =p,  y  =q  du  plan  .rUv, 
voisin  de  0. 

î'.o  On  lance   la  balle,  à  partir  de  O,  (Uns  la  dir.'ilion   0//,  avec  la  vitesse     i\  =  ^11  Kg.     De  quel  angle 

maximum  le  lil  supérieur  s'écartera-l-il  de  la  verticale?  —  On  supposera  encore     >.  =  -°>  "  ■  •    Mais  l'approxi- 

4 
malion  admise  pour  U{x,  y)  dans  les  deux  questions  précédentes  cesse  ici  d'être  valable. 

Epure. 

2642.  —  Les  données  sont  rapportées  à  trois  a\.s  rectangulaires  Ox.  0//,  0-  ;  l'origine  0  est  au  centre  de 
la  ftMiille;  l'acte  vertical  0;  est   dirigé  suivant  le  grand  axe  de  la  feuille.  La  ligne  de  terre  comcide  avec  Oy. 

L'unité  de  longiu'ur  est  le  centimètre. 

Ou  donne  un  point  S(û-  =  5,  ./  =  —  4,  a  =  0>  et  un  point  lix  =  5,  i/  =  —  1,  i  =  9).  Un  cône  de 
sommet  S  a  pour  directrice  une  ellip.se  de  centre  I.  située  dans  un  plan  do  bout  perpendiculaire  à  SI  et  dont  la 
projection  hmizonlale  est  un  cercle  de  rayon  3. 

U'autre    part,    on  considère   quatre  points  :  A   .'   =  2,     y  =  2,     -  =6),     B  (x  =  2.     y  —        .  =  12), 

C  (x-  =  il,  (/  =  2,  j  =  J2;,  D  (x  =  2,  1/ =  8,  :  =:  6).  [in  paraboloïde  hyperbolique  passe  |Mir  les  (|uatre 
droites  AU,  ItC,  CD,  DA. 

Construire  l'intersiction  du  cAnc  et  du  parabol(»ïde  hyperbolique. 

Heprésonter  la  portion  de  la  surface  du  paraboloïde  qui  est  extérieure  au  citnr  et  située  en  avant  du  plan 
de  front    a?  =  o,    entre  les  plans  h(uizontaux    i  =  4    et    z  =  14,     euli-e  les  plans  de  profil    y  =  ±.  14. 

Figurer,  |)oiir  chacune  des  courbes  tracées,  la  construction  d'un  point  quelconque  et  de  la  tangente  en  co. 
point,  des  [)oinls  el  des  droites  remaïqiiahlos. 

Kxpliquer  .somiiiairemenl  ces  conslnictions  daii>  une  lé^îonde  écrite  à  l'encre  en  haut  de  la  feuille.  Pour 
nicihi.r  lis  «xplications,  un  pmjrra  placer  quelques  lettres  sur  l'épure. 

l'Iiysique. 

I.  —  26*3.  Au  moyen  d'un  ajtpartMl  do  longueur  lolale  l  fixée  d'avance  ;/ =  SO*"),  on  se  propoM  de 
former  sur  uiu'  plaque  photographique  I'  une  imigc  réelle  d  un  objet  éloigne  de  diamètre  apparent  a. 

Montre.- (jue  ion  peut  arriver  au  résultat  en  ulilisuut  une  U-utille  convergente  F  (dislance  focaloF' suivie 
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d'une  lentille  divergente  /  (distance  focale  —  /)  située  à  une  distance  d  de  la  première  (téléobjccUf).  —  On 

fera  la  construction  géométriquf!  et  on  figurera  le  faisceau  lumineux  provenant 
F  /  de  l'objet  dans  tout  son  trajet  à  travers  le  système.  On  appellera  grandisscment 

I  Y  G  de  l'appareil  le  rapport  entre  les  dimensions  linéaires   de  l'imai^e  fournie 

par  l'appareil  et  les  dimensions  de  l'image  que  donnerait  un  objectif  de  distance 
focale  égale  à  l.  La  distance  focale  F  étant  fixée,  montrer  que  G  est  d'autant 
l ^  plus  grand  que  /  a  une  valeur  plus  faible.  Dans  la  pratique,  le  diamètre  d'ouver- 
ture de  /"est  proportionnel  à  sa  distance  focale;  montrer  alors  géométrique- 
ment que,  si  l'on  veut  obtenir  une  image  d'éclairement  uniforme  pour  un  objet  de  diamètre  apparent 
donné,  on  ne  peut  descendre  pour  f  au-dessous  d'une  certaine  valeur,  et  dans  ces  conditions  G  ne  peut 
dépasser  une  certaine  valeur  maximum. 

lo  On  suppose  que  la  lentille  /  peut  être  construite  de  fai;on  à  donner  des  images  nettes  avec  un  diamètre 
d'ouverture  égal  au  \/"^  de  sa  distance  focale.  On  se  fixe  la  Hisiance  focale  (F  =  10  centimètres)  de  la  lentille 
F  dont  on  suppose  d'abord  le  diamètre  d'ouverture  faible  et  l'on  se  propose,  en  choisissant  convenablement  f, 
de  réaliser  un  grandisscment  aussi  élevé  que  possible  pour  un  objet  de  20  mètres  de  hauteur  situé  à  200  mètres 
de  l'appareil,  l'image  obtenue  sur  la  plaque  ayant  un  éclairement  uniforme. 
Calculer  la  valeur  de  f  et  le  grandisscment  maximum  réalisé. 

2°  On  supposera  maintenant  que  la  lentille  F  (F  =  10  centimètres)  a  un  diamètre  d'ouverture  égal  au 
i/10  de  sa  distance  focale  :  on  demande  de  calculer  le  grandissem'^nt  maximum  réalisable  pour  un  objet  de 
20  mètres  de  hauteur  situé  à  200  mètres  de  l'appareil. 

On  calculera  également  le  rapport  des  éclairements  des  images  fournies  d'une  part  par  l'appareil  ainsi 
réalisé  et  d'autre  part  par  un  objectif  de  distance  focale  30  centimètres,  dont  le  diamètre  d'ouverture  serait 
aussi  égal  au  I./IO  de  sa  distance  focale. 

3°  On  suppose  que  l'on  modifie  la  distance  focale  de  F  tout  en  lui  conservant  un  diamètre  d'ouverture  égal 
au  1/10  de  sa  distance  focale  ;  calculer  le  grandisscment  maximum  en  fonction  de  F  et  faire  la  discussion  : 
à)  dans  le  cas  d'un  objet  de  20  mètres  placé  à  210  mètres; 
b)  dans  le  cas  d'un  objet  de  10  mètres  placé  à  200  mètres. 
A-t-on  intérêt  â  diminuer  la  valeur  de  F  ? 
-  Nota.  —  Dans  tout  le  problème,  on  évitera  les  calculs  inutiles;  on  raisonnera  le  plus  possible  sur  les  con- 
structions géométriques,  en  faisant  les  approximations  légitimes. 

II.  —  Thermomètre  a  mercurr.  —  On  supposera  le  Ihennomètre  construit  et  gradué.  On  décrira  simple- 
ment les  précautions  à  prendre  et  les  corrections  qu'il  y  a  lieu  de  faire  pour  effectuer  la  détermination  précise 
d'une  température. 

A  propos  de  la  correction  de  colonne  émerp'ente,  on  traitera  numériquement  le  cas  suivant.  Le  liquide,  de 
température  .r,  dans  lequel  plonge  le  réservoir  du  thermomètre  affleure  à  la  division  30  degrés,  l'aii  exté- 
rieur a  pour  température  21°,"),  le  thermomètre  indique  8i8'',3  7  ;  calculer  x  et  faire  la  discussion  complète.  Le 
coefficient  a  de  dilatation  apparente  du  mercure  dans  le  verre  sera  pris  égal  à  0,0)0  159  (avec  une  incertitude 
de  3  unités  du  dernier  chiffre  significatif;. 

Groupe  II. 
Mathénialiqves . 
Même  sujet  que  la  deuxième  composition  du  groupe  I. 

Physique. 
L  —  2644.  On  constitue  un  appareil,  analogue  à  un  galvanomètre  à  cadre  mobile,  en  disposant  un  cadre 
carré,  de  côté  a,  formé  de  n  spires  de  fil  conducteur  de  résistance  totale  It,  entre  les  pièces 
polaires  cylindriques  N  et  S  d'un  aimant.  Au  moyen  dun  noyau  cylindrique  de  fer  doux 
intérieur  au  cadre,  on  réalise  dans  l'entrefer  oii  se  déplace  le  cadre  un  champ  magnctique 
constant  H. 

L'évidement  cylindrique  des  pièces  polaires  et  le  noyau  ont  un  axe  commun  00'  autour 
du(iuel  peut  tourner  le  cidre.  Les  deux  pivots  0  et  0'  seront  supposés  sans  frottement;  !•• 
champ  II  est  en  chaiiue  point  perpendiculaire  aux  faces  qui  limitent  l'entrefer,  un  dispositif 
spécial  permet  d'amener  le  courant  dans  le  cadre  sans  introduire  de  couple  de  torsion. 

1°  On  immobilise  le  cadre  et  on  fait  passer  dans  ses  spires  un  courant  d'intensité  î  :  on 
demande  de  calculer  le  moment  C  du  couple  (pii  tend  à  faii-e  tourner  le  cadre. 

Constantes  d(>  lappanMl  :     a  =  4"»  ;     n  =  200;     II  =  1000  gauss  ;     H  =  30  ohms. 


Application  numérique  :    t  =  10-*  ampère. 
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2"  l.c  cadre  est  frrmé  sur  un  circuit  extérieur  de  résistance  r,  un  opérateur  fait  tourner  très  lentement  le 
cadre  d'une  extrémité  à  l'autre  du  champ,  avec  une  vitesse  angulaire  constant»-  oj.  On  demande  de  calculer 
la  force  éleclromolrice  E  induite  dans  le  cadre,  l'intensité  i  du  courant  (lui  passe  dans  le  circuit,  la  valeur 
du  couple  nécessaire  pour  faire  tourner  le  cadre,  lo  travail  fourni  tn  1  seconde  par  l'opérateur.  Que  devient 
l'énergie  fournie  par  l'opérateur? 

Ajiplication  numérinue  :  Calculer  i  pour    r  =  1(t  ohms,    w  =  10  degrés  par  seconde. 

3"  On  suppose  que,  dans  le  circuit  précédent,  on  intercale  une  force  éleclromotrice  E',  de  résistance  inté- 
rieure R'  =  tO  ohms,  disposée  de  façon  à  débiter  un  courant  de  sens  inverse  de  celui  créé  par  la  force  élec- 
tromotrice induite  dans  le  cadre.  Calculer  le  travail  que  devra  dépenser  par  seconde  l'opérateur  pour  faire 
tourner  le  cadre  avec  une  vitesse  angulaire  constante  <o.  (Jue  devient  ce  travail  ? 

Application  numérique  :     E'  =  — -     de  volt,    w  =  20  degrés  par  seconde. 

4»  On  abandonne  le  cadre  à  lui-même:  au  boni  il'un  certain  temps,  sous  l'influence  de  la  force  électro- 
motrice  E'  il  prend  une  vitesse  angulaire  constant»»  "V  que  l'on  demande  de  calculer.  Quelle  est  l'énergie  que 
fournit  par  seconde  la  force  électromotrice  E  quaml  cette  vitesse  angulaire  est  atteinte? 

5»  On  suppose  que,  dans  sa  rotation,  le  cadre  e-;t  soumis  à  tout  instant  à  un  couple  constant  de  moment  t 
(couple  de  frottement,  par  exemple)  qui  s'oppose  au  mouvement.  On  calculera  la  nouvelle  vitesse  angulaire 
o»'  que  prend  le  cadre  sous  l'influence  de  la  force  électromotrice  E'.  Quelle  est  alors  lénergie  fournie  par 
seconde  par  la  pile?  A  quoi  sert  celte  énergie? 

Appli»ation  numérique  :  calculer  m"  pour    e  =  20  imités  C.O.S. 

II. MicHOscoPB.  —  Faire  une  figure,  en  rrat>  ^raxrf^io-,  représentant  les  divers  éléments  optiques  d'un 

microscope  de  grossissement  total  approximativement  égal  k  iJOO  (on  assimilera  l'objectif  et  l'oculaire  à  des 
lentilles  simples).  Sur  cette  figure,  mettre  en  évidence  le  faisceau  total  de  lumière  provenant  d'un  point  de 
l'objet  en  dihors  de  l'axe.  On  indiquera  les  valeur^  numériques  des  différents  éléments  que  l'on  a  admises 
pour  le  tracé  de  la  figure. 

Définition  et  mesure  du  grossissement  de  l'objectif. 

Définition  et  mesure  du  grossissement  total. 

Pouvoir  séparateur. 

Chimie. 

I.  —  L'ammoniaque. 

II.  —   Les  aminés  de  la  série  grasse. 

Scienerx  naturelles . 
Les  métamorphoses  dans  le  règne  animal. 


DEUXIÈME    PARTIE 
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256*2.  —  On  considère  l'pquation  du  second  drrjré  en  j 

f[x)  =  4a?.r-  -  i{x  ■+-  p)(l  -h  a?).r  -H  (a«2«  h-  ,»  -^  ^i  -j-  <)  =  0. 
dans  laquelle    a   et  '^  sont  des  nombres  donnés. 

1"    Montrer  que  ses  racines  sont  toujours  réelles,  quelles  qw  soient  les  valeurs  des   nomhres     s.    3. 
Calculer  ces  racines. 

2"  Déterminer  %  et  'i'  de  façon  que  ces  racines  .soiV»/  égales  en  valeur  absolue. 

3»  Connaissant     a-HP  =  s,     s  étant  un  nombre  donnée  calculer  les  nombres    z    et    ^    de  façon  que  Ui 
racines  de  l'équation  proposée  soient  inverses  l'une  de  l'autre.  Discuter.  Application  numérique  :     i  =  2. 

4»  On  se  donne  «  positif  et  l'on  fait  varier  '^  de  0  d      4-  x  .     A  chaque  valeur  de  ?  correspond  un 
trinôme,     j^  =  /(x),     dont  la  courbe  représentative  des  variations  est  une  parabole  (P)  : 
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a)  Indiquer  la  disposifion  de.  (P)  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  calculer  l'ordonnée 
du  sommet  de  (P)  ; 

b)  Étudier  comment  varient  les  positions  des  points  en  lesquels  Ox  rencontre  (P), 

1.   Le  discriminant  du  trinôme  f(x)  peut  s'écrire  successivement 

(a  H- p)2(l -4- a^)2  —  4a^(a2?2  H_  a2  4- ^2 -H  1), 

(et  -+-  p)«(l  -h  a^)2  _  4a£[(l  -f-  oc?)2  _^.  (a  _  ^^2], 

(l  +  ap)*(a-P)2-4ap(a-p)S 
OU,  enfin  (l  —  ap)2(a  —  jj)^  ; 

on  en  conclut  que  les  racines  sont  toujours  réelles.  Ces  racines  sont 

(a  H-  p)(i  -+-  a3)  dz  (a  -  p)(l  —  a3) 
ou  X    = ,  X.   = 


2p 

2.  Pour  que  ces  racines  soient  égales  en  valeur  absolue,  il  faut  ou  bien  quelles  soient  égales,  ou 
bien  qu'elles  soient  opposées. 

Elles  seront  égales  si     (4  —  ^P)(x  —  P)  =  0,     c'est-à-dire  si  l'on  a  soit    a  =  p,     soit    ap  =  1. 

Elles  seront  opposées  si  leur  somme  est  nulle,  c'esl-à-dire  si  (a  h-  P)([  n-  a^)  =  0  ;  pour  cela,  il 
faut  qu'on  ait  ou  bien     a  =  —  p,     ou  bien     a3  =  —  1 . 


3.  On  doit  avoir    a  -f-  p  =  s,     et    x'x"  =  1,     ou 


=  1 


4ap 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

a^pî  -t-  (a  -t-  ^y  _  2ap  -h  1  =  4a|S, 

ou,  en  remplaçant    «-h^    par  j, 

a2p2_6aP  +  52  +  l  =  0. 
Cette  équation  en   a^  a  ses  racines  réelles  si    8  — s-^  0,     ou  si      |5|  ^  2v/T  ;     nous  suppose- 
rons cette  condition  remplie,  et  nous  obtenons  pour  valeurs  de  ap,     ap  =  .3  rb  s^ti  —  s*. 
Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  résoudre  les  deux  systèmes 

^'>     /a^  =  3-i-v/8-s-.  ^    '     j  ,;3  =  3  -  v/8^:r;^. 

Considérons  d'abord  le  premier  ;  z  et  p  sont  racines  de  l'équation 

z'  —  52  +  3  -f-  /8^^5-  =  0. 

Pour  que  cette  équation  ait  des  racines  réelles,  il  faut  qu'on  ait 

s2  -  4(3  -h  v/8^^7^)  >  0. 

Posons    -Hv^8--i2  =  u,     nous  en  tirons    s^  =  8—u',     et  l'inégalité  devient 

8  —  u«  —  4(3  -^  u)  ^  0,  ou  —  (u  -^  S)"  >  0, 

ce  qui  n'est  jamais  vérifié,  puisque  u  est  positif. 

Donc  le  système  (1)  n'a  pas  de  solutions  réelles. 

Prenons  maintenant  le  système  (II)  ;  a  et  ^  sont  racines  de  l'équation 

:-  —  S3  +  3  —  s/g^T^ï  =  0, 
qui  a  des  racines  réelles  si 

s»  — 4(3— v/8^^^)  ^  0, 

ou,  en  posant  comme  plus  haut    -h  v^8  —  s'^  =  u, 

—  (u  — 2)«>0. 


378  PHYSIgUE  ET  CHIMIE 


On  en  conclut  que  les  valeurs  de  a,  ^  ne  peuvent  ôtre  réelles  que  ei     u  =  -2,     ou    s  =  zt  2,     et 
dans  ce  cas  elles  sont  égales. 

Pour   5  =  2,    on  a    «  =  ^=1,    jJ  ^  jf  ^  [^    et  pour    «=  —  2,    a=p  =  _-l,    x'^x'~—l. 

4.  La  parabole  P  a  son  axe  parallèle  à  Oy  et  sa  concavité  dirigée  vers  les  ij  positifs.  Les  coor- 
données de  son  sonomet  sont 


4i3  •''  4a;i 

Les  points  de  rencontre  de  Ox  et  de  celte  parabole  ont  pour  abscisses 

2a  iâ       ' 

le  premier  est  fixe,  et  la  variation  du  second  est  bien  facile  à  étudier  quand  ?  croît  de  0  }\     -h  »  . 

H.   DEACX,  professeur  à  l'athénée  de  Chimay  (Belgique). 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Baras.  école  d'arts  et  métiers  de  Paris  ;  André  Bbodbao,  Saint-Jean  d'Anpély  ;  L.  Corrri- 
r.îiAL,  à  <Jrenot)le  ;  h  Gavionkt,  à  Belfort  ;  A.  Hctinel,  h  (  annes  ;  G.  Lhéuanne.  lycée  de  Besancon  :  F.  Maisonnet,  lycée 
Cnrnot  ;  Kmiie  l'ECoiKon.a  Aire-sur  Lys  ;  (;.  K.,  à  Paris  .  M.  Kioci.t,  professeur  au  collèRe  de  Beniay  ;  J.  Rot.  à  la  Rochelle; 
Henri  Skuban.  professeur  à  l'école  primaire  supérietire  «le  lioiidarik  (Alger)  ;  Ch.  Simon,  à  iNogent-le-Rotrou. 
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2531. —  Un  pendule  composé  pesant,  fait  d'une  matière  de  <1ensitc  8,  est  constitaé  par  l'ensemble 
rigide  d'une   barre    RD    rectiliqne,    cylindrique,    homogène,  de  longin-ur  1'",  et  d'une  sphère  pleine 

l, .0  homogène  S  dont  le  centre  se  trôner  sur  /<•  prolongement  de  l'ajc  de  la  barre 

i._:;^  C  (voir   la  figure). 

gQ.^'v^  ^e  pendule  peut  osciller  autour  d'un    couteau  C    de  masse   négligeable, 

^v^  fixé  normalement  à  la  barre,  et   dont   l'arête   utile  est   à   20™°   de   l'extrémité 

^A~î'  •S"P<'nc"''c   D    du  pendule.  La  masse  de  la  barre   BD    est  de  800*  ;  on  sup[)o- 

sera  que  cette  masse  est  uniformément  répartie  le  long  de  l'axe  de  la  barre. 

^««C-.oS  La  splière  pleine    S    a  urt  diumètrc   AB    égal  à  0*'"'. 

Dans  les  équations,  on  désignera  par  M  ht  masse  totale  du  pendule, 
par  a  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  iurète  utile  du  couteau  C,  /mr  I  son  moment 
d'inertie  par  rapport  à  cette  même  arête,  fmr  I  la  longueur  C\  et  par  g  rinlen.<iité  de  la  pesan- 
teur    (g  =  i)81   C.O.S.). 

1"  Calculer  la  valeur  en  làlogranimes-foree  de  la  force  hori:<,ntale  V  (juil  faut  appliquer  à 
l'extrémité  inférieure  A  du  pendule  pour  le  maintenir  immotnlet  et  écarté  de  sa  position  verticale 
d'équilil)re  d'un  angle  de  60°. 

2°  On  .'iupprimc  I>rusquement  la  force  F  précédente  ;  le  pendule,  qu'on  suppose  osciller  sans 
frottement,  passe  alors  jHir  sa  position  verticale  d'é(juilitue  avec  une  vitesse  angulaire  de  3,57  radians 
par  seconde  correspondant  à  nue  vitesse  linéaire  V  du  point  \  au  même  instant.  Ln  vue  de  photo- 
graphier  ce  jtcndnie  au  moment  oi'i  il  passe  par  sa  position  verticale  d'étpiilH)re,  on  met  au  point 
sur  le  pendule  un  appareil  jthotographique  dont  on  supposera  l'olyjectif  parfait  au  point  de  vue 
optique  et  ipi'on  assimilera  à  une  lentille  mince  convergente  de  20''"  de  longueur  focale  ;  cet  objectif 
est  placé  fi  4""  du  pendule,  son  axe  optique  est  perpendiculaire  au  plan  d'oscillation  qu'il  coupe  vers 
le  milieu  de  la  j)osititm  verticale  du  pendule.  Trouver  l'équation  qui  donne  en  fonction  de  V  le 
temps  maximum  t  pendant  lequel  l'obturateur  de  l'appareil  photographique  peut  rester  ouvert  au 
moment  du  passage  du  pendule  par  sa  position  verticale  d'équilibre,  pour  obtenir  une  photographie 
nette,   la  tcAérancc  de  netteté  .stn  i  v  im.vqur  étant  d'un  dixième  de  millimètre.  Comment  se  modifie 
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la  netteté  aux  différents  points  de  l'épreuve,  si  l'on  fait  croître  progressivement  le  temps  de  pose  ? 
3°  Calculer  numériquement,  en  unités  C.G.S.,  les  valeurs  de   Y,    t    et   I.  (Pour  le  cas  où  Von 

croirait  en  avoir  besoin,  il  est  rappelé  que  le  moment  d'inertie   d'une   sphère  pleine   homogène   de 

2 

masse  m  et  de  rayon  R,  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres,  a  pour  expression  —■  mR^.) 

3 

(École   centrale,    concouru   de,   1921,    premier  problàme.) 

1.  On  obtient  l'équation  d'équilibre  en  écrivant  que  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  l'axe  G  est  nulle,  ce  qui  donne 

F/cosôO"  =  Masin  60». 
Le  second  membre  est  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  l'axe  C,  du  poids  de  la  tige  et  du 
poids  de  la  boule.  Or  le  poids  de  la  tige  est,  en  kilogrammes,  0,800,  et  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  l'axe  est  de  30'°  ;  le  poids  de  la  boule,  calculé  à  l'aide  de  son  rayon  et  de  sa  densité,  est 
0,905,  et  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  est  de  83^".  L'équation  précédente  donne  alors 

F  X  86  X  ^  =  (0,800  X  30 -h  0,905  X  83)  ^ ,  d'où  F  =  2  kilogrammes-force. 

2.  A  une  vitesse  angulaire  «),  correspond  une  vitesse  linéaire  du  point  A 

V  =  0)1  =  3,57  x86  =  307  cm  par  seconde. 
Or  la  distance  x  de  l'image  A'  du  point  A  à  l'objectif  est  telle  que  l'on  ait 
111  ,.  400 

7-^m=To  ^^"         "  =  -19- 

La  vitesse  du  point   A'  est  donc  19  fois  plus  petite  que  celle  du  point  A  et  cette  image  parcourt 

l  "  ,  ~ 

r—  mm    dans  un  temps  t  tel  que  1  on  ait 
10  f  .  i 

1  1 

—  V<=— -,     d'où     i  =  Qsûc,  00  062. 
19  100 

Le  déplacement  du  pendule  et,  par  conséquent,  le  flou  de  l'image  sont  proportionnels  à  la  distance 

du  point  considéré  au  point  lixe  G.  Ils  sont  aussi  proportionnels  au  temps  de  pose. 

3.  V  et  f  sont  déjà  calculés.  Pour  calculer  I,  appliquons  le  principe  des  forces  vives  au  passage  du 

1 

pendule  par  la  verticale  :  ~â  '^^^  ~  ^^{^  ~  cos  60'»)g'. 

En  unités  G.G.S.,  l'application  numérique  donne 

ix  12,745x1  =  99115  X  (l—  i-W  981,       d'où      1  =  7  0-29  000. 

Il  est  intéressant  de  contrôler  ce  résultat  en  calculant  I  à  l'aide  des  dimensions  et  des  poids  des 
deux  parties  du  pendule.  Le  calcul  donne  7  62i  500,  ce  qui  constitue  une  vérification  satisfaisante. 

L.  SUTRE,  à  Rennes. 


^■""H- 


2532.  —  Dans  une  cuve  profonde  à  mercure,  de  niveau  N  constant,  plonge  une  éprouvette 
cylindrique  verticale  E  ouverte  en  bas,  fermée  en  haut  en  S,  et  de  section  intérieure  constante 
d'aire  égale  à  1"°'^.  De  l'air  sec  est  enfermé  dans  la  partie  supérieure  A  de  l'éprouvette  E  et  son  volume 
«;  est  de  5*""'^  quand  les  deux  niveaux    n    et    N    du  mercure  sont  dans  le  même  plan 

(voir  la  figure).  On  supposera  dans  tout  ce  qui  suit  que  la  température  reste  inva- 
riable, et  que  la  pression  atmosphérique  conserve  la  valeur  constante  de  76"""  de 
-;>        tnrrrure.  On  ne  tiendra  pas  compte  des  phénomènes  capillaires. 
|/  \  On  introduit  alors,  en  outre,  dans  la  chambre  pleine  d'air   A    de  cette  épron- 

WM  vetie,  une  masse  égale  à  0*,007.5  d'un  liquide  volatil,  dont  la  tension  maximum  est 


W/W//. 


de  19°"  de  mercure  et  dont  la  masse  par  centimètre  cube  de  vapeur  saturante  est  de  0*,0009. 
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1°  L'éproiwette  E  étant  maintenue  en  place  (SN  =  5*^),  on  demande  de  calculer  numérique- 
ment la  valeur  de  la  dénivellation,  nN,  qui  s'établit  entre  les  deiur  niveaux  du  mercure  qucaui  l'étal 
d'équilibre  est  atteint. 

2"  Calculer  numériquement  de  combien  il  faut  soulei'er  verticalement  l'éprouvette  E  pour  que 
les  deux  niveaux  n  et  N  du  rjiercure  soient  revenus  dans  le  même  plan  quand  le  nouvel  état  d'équi- 
libre est  atteint. 

.3°  On  soulève  maintenant  cette  éprouveltr  E  d'une  lonaueur  verticale  x  quelconque,  comptée 
à  partir  de  la  position  repr(''sent(5e  par  la  figure.  Le  niveau  intérieur  n  du  mercure  présente  une 
dénivellation  y  par  rapport  au  niveau  extérieur  N  (piand  l'état  d'équilibre  est  atteint.  On  demande 
d'établir  la  relation  ah/ébrique  reliant   x  à  y,    dans  les  deux  cas  suivcmts  : 

a)  la  vapeur  reste  saturante.  Tracer  en  outre  dans  ce  cas  la  courbe  représentant  en  vraie  gran- 
deur les  valeurs  de  y  (ordonnée)  en  jonction  de  x  (abscisse).  Calculer  numériquement  les  valeurs 
de   X   et   y   correspondant  à  la  fin  de  la  salur<dion  : 

P)  la  vapeur  n'est  plus  saturante  (on  admettra  (pie  la  vapeur  non  saturante  obéit  aux  mêmes 
lois  que  les  (jaz  difficilement  licpiéfiables).  Indiquer  en  outre  comment  la  courbe  exprimant  les  varior 
lions  de  y  en  fonction  de  x,  dans  le  cas  actuel,  se  jtlace  par  rapport  à  la  courbe  de  saturation  pré- 
cédente j)r<>l(in(iée  au  delà  de  sa  partie  utile. 

(P.cole    rentrnle,    cnncniirs    de    1921,    second    problème.) 

1.  l'our  que  la  vapeur  reste  saturante,  il  faut  (iiie  son  volume  ne  dépasse  pas    — — —  =  —  cm» 

^         ^         0,0009  3 

Soit  :  la  dénivellation  cherchée,  évidemment  dirigée  vers  le  bas,     o  ■+- :     le  nouveau  volume.  La 
nouvelle  pression  de  l'air  sera 76    et,  si  la  vapeur  reste  saturante,  an  pression  étant  19,  on 

O  — t—  z 

aura 

5 

,.^,  76  +  19  =  76-4-;  ou  z» -f- 62z  —  <»5  =  0. 

La  racine  positive   de  cette  équation  est     :  ^^  1,5.     Dr    5 -+- 1,5  =  G,5  <-;-.     donc  l'hypothèse 

o 

faite  se  trouve  justifiée  et  la  dénivellation  cherchée  est  T",."). 

2.  Soit  X  le  déplacement  de  l'éprouvette.  I.a  nouvelle  pression  de  lair  est    — - — 76     et,  si  la 

5  -h  X 
vapeur  est  encore  saturante,  on  a 

5      _  „ .  5 

-:: 76  -4-  19  =  76,  d'où  x  =  -—  cm. 

.t-\-  X  3 

n  «     ^       20      2r;    ..,       ,, 

Lomme    5  ->--—  =  -—  <  —  •    1  hypothèse  est  encore  justifiée. 

u  <}  .»  ' 

3.  a^    Le  nouveau   volume  est    fi  n- a- —  »/,     la   pression  de  l'air   -:: 76     et  la  pression 

o-h  X  —  y 
totale     76  —  y.     Qiianrl  la  vapeur  est  saturante,  on  a  donc 

5 

76  -4-  19  =  76  —  7, 

b-h  X  —  y  •' 

ou  (57  —  t/)(5  -f-  X  —  y)  =  380. 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont     y  =  57    et     y  =  x  -h  8. 

Les  expériences  précédentes   correspondent,   la  première   au   point     r  =  0    et    y  =  —  1,5,    la 


1  .  " 

seconde  au  poml    x  =  —    et     »/  =  0. 


25 
A  la  fin  de  la  saturation,  on  doit  avoir    5  h- x  —  y=  -;-,    d'où     y— 11,4    et    x=l'i,73;     c'est 
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la  limite  de  l'arc  de  courbe  qui  se  rapporte  au  cas  examine. 

^  25 

P)  Quand  la  vapeur  n'est  plus  saturante,  sa  pression,  qui  est  19  sous  le  volume    —  »     devient 

25 

19     sous  le  volume     ^-i-x  —  y     et  l'équation  prend  la  forme 


3  5-f-x  — V 

"6  -+-  -T77i 19  =  76  —  y 


ou 


5  -H  a?  —  y  3(5  -h  X  —  î/) 

(76-y)(5+a;-y)  =  380^^ 


C'est  une  nouvelle  hyperbole  qui  admet  pour  asymptotes    y  =  76     et    y  =  x  -h  5.     Elle  rencontre 

la  précédente  au  point    x  =  14,73     et     t/  =  11,4,     qui  est  commun  aux  deux  cas  examinés,  et  passe 

au-dessus  au-delà  de  ce  point;  il  est  d'ailleurs  évident  a  priori  que,  si  l'on  soulève  l'éprouvette  quand 

la  vapeur  a  cessé  d'être  saturante,  la  pression  de  cette  vapeur  diminuant,  le  mercure  s'élèvera  plus  que 

si  la  saturation  persistait. 

R.  BARAS;  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris. 

Bonne  solution  de  M.  Shtre,  à  Rennes. 


2533.   —  On  résoudra,  à  propos  de  Veau  oxygénée,  les  problèmes  suivants  : 
.    1°  L'eau  oxygénée  WO^  pure  et  au  maximum  de  concentration  est  un  liquide  dont  la  densité  est 
1,5.  Calculer  le  volume  d'oxygène  gazeux  que  peut  dégager  1  volume  de  cette  eau  oxygénée  liquide. 
2°  Quelle  est  la  chaleur  de  jormation  de  la  molécule  de  Veau  oxygénée  à  partir  de  ses  éléments, 
sachant  que  l'on  a 

H^  +  0  =  H^O  -h  69  000  calories,  IPO%=  H-0  +  0  +  48  500  calories  ? 

3°  On  ajoute  à  cette  eau  oxygénée  pure  100  fois  son  volume  d'eau,  puis  on  provoque  la  décom- 
position en  eau  et  oxygène.  Calculer  l'élévation  de  température  du  liquide  restant  en  admettant  que 
l'oxygène  libéré  n'emporte  aucune  des  calories  dégagées. 

A°  A  100»  d'eau  ordinaire  on  ajoute  2s  d'eau  oxygénée  pure.  Calculer  la  température  de  congé- 
lation, sachant  que  l'abaissement  de  température  que  produirait  1  molécule-gramme  dissoute  dans 
100^  d'eau  serait  18°, 5. 

5°  Une  eau  de  Javel  contient  son  volume  de  chlore  actif.  Quel  poids  d'eau  oxygénée  pure  fau- 
drait-il ajouter  à  1'  de  cette  eau  de  Javel  pour  que  se  produise  exactement  la  réaction  dans  laquelle 
l'eau  de  Javel  et  l'eau  oxygénée  se  décomposent  mutuellement  en  dégageant  le  même  volume  d'oxy- 
gène ? 

{Ecole   centrale,    concours   de   1921.) 

4.  Le  poids  moléculaire    de   l'eau  oxygénée  étant   3i,  le    volume    d'une  molécule-gramme  est 

34 
-T—  cm^     Or,  en  se  décomposant,  cette  molécule-gramme  fournit  un  atome  ou  11  200  cm^  d'oxygène. 
1,5 

Un  centimètre  cube  d'eau  oxygénée  dégagera  donc 

11200x1,5        ...        ,      ,, 

— =  494  cm^     d  oxygène. 

2.  On  a  successivement 

H2  -h  0  =  H^O  +  69  000^=^' 

et  H^O  +  0  =  H^O*  —  48  500'''", 

d'où,  en  appliquant  le  principe  de  l'état  initial  et  de  l'état  final, 

11^  +  0'^  =  H^02  +  69  000  —  48  500. 

La  formation  de  l'eau  oxygénée  à  partir  de  ses  éléments  est  donc  exothermique  et  dégage,  par 

molécule-gramme,  20  500  calories. 
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3.  Considérons  une  molécule  d'eau  oxygénée  :  on  lui  a  ajouté  100  fois  son  volume  d'eau,  c'est-à- 

dire    X  100  cm'    et  elle  laisse  encore,  après    sa  déconiposilion,   18   cm'  d'eau,   soit,  en   tout 

1,5 

h  18  =  2  28o  cm'  ou  grammes  d'eau.  En  enlevant  48  500  calories  à  celte  masse  d'eau,  pour  réla- 

1,5 

blir  la  température  initiale,  on  la  refroidit  de      ^  .^.^    =  ifl°,2.     Celait  lélévatioD  de  température 

ZZnO 

cherchée. 

4.  Les  abaissements  du  point  de  congélation  du  dissolvant  étant,  d'apros  la  loi  de  Raoult,  propor- 
tionnels aux  concentrations  des  dissolutions,  on  a,  en  désignant  par  ,r  l'abaissement  clierclié, 

—  =  1  d  OU  X  =  l",Gy. 

t        ;{4 

5.  Un  lilre  d'eau  de  .lavel  conlient,  d'après  l'énoncé,  un  litre  de  chlore  actif  et,   par  conséquent, 

peut  dégager  l'équivalent,  c'esl-à-dire  500  cm^  d'oxygône.  C'est  presque  exaclemenl  le  volume  que 

dégage  1  cm',  c'est-à-dire  H, 5  d'eau  oxygénée.  Plus  exactement,  pour  avoir  500  cm'  d'oxygène,  il  faut 

500 
un  poids  d'eau  oxygénée  égal  à   -77-7-  x  1,5  =  l^',al8. 

Assez  bonne  solution  de  M.  L.  Sutrb,  à  Rennes. 


QUESTIONS  POSÉES    AUX  EXAMENS   ORAUX  (1922) 
ÉCOLE  CENTRAL!:,  Admissibililé  (Suite). 


215.  —  Les  an'-tes  Oa,  O;^,  Oy  d'un  trièdre  trireclangle  variable  coupent  en  a,  [1,  r  la  sphère  x' -t- y* -f- 2' =  2K5  ; 
montrer  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  s^r  est  un  point  ûxe. 

216.  —  Que  représente  l'équation     —  =  —  H "^ 

X  y         z 

'217 .  —  Cônti  de  sommet  (0,  0,  /»)  ayant  pour  base  de  cercle    3=0,    x'  -H  y'  — 2Rx  =  0. 
2IH.  —  Cône  engendré  par  Oz  en  tournant  autour  de  la  droite    x  =  y  =  z. 

219.  —  Cône  engendré  par  la  droite    y  =  0,    x  =  z    en  tournant  autour  de  l'axe    x  =  y  =  x. 

220.  —  Cône  décrit  par  Ox  en  tournant  autour  de  la  droite  x  =  y,  z  =  0  ;  équation  générale  des  sphères  Inscrites 
dans  ce  cône. 

221.  —  Lieu  de  l'intersection  de  deux  plans  rectangulaires,  pivotant  l'un  autour  de  0;,  l'autre  autour  de  la  droite 
y  _  0,    2  =  mx. 

222.  —  Lieu  tlu  sommet  d'un  angle  droit  situé   dans   un   plan  parallèle  à  xOy  et  dont   les  côtés  sont  tangents  k  la 

^                                                                 X*         (/'         :" 
sphère    x'  -4-  y'  -+-  •'  =  r'.    Même  question  pour     — —  -t-  -: 1 1  =  0;    ce  lieu  peut  il  être  une  sphère  '.* 

r  '  a*  b'  c' 

223.  —  Ombre  au  flambeau  de  la  sphère    x'  -♦-  y'  -(-  3*  =  2K:    sur  le  plan  xO//  ;  foyer  et  directrice. 

224.  —  Lieu  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  xy  et  assujettie  à  rencontrer  0:  et  la  courbe  x' -+-  y' -t-  3'  ^  a', 
X*  -^  y*  —  ay  =  0. 

225.  —  Surface,  lieu  d'une  parallèle  au  plan  '/•*;.  assujettie  à  rencontrer  les  courbes  y  =  x*.  z  =  x*  et 
y  =  x'  -♦-  4,    z  —  X*  -f  12x. 

Géométrie  et  Géométrie  desoriptive  (.M.M.  Michel  et  Tiiviiait  . 

Géométrie. 
22((.  —  Construire  le  segment  capable  d'un  angle  donné. 

227.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  fixe  A  sur  ce  cercle.  Ce  point  est  le  sommet  d'un  triangle  inscrit  dont  l'angle 
en  .\  reste  constant.  Lieu  des  points  de  concours  des  méli.mes  et  dei*  hauteurs  i|uand  l'angle  A  se  déplace. 

228.  —  fitant  donné  un  triangle  ABC.  on  considère  un  jinint  .M  variable  sur  BC  ;  on  décrit  le  cercle  passant  par  .M  et 
t^ingent  à  AU  au  point  B,  ainsi  (|iie  le  cercle  passant  par  M  rt  langent  à  AC  an  point  C.  Lieu  du  point  1'  d'intersection  des 
deux  cercles.  Démontrer  (|ue  la  droite  l'.M  passe  par  un  point  fl.\e. 

229  —  On  donne  sur  une  droite  deux  couples  de  points  A  et  B,  C  et  D  ;  déterminer  un  couple  de  points  conjugués  à 
la  fols  par  rapport  à  A  et  B  et  C  et  It . 
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230.  —  On  donne  trois  droites  concourantes  ;  démontrer  que  les  segments  déterminés  par  ces  trois  droites  sur  deux 
droites  parallèles  sont  proportionnels. 

231.  —  Homothétie  ;  cas  de  deux  cercles,  cercles  extérieurs,  cercles  intérieurs. 

232.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  x'x,  y'y,   un  point  A   et  un  point  0  ;  mener  par  le   point  A  une  sécante 

MAM'  telle  que  le  rapport  — ^,  =  k. 

233.  —  On  donne  deux  cercles  sécants  0  et  C  ;  soit  A  un  point  commun  à  ces  deux  cercles.  Mener  par  ce  point  une 

MA 
sécante  MAM'  telle  que  le  rapport  des  segments  interceptés      —,  =  k. 

234.  —  Faire  passer  par  deux  points  A  et  B  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné. 

235.  —  On  donne  un  cercle  et  deux  points  A  et  B  ;  construire  un  cercle  passant  par  A  et  B  et  tel  que  la  corde  MN 
commune  aux  deux  cercles  ait  une  longueur  donnée  l. 

236.  —  Par  un  point  mener  un  cercle  orthogonal  à  deux  cercles  donnés. 

237.  —  Circonférence  passant  par  deux  points  A  et  B  et  coupant  deux  circonférences  0  et  0'  sous  des  angles  égaux. 

238.  —  Construire  un  triangle  connaissant  les  longueurs  de  deux  des  deux  côtés  et  de  la  bissectrice  relative  au  troi- 
sième côté. 

239.  —  On  donne  un  point  A  et  une  droite  A,  un  point  A'  et  une  droite  A'.  Peut-on  déterminer  un  cercle  tel  que  A 
soit  la  polaire  de  A,  A'  la  polaire  de  A'  par  rapport  à  ce  cercle  ?  Discussion.  On  donne  maintenant  A,  A'  et  a  ;  comment 
faut-il  choisir  a'  pour  que  cette  droite  soit  la  polaire  de  A'  par  rapport  à  un  cercle  tel  que  A  soit  la  polaire  de  A  par 
rapport  à  ce  cercle  ? 

240.  —  Circonférence  passant  par  un  point  et  tangente  à  deux  circonférences  données. 

241.  —  Inversion,  définition,  propriétés  ;  théorème  de  Ptolémée. 

242.  —  On  donne  dans  le  plan  un  angle  xOy  et  un  point  A,  à  l'intérieur  de  cet  angle.  Mener  par  A  une  droite  coupant 
Ox  en  P,  Oy  en  Q  et  telle  que  AP  x  AQ  =  k. 

243.  —  Mener  par  une  droite  AB  un  plan  coupant  deux  plans  donnés  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

244.  —  On  donne  un  plan  P,  un  angle  xOy  dans  ce  plan  et  un  point  I  hors  du  plan.  On  projette  le  point  1  en  I'  sur 
le  plan  P  :  mener  par  1'  une  droite  qui  rencontre  Ox  en  P,  Oy  en  Q  telle  que  PQ  soit  vue  du  point  1  sous  un  angle  droit. 

245.  —  Trièdres  supplémentaires. 

246.  —  Lieu  des  points  d'où  on  peut  circonscrire  à  deux  sphères  données  des  cônes  égaux.  Même  question  pour  trois 
sphères. 

247.  —  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

248.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  deux  points  et  tangentes  à  un  plan. 

249.  —  Homothétie  ;  définition  ;  trouver  la  figure  homothétique  d'une  droite,  puis  d'un  cône.  Démontrer  que  deux 
cônes  S  et  S'  sont  homothétiques  quand  ils  dérivent  l'un  de  l'autre  par  translation. 

250.  —  Démontrer  qu'une  figure  qui  admet  un  plan  de  symétrie  et  un  centre  de  symétrie  situé  dans  ce  plan,  admet 
un  axe  de  symétrie. 

251.  —  Construire  une  sphère  passant  par  l'intersection  de  deux  sphères  données  et  tangente  à  une  droite  donnée. 

252.  —  Projection  stéréographique. 

253.  —  Déterminer  deux  cônes  de  révolution  égaux,  dont  on  connaît  les  axes  et  les  sommets,  de  façon  qu'ils  soient 
tangents. 

254.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  ellipse. 

255.  —  Démontrer  que  dans  une  ellipse  les  distances  des  foyers  à  une  tangente  ont  un  produit  constant  FH.  F'H'  =  b\ 
Réciproquement,  étant  donnés  deux  points  fixei  F  et  F'  et  une  droite  variable  T,  si  le  produit  des  distances  des  deux  points 
fixes  h  la  droite  est  constant,  cette  droite  enveloppe  une  ellipse  dont  on  demande  de  déterminer  les  éléments. 

256.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes. 

257.  —  On  considère  un  point  C  variable  sur  une  circonférence  de  diamôtre  AB  ;  soient  R  le  point  de  rencontre  des 
tangentes  en  B  et  C,  CD  la  perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  AB  ;  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  AR  et  de  CD. 

258.  —  On  donne  une  droite  AA'  et  un  point  fixe  0  sur  cette  droite.  On  élève  les  perpendiculaires  à  AA'  en  ses 
extrémités  ;  lieu  de  la  projection  M  du  point  0  sur  la  droite  PP'  interceptée  par  un  angle  droit  de  sommet  0  sur  les  deux 
perpendiculaires  ci-dessus. 

259.  —  Déterminer  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote  et  trois  points. 

2B0.  —  Mener  par  un  point  A  les  tangentes  <à  une  hyperbole  définie  par  les  asymptotes  et  un  point  B. 

261.  —  Lieu  des  points  équidistants  d'une  droite  et  d'un  cercle. 

262.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  M  ;  on  joint  le  point  M  à  un  point  P  variable  sur  D  ;  lieu  du  point  d'in- 
tersection Q  des  perpendiculaires  à  D  en  P  et  à  MP  en  M. 

263.  —  Construire  une  parabole  connaissant  un  point,  une  tangente  et  le  foyer.  Construire  une  parabole  connaissant 
l'axe,  une  tangente  et  un  point. 

264.  —  Construire  une  parabole  connaissant  :  1«  l'axe  et  deux  points  A  et  B  ;  2»  l'axe,  un  point  A  et  la  tangente  en  ce 
point. 

265.  —  Construire  une  parabole  connaissant  quatre  points. 

266.  —  On  donne  deux  paraboles  dont  les  axes  sont  parallèles  ;  leur  mener  une  tangente  commune. 
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267.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites.   Application  :  déterminer  une  parabole  connaissaDt 
quatre  tangentes.   Démontrer  le  théorème  de  Simsoii. 

208.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  dont  on  lonnail  le  fojer  et  une  tangente. 

209.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  poui   foyer  un  point  tixe  F  et  dont  la  directrice  passe  par  un  point  fixe  A. 

270.  —  Lieu  géométrique  des  points  dont  les  distancs  à  une  droite  ûxe  et  à  un  point  lixe  ont  un  rapport  constant. 

27 1 .  —  Déterminer  une  conique  connaissant  les  deux  foyers  et  une  tangente. 

272.  —  Lieu  du  centre  des  coniques  dont  on  connaît  un  foyer,  une  tangente  et  la  longueur  26  du  petit  axe. 

273.  —  Déterminer  une  conique  connaissant  deux  t-m^enteset  le  cercle  principal. 

274.  —  (Construire  une  conique  connaissant  deux  soinmets  et  un  point. 

275.  —  Soient  trois  points,  A,  U,  C,  et  une  droite  D  ;  déterminer  une  conique  passant  par  les  trois  points  et  admettant 
pour  directrice  la  droite  I». 

270.  —  Théorème  de  Dandelin.  {A  suivre.) 

»>« 

IXULl*:  SUPÉRIEUR!:  DE   LA   .MÉTALLUR(JIE  ET  DE  L  INDUSTRIE   DES   MINES  DE  NANCY. 

Concours  de  1G22. 

Alij' hre  cl  imalijse. 

2645      -  On  considère  la  Ibnclion  z  de  la  variable  t  : 

z  =  c'  ~  a  {I  -ht)  ; 
a  est  le  paramètre,  constant  pour  cliaciiie  fonction  -,  mais  pouvant  varior  de  l'infini  négatif  à  l'infini  positif. 

1"  itudier  pour  les  di  tic  rentes  valeurs  de  a  les  racines  de  ré<iualion  2  =  0;  indiquer  la  forme  des  courbes 
qui  représentent  :  en  fonction  de  i. 

2°  On  considère  le  poitil  .M  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y  sont  données  par  les  équations 

x'  =  ct,  yl  =  r>  -  (l -i-  i). 

Tracer  la  courbe  lieu  du  point  M. 

3»  On  considère  la  branche  de  celle  courbe  correspondant  aux  valeurs  de  t  qui  vont  de  0  à  riiifini  positif. 
L'ordonnée  y  <l  un  point  de  celte  branche  est  développalde  en  série  entière  de  la  variable  t,  on  l'admettra  :   soit 

_(/  =  o<  -H  />(-  -(-  ci  -+-  di^  -4-  . . . 
(Calculer  les  quatre  premiers  coefficients  du  développement. 

4"  Calculer  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  courbe  situe  au  dessus  de  Ox  correspondant  aux  valeurs  de  t 
comprises  entre  0  et  t/2.  l'a.xc  des  x  et  l'ordoimée  du  point  t  =  1/2. 

Montrer  que  le  développement  en  série,  limite  aux  trois  premiers  termes,  peut  fournir  celte  valeur  numé- 
ri(iue  à  1/100  près.  On  admettra  simplement  que  les  coetficienls  a,  b,  c,  d,. . .  vont  en  décroissant. 

(iéom('trir  analytique. 

2646.  —  On  considère  le  point  M  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  définies  par  les  relations 

X  =  a  .  fus  t,  y  z=  a  .  sin  l,  i  ^  a  .  e'"', 

a  étant  une  longueur  donnée,  vi  un  nombie  i)Osilif  donné,  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  /  un  paramètre 
variable.  ,     . 

1»  Kxaniiner  la  forme  de  la  courbe  C  décrite  par  le  point  .M;  en  indiquer  un  tracé  dans  l'espace. 

2»  La  lanjrente  à  la  courbe    C.  et  la  parallèle  à  (»j  menée  par  .M   percent  le  plan  xOy  en  deux  points  Tel  P. 

Déterminer  le  lieu  du  point  T  et  examiner  comment  varie  le  triangle  P.MT. 

W"  La  parallèle  menée  par  l'origine  à  la  tangente  .MT  engendre  un  cOne  ;  indiquer  d'a|)rès  la  2'  partie  et 
par  une  figure  la  forme  de  ce  cc'ine  ;  en  déduire  qu'il  existe  une  infinité  de  tangentes  réelles  .MT  parallèles  à  un 
plan  U  dotme  :     -  =  uj»  -h  vy 

40  Les  tangentes  Ml"  parallèles  au  plan  (J  sont  sur  une  surface  algébrique  réglée  S,  admellaol  le  plan  Q 
comme  plan  directeur.  Former  ré(iuation  cartésienne  de  celle  surface. 

Kxaminer,  en  utilisant  l'éiiuation  de  la  surface  ou  bien  les  équations  des  génératrices,  comment  la  surface 
S  coupe  le  plan  xOy  et  le  cylindre  de  révolution  d'axe  O;  sur  lequel  est  tracée  la  courbe  C;  en  déduire  une 
génération  simple  de  la  surface  S.  en  parlant  de  riiitersection   avec  le  cylindre. 

Mi'cimiijue. 

2647.  —  Un  élément  matériel  M  de  niasse  égale  à  l'unité  est  abandonné  sans  vitesse  initiale  sur  la  ligne 
de  plus  grande  pente  A  OA  d'un  plan  incliné,  à  une  dislance  OA  =  a  du  point  0.  au- 
dessous  de  ce  point  et  au-dessus  du  plan. 

L'élément  .M  se  déplace  sou>  l'inlluence  d'un  champ  de  forces  qui  est  la  somme  d'une 
composante  verticale  et  d'une  composante  lioriztmlale  :  la  composante  verticale  évaluée  sur 
la  verticale  descendante  Oz  a  [miii'  inlensite  m^z,  z  étant  la  cote  de  .M  sur  U-  ;  la  composante 
horizontale  rencontre  <)i,  elle  indi(|ue  une  attraction  par  Os  cl  son  intensité  est  la  dislance 
de  M  à  Or. 

1°  Déterminer  le  mouvement  de  M  sur  le  plan  incliné. 

2"  Calculer  la  pression  de  .M  Mir  le  plan  ;  examiner  s'il  quille  cet  appui  et  trouver  le 
mouvement  ultérieur. 

On  néglige  le  frottement  et  on  désigne  par  0  l'angle  aigu  des  deux  droites  OA,  Ci. 
■ •♦• 

Imphoicri*  ComU-Jacquel.  —  Uar-ls  Duc  ^*  Hédaclcur-Géranl  :    II.  VUIRERT. 
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PREMIÈRE   PARTIE 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


On  donne  une  conique  ayant  pour  équatioi  en  coordonnées  polaires 

r    =  P 

^        1  -h  e  cos  10  ' 
et  un  point  Pj,  ayant  pour  coordonnées  polaires  w^,  o^  el  non  situé  sur  la  courbe. 

1°  Déterminer  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point  Pq,  Discuter  la 
réalité  de  ces  points. 

2°  Former  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact. 

3»  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  P^  pour  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  soient  rectangulaires  ? 

La  conique  donnée  a  un  foyer  au  pôle  0  et  son  axe  focal  coïncide  avec  l'axe  polaire;  on  peut 
toujours  choisir  le  sens  positif  de  l'axe  polaire  de  façon  que  p  et  e  soient  positifs.  Dans  ces  conditions 
e  est  l'excentricité  et/?  le  paramètre. 

{«Soit  a  l'angle  polaire  d'un  des  points  de  contact  cherchés;  le  rayon  vecteur  correspondant  r  a 

p 

pour  valeur    r  = >    et  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation 

1  -T-  e  cos  a 

—  =-COS{to-  «)-^(^-j    Sin(a)-a), 

/l  \'  4 

(  —  I    désignant,  selon  l'usage,  la  dérivée  de    —   par  rapport  à  w  pour    oj  =  a. 


Comme 


P  P 

,   1  \'  e  sin  w  /  1  \'  esin  a 

on  a  I  —      = et  — 

p  /  p  \  r 


Par  suite,  l'équation  de  la  tangente  s'écrit 

1  1  +  e  cos  a  e  sin  a    .    ^ 

—  =  cos  (co  —  a) sin  (w  —  a), 

P  P  P 

i          cos  (o)  —  a)         e  . 

ou  —  = 1 [cos  a  cos  (eu —  a)  —  Sin  x  sm  (w  —  a)J, 

P  P  P 

l          cos  (w  —  a)         e 
ou  enfm  T  = h-coso). 


Écrivons  que  celte  tangente  passe  par  le  point  P^;  nous  avons 
et  cette  équation  détermine  «. 


1  cos  (<0g  —  a)         e 

— 1 cos  w,„ 

p,.  V  V 


Nous  en  tirons  ^os  (eu,  —  a)  =  —  —  e  cos 

ro 
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Pour  que  celle  équation  ait  des  solutions,  il  faut  que  le  second  membre  soil  plus  petit  que  1  en 
valeur  absolue.  Supposons  celle  condition  remplie  el  soit  ?  un  angle  quelconque  ayant  pour  cosinus  la 

quanlilé ecosw,,;     l'équation  devient  alors 

C0S(3(  —  '-ol  =  cos  ?. 

et  nous  en  tirons 

2  —  '.)„  =  '2k-  dz  p,  ou  a  =  iA-7:  H-  «..„  ±  ?. 

Nous  obtenons  ainsi  deux  valeurs  de   a,   ii  un  multiple  pn-s  de  2r,    et  par  suite  deux  points  de 
contact. 

Discussion-  —  l'our  que  ces  points  existent,  il  faut  qu'on  ail 

E 
h 

fi  r>r\ti  t.,    4 

(1) 


.  P 

—  i  "<  -; c  cos  w«  <  -h  1 , 

OU 

«  cos  M„  —  11  C  cos  t'>o  -+-  i 


V  r,  P 

11  s"aj,'il  d'interpréter  géométriquement  celle  double  inégalité. 

«  cos  ».»,  -f-  I 
Kemarquons  que    — —    est  l'inverse  du   rayon  vecteur  du  point    P,   de    la  conique  qui 

correspond  ù  l'angle  polaire     w  =  w,,,     et    ^ — est  l'inverse  changé  de  signe  du  rayon  vecteur 

du  point  V,  de  la  conique  qui  correspond  à  l'angle  polaire    lu  =  io„  -+-  z. 

Posons    UPi  =  0,,     oi's  =  %»     en  prenatit  comme  sens  positif  de  ces  deux  vecteurs  la  demi-droite 
w  =  u}„;     nous  avons 

e  cos  M„  4-11  e  cos  <•)„  —  1  I 


1 

—  » 

?l 

1       1 

—  >  — 

P<               P2 

1 

1       . 

i'^ 

/u 

pi 


Ceci  nous  montre  que 
(2) 
et  les  inégalités  (I)  peuvent  s'écrire 


ou 

11  11 

<  0,  <  0, 

'-  P»  ?o  pi 

ou  encore 

(3)  (Pn  -  P:)?o?i  <  0,  (?,  -  ?,)p„p,  <  0. 

liemarquoris  aussi  (jue  b>s  points  ,P,   et   1*.     sont  les  points  de  rencontre  de  la  conique  avec  la 
droite  01',,.  et  que  l'on  a     {)î\  =  -.„,     le  sens  positif  étant  aussi  celui  de  la  demi-droite  u'„. 

pREMiBH  CAS.  —  Supposons  qui'  les  poinls  1',  et  \\  soient  de  part  et  d'autn;  du  poml  0  (/i'^.  1). 
Cela  arrive  toujours  si  la  conique  est  une  »Mlipse  ou  une  parabole;  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  il 
faut  supposer  que  P,  el  P,  sont  sur  la  ra(^me  branche  de  courbe. 
'  Dans  ces  conditions   p,  et  p^    sont  de  signes  contraires,  et  l'inégalité  (2)  montre  que 

-^0  pi  est  positif  et  pj  négatif. 

Alors  les  inégalités  (3)  deviennent 

(Po  —  y:)?»  >  0,  (p,  —  p„)po  ^  «». 

^^^-  '  l-a  première  exprime  que  p,  est  extérieur  à  l'iotervalle  (0,  pi\  c'est-à-dire  que  P,  est 

extérieur  au  segm.nl  (tP,;  la  deuxième  que  p^  est  extérieur  à  l'intervalle  (0,  p,),  ou  que  P„  est  extérieur 
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Fig.  1. 


au  segment  OP,.   Pour  que  les  deux  inégalités  soient  vérifiées,  il  faut  que   P^  soit  extérieur  au  segment 
P,Po,  ou  que  Pq  soit  extérieur  à  la  conique. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  les  points  P,  et  P.,  soient  d'un  même  côté  du  point  0, 
Cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  conique  est  une  hyperbole  et  si  les  points  Pj  et  Pj  sont  sur  des 
branches  différentes  de  la  courbe. 

Alors  pi  et  p2  sont  de  même  signe.  Supposons-les  d'abord  positifs  :  l'inégalité  (2) 
nous  donne     pi  •<  p^     et  nous  avons  la  figure  (2). 
Les  inégalités  (3)  deviennent 

(?0  —  P2)Po  <    0,  (p,  —  Po)   Po    <   0. 

La  première  exprime  que  P„  est  sur  le  segncient  OP.^  et  la  seconde  que  P^  est  exté- 
rieur au  segment  OP, .  Par  suite,  le  point  P^  doit  être  situé  sur  le  segment  PjP^. 
Si  pi  et  0-2  sont  négatifs,  on  a   |  pi  |  >  |  p2  |    et  la  ligure  3;  les  inégalités 

(PO-P2)?0>0,  (p.   —  P«)?«>0 

expriment  que  P^  est  encore  sur  le  segment  P,?,, 

Ceci  veut  dire  que  le  point  Po  est  extérieur  à  l'hyperbole. 
2»  Remarquons  d'abord  que,  pour  que  les  deux  équations 

a  ces  w  -f-  6  sin  w  -t-  c  =  0,  a'  cos  w  ^-  b'  sin  w  h-  c'  =  0 

aient  mêmes  racines,  il  faut  et  il  suflil  que  les  coedicienls  soient  proportionnels,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(4) 


Fig.  3. 


abc 
a'         b'        c' 

En  effet,  les  racines  de  la  première  équation  sont  les  arcs  dont  les  extrémités  sur  le  cercle  trioono- 
métrique  sont  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite  ax  -\-  by  -\-  c  =  0 .  Par  suite,  pour 
que  les  équations  aient  mêmes  racines,  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux  droites 

ax  -H  iy  H-  c  =  0,  a'x  +  b'y  -\-  c'  =  0 

soient  confondues,  ce  qui  donne  les  relations  (4). 

Cela  posé,  nous  avons  vu  que  les  angles  polaires  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  P„  à  la  conique  sont  les  valeurs  de   a   qui  vériûent  l'équation 

P 


(5) 


cos  (Wy  —  a)  = 


po 


e  cos  Wq, 


ou,  en  développant  et  en  remplaçant  a  par  w, 

(6)  Po  cos  Wy  cos  u>  H-  Pj  sin  w^  sin  w  -|-  e  p^,  cos  w„  —  ;j  =  0, 

1 

D'autre  part,  soit    —  =  a  cos  oj  -t-  b  sin  (•>     l'équation  de  la  droite  passant  par  les  points  de  contact 

o 

Cette  droite  rencontre  la  conique  en  deux  points  dont  les  w  sont  donnés  par  l'équation 

1  -4-  ecos'u) 


=  a  cos  (>> 


b  sin 


ou 

(7)  {ap  —  e)  cos  i>i-\-  bp  sin  oj  —  1  =  0. 

Ecrivons  que  les  équations  (6)  et  (7)  ont  mêmes  racines  ;  nous  avons 

ap  —  e  bp  —  4 


d'où  nous  tirons 


Pi,  cos  a)„         pg  sin  a»9 
(e^  —  i)Pi)  cos  w„  —  pe 


eo,,  cos  w. 


b  = 


-p 
iPo  sinwg 


/>(epo  cos  %  —  P) 


p[ep^  cos  wo  —  P) 
par  suite,  l'équation  de  la  corde  des  contacts  est 

1    _   [{e- — l)poCosw„  —  pe]  cos  oj  —  p^  sin  a)„  sin  lo 

P  p(ep„  cos  Wq  —  p) 
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Dans  le  cas  particulier  oii    ep^  cos  oj„  —  p  =  U,     cette  droite  passe  par  le  pôle,  et  son  équation  devient 

(««  —  i)Oy  cos  oj   —  pe  - 

Ijî  tu  = '-:-^ î—  =  COt  w,„  OU  w  =  io„  -h— .  • 

Po  s>n  *^o  - 

Ceci  était  à  prévoir,  car  la  condition    eppCosoj,,  — p  =  0,     ou     ,:„cos%  =  —,    exprime  que  le 

point  \\  est  sur  la  directrice  relative  au  foyer  0,  c'est-à-dire  sur  la  polaire  de  ce  point;  par  suite,  la 

polaire  de  \\  passe  par  le  point  0  et  est  perpendiculaire  à  OPo- 

3°  Les  tangentes  menées  du  point  P»  à  la  conique  ont  pour  équations 

\          cos  (oj  —  a,)         e                           {           cos  (w  —  aj)        e 
_   =  i 1 cos  (o,  —  = 1 cos  UJ, 

?  p  p  }  p  p 

ou 

K         cos  w  (cos  a,  H-  e)  -H  sin  »o  sin  ii  \    _   cos  uj  (cos  !<  h-  g)  -4-  sin  (o  sin  a^ 

7  ~  p  *         ?  p 

a,  et  «2  étant  les  racines  de  léquation  (5) 

Pour  que  ces  droites  soient  perpendiculaires,  il  faut  qu'on  ail 

(cos  I,  -4-  e)(cos  ij  -I-  c)  -H  sin  r^  sin  a,  =  0. 
ou 

cos  (a,  —  ij)  -h  e(C0S  a,  -h  COS  ïj)  -h  6*  =  0. 

Or,  nous  avons  trouvé  plus  haut 

a,   =  oj,,  -f-  i,  aj  =  lu,  —  P, 

,           V 
P  étant  dt'lini  par  la  relation     cos  'p  = e  Cu>  w„- 

La  condition  de  perpcndicularité  s'écrit  alors 

cos2  ^  -h  <?  1  cos  (cu„  -H  i)    \-  cos  (cj„  —  p)]  -I-  c=  =  0 

ou  enfin 

2  cos'  fi  —  1  -h  iie  cos  w,,  cos  ^  -h  e"  =  0. 

Remplaçons  cos  ^  par  sa  valeur  ;  nous  obtenons 

2[-^^ —  e  cos(uj  -h  2e  cos  %  I- e  cos  u,A  -jf-e"^  —  i  =0, 

ou 

V  __2p«cosu|^  ^  e:  _  i  =  0, 

po  Po 

ou 

(c»  —  1  )p»  —  2pffp„  cos  «.»u  -+-  2p-  =  0 , 

C'ost  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polairos:  si  nous  passons  en  rectilignes  l'équation  devient 

(gî  _  \  )(.r»  -H  rf  )  —  '2pe.r  H-  2p*  =  0. 

Pou,-    «:_  i  :^  0,     celte  équation  représonl.>  lo  cercle  de  Monge;  pour    e  =  {,     la  courbe  est  une 

parabole  et  le  lieu  est  la  directrice     x  =  p.  '■•  P- 


écum:  \()UM\i,i:  ^i  im:iui;i  kk  ki  lioi  usi:s  dk  licence 


Concours  de  1021  (Suite). 


2549  —  Dans  un  plan  vertical  II  on  donne  un  cercle  y,  de  centre  G  et  de  rayon  a.  Soit  0  le  point  le 
plus  bas  de  c(  cercle,  xOx  la  tangente  en  ce  point,  O7  la  verticale  ascendante  de  0.  Une  demi-droite  \u 
S''  meut  dans  te  plan  II;  son  origine  A  décrit  la  demi-droite  Ox,  An  est  au-dessus  de  x'x,  et  reste  tangente 
au  cercle  y-  ^oit  M  le  point  de  contact. 
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Le  mouvement  se  fait  de  manière  que  le  rayon  CM  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante,  égale  à 
l  ;  à,l' instant     t  =  0,     la  demi-droite  Au  est  confondue  avec  Ox. 

1°  Calculer,  dans  le  système  d'ares  xOy,  les  coordoyinées  de  la  position  occupée,  à  un  instant  t  quel- 
conque, par  le  point  P  de  Au  qui  est  à  la  distance  constante     h  =  AP    de  A. 

2"  A  chaque  instant  t,  il  y  a  un  de  ces  points  P  dont  la- vitesse  est  verticale  :  soit  m  la  valeur  du  rapport 
—-,  relative  à  ce  point.  Etudier  les  variations  de  m,  considérée  comme  fonction  de  t  et  les  représenter  par 
une  courbe. 

S"  Construire  la  trajectoire  T  du  point  P  pour  lequel  b  —  2a.  Cn  combien  de  ses  points  la  vitesse  de 
P  est-elle  verticale  ?  Calculer,  par  des  considérations  cinéma  tiques,  la  courbure  de  cette  trajectoire  T,  au 
point  le  plus  haut.  —  En  combien  de  points  une  horizontale  du  plan  II  coupe-t-elle  la  courbe  T  ?  Discuter. 

4°  La  trajectoire  T  forme  une  boucl-i  :  en  calculer  l'aire. 

1.  Le  rayon  CM  tourne,  dans  le  sens  positif,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  égale  à  I,  il  part 
de  la  position  initiale  GO;  donc,  à  l'instant  /,  l'angle  (GO,  CM)  est  égal  à  t. 
La  demi  droite  Au-,  qui  lui  est  perpendiculaire,  a  lourné  dans  le  même 
temps  de  l'angle  t  et  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à,^ 

11  résulte  de  là  que,  par  rapport  aux  axes  Cx',  Cy',  parallèles  aux  axes 
Ox  et  Oy,  l'équation  de  la  droite  Au  est 

ou  x'sint — r/'cosf— a  =  0; 

par  rapport  aux  anciens  axes, 

X  sin  t  -\-{a  —  y)  ces  l  —  a  =  0 . 

(I  ces  t) 

Cette  droite  coupe  l'axe  des  r  au  point  d'abscisse    x  =  a : ; 

^  ^mt 

a  (i  — cosO  ,       / 

nous  avons  donc     OA  =  : =  a  tg  — — ^ 

sin  t  "-À 

valeur  que  la  figure  donne  d'ailleurs  immédiatement. 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  P,  nous  projetons  le  contour  OAP  sur  les  axes  et  nous  avons 

a  {\  —  cos  t) 


x  cos 


sm  i 


h  cos  t. 


y 


b  sin  t . 


Telles  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  P.  Nous  y  ferons  varier  <  de  0  à  -. 

dx 
2.  Pour  que  la  vitesse  du  point  P  soit  verticale,  il  faut  que 

Nous  avons  successivement 

t         ,  dx  a 

x^aig-—^bcost,  =—. 


dl 

- 

soit  nulle. 

1 

cos-  ■ 

t 

T 

en  annulant  cette  quantité,  nous  en  déduisons 


a  .     i  t 

-T-  =  4  sm  —  cos^  —  =  m . 

b  2  2 


Nous  avons  à  étudier  les  variations  de  cette  fonction,  quand  /  varie  de  0  à  -, 


j   deOà  — . 


Pour      <  =  0,     m  est  nul  ;  pour     t  =  -,    m  est  encore  nul  ;  de  0  à  -,  m   est  positif.  Prenons  la 
dérivée  de  m, 


dm        ^       ,    t        r.    .  ^   t         ,   t 

—-—  =  2  cos*  — 6  sin*  -^  cos*  -—  =  2  cos^ 

di  2  2  i 


-—     cos*—- 3sm-— -). 

2  \  2  2  / 


;{uo 
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/  l  /  -  -: 

C'îtle  dérivée  s'annule  pour     fg  — -  = ,     —.  —  t  —  Dedà     — ,   elle  est  nosi- 

s  ^  o  Z  ♦)  .5  '6 

tive;  de      -^     à  -  elle  est  négative.    Pour     t  —  0,     elle  est  é^^ale  à  -2  ;  pour     l  =  -,     elle  est  nulle. 

il  est  alors  facile  deconstruire  la  courbe  qui  représente  les  variations 

3  '3 
de  m.  Le  maximum  de  m  a  lieu  pour    /  =  —     el  a  pour  valeur      — — 

^  3  *  4 


l'our     /  = 


7n  =  i. 


JT   =  a 


3.  Eludions  maintenant  la  trajectoire  du  point  P,  lorsque     I»  =  in; 

dans  ce  cas  les  équations  de  la  trajectoire  T  sont 

I  —  cos  l  -4-  siii  it 

—  '  y  =  i'i  sin  /. 


sin  l 


La  valeur  de     m=—      est  alors      —  ;     or,  la  parallèle  à  0/,     m  =  — .    dans  la  ligure  précé- 


dente rencontre  le  lieu  dos  variations  de  m  en  deux  points,  l'un,  avant     /  =  — <     lautre,  après  et  même 

après     —  ;    soient  y  et  p  ces  deux  valeurs;  de     /  =  0    a     t  =  y.,     la  dérivée     — ;—    a  un  signe  ;  elle 

a  un  signe  contraire  entre  %  et  ;i,  et  reprend  le  premier  signe  de  ?  à  r.  D'autre  part  nous  avons  vu  que 

dx 
—j—     a  pour  valeur 


dx 
HT 


—  di 


—  isint 


2  COS- 


Elle  est  positive  de  0  à  x,  négative  de  a  ù  ^,  et  positive  de  p  à  -  La  fonction  x  part  de  ia,  augmente, 
puis  décroît,  et  enfin  augmente  de  nouveau  jusi|u:i     h-  x  ,     q'iand  /  croit  de  ?  à  -. 

Ouant  à  la  fonction  //,  elle  croit  deOktn  quand  /  croit  de  0  à 

— -.    et  décroît  do  Sri  à  0  quand  t  croit  de     —      à  -:.  Pour    /  =  — » 

./•  =  n . 

Il  est  alors  facile  de  construire  la  trajectoire  T,  dans  sa  partie 

utile.  Cette  partie  est  figurée  en  trait  plein  ;  la  partie  qui  correspond 

X      aux  valeurs  de  /  comprise  entre     —  -  et  0  est  figurée  en  pointillé. 

l'our  obtenir  I  l'quation  de  la  courbe  T,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  t 

entre  les  deux  équations  paramétriques  ;  la  seconde  donne  >in  l  =  -~—  ; 


la  première  s'écrit  alors 


elle  donne 


r  II  1/ 

-p-  =  (I  —  cos  t  -h  -^  ces  l)a  ; 


'.V 


ros  t 


i-i 


en  écrivant  que    c.os*t  f-sin'  /  =  4,     nous  avons  l'équation  de  la  courbe  ; 

7  (x«  -h  .7*)  -  iay*  —  ia^x  -  3a»y  -h  8a»  =  0  ; 
c'est  une  (•ul)i(|uo  circulaire  qui  a  8ùrem»'nt  im  point  double,  car,  d'après  ses  équations  paramétri(jues, 

cl  U'  r'sl    iinii'iit  >.:i|(-. 
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Coupons  celte  courbe  par  une  parallèle  à  Ox-,     y  =  h,    située  du  côté  des  y  positifs,     /i  >  0  ;  nous 
aurons  hx-  —  ka''x  -+-  /i^  —  2a/<2  —  3a-h  -f-  8a^  =  0  ; 

il  y  a  deux  poinis  de  rencontre  réels  ou  imaginaires  dont  un  à  l'inlini  pour    h  =  0.     La  condition  de 
réalité  est  /i*  —  "lah^  —  'Aa-fi^  -+-  Ha^h  —  4a^  <  C  ; 

elle  se  met  aisément  sous  la  forme 

(A  _  0)2  (/i  _  2a)  (/iH- 2a)<  0, 
et  nous  voyons  qu'elle  est  vériOée  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre     —  2a     et    -h  2a,     en 
pirticulier,  entre  0  et  2a.  Cette  relation  met  aussi  en  évidence  Vy  du  point  double     h  =  a. 

Pour  avoir  la  courbure  au  point  B,  il  sutlit  d'y  connaître  la  vitesse  et   l'accélération  normale 

«"^       r>  •  .  <^^  d,^y         ,  a» 

ï«=— 7--    Or,  en  ce  pomt,     v  =  -—,     y„  = —— -  ;     donc    u=  — a,     y«  =  —  2a     et     p  = 


dt  di'  '         —  2a 

a  2 

P  =  — —    En  valeur  absolue,  la  courbure  est  égale  à    — 

2  ~  a 

Passons  maintenant  à  la  recherche  du  point  double.  Ce  point  est  situé  sur  la  partie  utile  de  la  tra- 
jectoire, et  correspond  aux  valeurs  de  t  comprises  entre  0  et  r..  Soient  t  et  t',  les  deux  valeurs  de  /  qui 
lui  correspondent;  nous  avons    sin  t  =  sin  t'    et 

1  —  ces/ -hsin  2<    _    1  —  cos  (' -1- sin 2^' 
sin  t  sin  t' 

La  première  donne,  t  =  t',  ou  t  =  -  —  t'  ;  nous  devons  rejeter  la  solution  t'  =  t;  rempla- 
çons alors  t'  par    -  —  t;     la  seconde.équation  donne 

1  —  cos  f  H-  sin  2«  =  1  +  cos  t  —  sin  2f , 

•       a  ■  1  - 

OU  cos/  =  sin2f,  sin  f  =  — .  <=— -. 

-  5- 

La  boucle  qui  part  du  point  double  est  donc  décrite  quand  l  croît  de      — -     à      — '—■     Il  est  facile  de 

6  (i 

voir  que  l'intégrale    |       ydx    se  réduit  finalement  à  l'aire  entourée  par  cette  boucle  prise  avec  le 

T 
signe— .Or,    — -  =  a/ 2  sin  A     et    yrfa  =  2a- sin  q 2  sin  Mrf^ 

t  t  , 

ydx  =  2aMtg  —  —  2  sin^  t)  dt  =  2a^  (tg  _—  1  +  cos  20  dl. 

L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

Jyrfa:=2a=(-2Ltg-i-i+i^). 

5-  ^    /       ^  S-        3-         v/ï\ 

Pour  l  =  — 5     nous  avons     2a2(  —  2  L  tgr -^ ); 

0  V  '^   11'          6  4   / 

-  {  -  r.  J\\\ 

pour  1=—.,    nous  avons    2aM— 2Ltg 1 ). 

D  \  12        6         4  / 


La  valeur  de  l'aire  est  donc 


^-T-4    =-(-'^TT-T-^) 


12 

Bonnes  solutions:  MM.  Rioult,  professeur   au   collège   de  Bernay  ;  Paras;  Mk-nnessieh  à    Cluny  ;  Gavignkt,   k  Belfort  ; 
G.  Lach,  à  Douai;  C.  Oilvoye;  R.,  à  Paris  ;  A.  Hutinel  à  Cannes;  Léopold  Sdtrg. 


392 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


2550.  —  Un  rouleau^  ayant  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  a,  repose  par  une  de  ses 
génératrices  reclilignes  sur  un  sol  horizontal  ;  il  est  calé  de  manière  à  ne  pas  pouvoir  bouger.  Une  barre 
rigide,  homogène,  assimilable  à  un  segment  rectili^jne  de  longueur  2a,  repose  sur  le  sol  par  une  de  ses  extré- 
mités et  est  appuyée  contre  le  rouleau. 

On  considère  comme  négligeable  te  frottement  de  la  barre  contre  le  rouleau.  Montrer  qu'il  en  résulte 
que  la  barre  ne  peut  être  en  équilibre  que  si  elle  est  dans  un  plan  de  section  droite  du  rouleau. 

Calculer  le  coefficient  f  du  frottement  de  l'extrémité  de  la  barre  avec  le  sol,  sachant  que  la  barre  ne 
reste  en  équilibre  que  si  son  angle  avec  la  verticale  ne  dépasse  pas  une  valeur  donnée  0.  Quel  est  l'ordre  et 
quelle  est  la  partie  principale  de  f,  par  rapport  à  0,  considéré  comme  infiniment  petit?  Calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  f  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes,  de  0. 

r.n  barre  ost  soumise  à  l'arlion  de  trois  forcer  :  son  poids  P  qui  est  vertical,  la  réaction  R  du 
cylindre  (|ni  osl  normale  au  cylindre  et  qui,  par  suite,  rencontre  l'axe  à  angle  droit,  enlin  la  réaction  F 
du  sol. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  d'abord  que  les  trois  forces  soient  dans  un  même  plan  il.  S'il  en 
est  ainsi,  l'axe  du  cylindre  est  perpendiculaire  à  deux  droites  de  ce  plan,  le  poids  I'  et  la  réaction  R  ; 
donc  cet  axe  est  perpendiculaire  au  plan  II,  ce  plan  est  donc  un  plan  de  section  droite.  Il  contient  la 
barre  et  les  trois  forces  considérées. 

Prenons  ce  plan  comme  plan  de  la  figure. 

Soient  A  l'exlréinilé  de  la  barre  qui  repose  sur  le  sol,  B  l'autre  extrémité,  G  le  centre  de  gravité 
qui  est  le  milieu  de  AU,  C  le  point  de  contact  de  la  barre  et  du  cylindre,  0  le  centre  du  cercle  section  du 
cylindre  par  le  plan  II,  enfin  I  le  point  de  contact  de  ce  cercle  avec  le  sol. 

Nous  prenons  comme  axe  des  x  la  trace  AIj-  du  plan  H  sur  le  sol,  et  comme  axe  des  y   la  \erticale 
ascendante  du  point  I. 

Nous  remplaçons  la  réaction  F  du  sol  par  sa  composante  normale  N 
et  sa  composante  lanirentielle  T. 

Nous  devons  écrire  que  la  barre  est  en  équilibre  limite  lorsqu'elle  fait 
l'angle  0  avec  la  verticale. 

Pour  que  les  forces  P,  II,  N,  T  se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme  de  leurs  projections  sur  cbacun  des  axes  Ix  et  !»/  soit  nulle, 
et  que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  point  du  plan  soit  nulle. 


A   'Y  n 

En  projetant  sur  Ix  et  li/,  on  obtient 

(I)  —  Ucos  0 -t-T  =  0,  N-l- K  sinO  — P  =  0. 

Prenons  les  moments  par  ra|iporl  au  point  A  ;  nous  avons     P. Ail  —  R..\G  =  0.     Or, 

Ail  =  A(i  sinO  =  rt  sinO, 

cl,  dans  le  triangle  AOC, 

COI  /T.  0    \ 

AC  =  OCtgCOA=«tg-^  =  alg  (^— -h  — ). 


On  a  donc  la  relation 

(î)  P.  f/sino  —  lu  t 

Des  relations  (I  )  et  (2)  on  tire  sans  difficulté 
P  sin  0  cos  0 


T  = 


N  =  P 


m  4-1)-, in' 


Pour  que  l'équilibre  soit  limite,  il  faut  qu'on  ait 


'^(t^t) 


=  /■;     ou,  en  remplaçant  i  et   N   par 
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,  ^  sin  0  cos  0 

leurs  valeurs,  /  = 


Divisons  les  deux  membres  par  0;   nous  avons 

f  sin  0  cos  0 


(J  0  /  -  0  \ 

Quand   0  tend  vers  zéro,   — - —   a  pour  limite  1,  et  la  deuxième  fraction  du  second  membre  a 

f 
aussi  pour  limite   1.  Donc  la  limite  de   — -    est  égale  à   I,  et  ceci  montre  que  /"  est  un  infiniment  petit 

du  premier  ordre  dont  la  partie  principale  est  '). 
Le  numérateur  de  /,  sin  0  cos  0,   peut  s'écrire 

X   restant  fini  quand  0    tend  vers  zéro. 

Le  dénominateur  devient,  en  développant     tg  (  —  -i-  —  j     par  la  formule  de  Taylor, 

-         0  1 

Ig  -T-  ^-  —    • h  .uO^  ou  1  H-  0  +  aO^, 

4  2  ~ 

cos-  -— 

4 

,a  restant  fini  quand  'J  tend  vers  zéro. 

On  a  donc  / 


1  +  6  -H  ,a02 

et,  en  divisant    e-i-AO^     par     1 -i- 0 -}- .^O^,     on  a 

/'=o  — e^  +  ve^, 
V  restant  fini  dans  les  mêmes  circonstances  que  X  et  \^.. 

On  en  conclut  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  sont    0  —  0^, 

(r.   LACIl,  à  Douai. 

Bonnes  solutions  par  MM.   C.  Delvovk  ;  H.  Gavignet,  à  Belfort  ;  A.  Hotinel,  àCanties;G.  U.,  ài'aris;  M.  Kioult,  profes- 
seur au  collège  de  Bernay  ;  L.  Sctre,  à  Hennés. 
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2538.  PRliMlÈRE  1»AKT1E.  —  Un  tube  cylindrique  vertical  est  limité  à  sa  partie  inférieure  par  un  miroir 
concave  de  petite  ouverture  dont  l'axe  est  confondu  avec  Caxe  du  tube  et  la  surface  ré/léckissante  tournée 
,  vers  le  haut.  Soit  S  le  sommet  du  miroir,  F   le  foyer;  la  distance  focale   F  est  donnée.  On 

verse  dans  le  tube  de  l'eau,  d'indice  n,  jusqu'à  une  hauteur  h  au-dessus  de  S. 

a)  Déterminer  te  foyer  f  unique  du  système  ainsi  constitué. 

b)  Montrer  que  le  point  d'intersection  d'un  rayon  incideiit  quelconque  parallèle  à  l'axe 
et  du  rayon  émergent  correspondant  est  situé  d'ins  un  plan  fixe.  Déterminer  U intersection  s 
de  ce  plan  avec  l'axe.  Montrer  d'après  cela  que  tout  objet  [virtuel)  du  plan  s  coïncide  avec 
son  image. 

c)  Construire  l'image  d'un  objet  quelconque  à  l'aide  des  deux  éléments  s  et   f. 

d)  Montrer  que  le  système  optique  est  équivalent,  au  point  de  vue  de  la  position  et  de 
la  grandeur  de  l'image  d'un  objet,  à  un  autre  plus  simple;  définir  les  éléments  et  la  position  de  cet  autre 
système;  comment  varie-t-il  avec  h  ? 


F-     J 

i 

^ 

i 

■■"» 

F 

i 

1 

h 

-- ir 

-jf 

fi 

3'Ji 
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FI 

^1 


j 


e)  Le  pouvoir  dispenif  de  l'eau  crée  une  aherraùon  chromatique  longituiinile  du  foyer  f.  Comment 
$e  modifie  cette  aberration  quand  h  varie?  Peut-on  l'annuler  pour  une  valeur  convenable  de  h  ? 

Seconde  partie.  —  On  suppose  que  le  miroir  concave  précédent  constitue  en 
l'absence  d'eau,  l'objectif  d'un  télescope  de,  Foucault  d'axe  vertical.  Les  imijes  des 
pomls  à  l'infini  sont  observées,  comme  on  sait,  après  réflexion  sur  un  petit  prisme  à 
répexion  totale  placé  très  légi:r<'ment  au-dessous  du  foyer  F,  dans  un  microscope  latéral 
A.  Le  télescope  ayant  été  mis  au  point  sur  une  étoie,  on  verse,  comme  précédemment ^ 
sur  le  miroir,  de  l'eau  d'indice  n  donné,  mais  de  façon  qu'elle  recouvre  seulement  le 
7/tiroir  sans  s'élever  le  long  des  parois  du  tube  ;  elle  constitue  sur  le  miroir  une  lentille 
7nince. 

a)  On  se  propose  de  rétablir  lu  mise  nu  point  en  disposant,  au  dessus  du  foyer  F, 
normalement  à  l'axe,  une  len'.ille  mince  divergente  de  distance  focale  F'.  Quelle  position  faut-il  donner  au 
centre  optique  C  de  celte  lentille  '?  Préciser  à  quellr  condition  doit  satisfaire  F  pour  que  cette  disposition 
soit  matériellement  réalisable,  étant  donné  que  l'existence  du  petit  prisme  à  réflexion  totale  empêche  de 
placer  la  lentille  au-dessous  du  foyer  F. 

b)   Dans  quel  l'apport  le  grosiissement  init'ul  du  télescope  pour  un  objet  à  l'infini  a-t  il  été  modifié? 
Pour  quelle  valeur  de  F'  ce  grossissement  est-il  maximum  ? 


S 


c)  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  pouvoirs  dispersifs     /. 


», 


et     /,'  = 


de 


»-l  «'  —  1 

l'eau  et   du  verre  de  la  lentille  pour  deux  radiations  v  et  r  pour  que  le  système  soit  achromatisé  pour  cet 
deux  radiatiutis  ?  Cilculer  k'  en  fonction  de  k,  n,  F,  T ',  seules  quantités  intervenant  dans  l'expressiu)i  dr  /»•'. 


Application  numériqw 


V  =  0",80;     H  =  — ;     V  =  l'",50;     k  =  0,0l>-). 


(École  des  Mines,  concours  de  19Si. 


Phemikhe  pahtik.  —  a)   Un  rayon  incident  El  parallèle  à  l'axe  se  réilécliil  en   1   sur  le  miroir,   se 
dirige  alors  vers  le  foyer  F,  se  réfracte  en  M  à  la  surface  de  l'eau,  pliis  va  couper  l'axe  au  point  f  dont 
la  distanc(î  ;\  la  surface  iihro  L  du  liquide  est,  d'après  la  théorie  dos  dioptres  plans, 


Ou  a,  par  suit*;, 


SA  = 


l'-H(/J-  1)/* 


Si  h  él.iil  plus  grand  ipie  l'\  'mi  .iiiiail  en  valeur  absolue     (L/)  =  et  toujours 

|._l_(„  _i)/, 


b)  On  voit  immédiatement  sur  la  ligure  que  le  point  d'inlerseclion  t  d'un  rayon  incident 
parallèle  à  l'axe  et  du  rayon  émeri,'enl  correspondant  est  conjugué  du  point  1  par  rapport 
à  la  surface  du  liquide.  I.o  lieu  du  point  j  est  donc  l'image  du  miroir  S  par  réfraction  h  la 

surface  de  l'eau.   Autrement  dit,  les  rayons  parallèles  à  l'axe  reviennent  comme  s'ils  s'étaient  réiléchis 

sur  un  miroir  si  de  sommet  *  el  dt*  foyer  f,  et  dont  la  dislance  fooalo  est 

n 


sf  =  sL-^  Lf  —  — I 

Il  H 


A  des  rayons  se  propageant  dans  l'eau  et  passant  par  le  point  I,  correspondent  des  rayons  se  pro- 
l)ageant  dans  l'air  et  passant  par  le  p')int  i.  I)  >uc  tous  les  rayjns  qui,  à  l'incidence,  se  dirigent  vers  i, 
ont  encore  à  l'emcrgedctî  des  directions  passant  par  i.  Autrement  dit,  un  point-objet  virtuel  i  a,  par 
rapport  à  la  surface  de  l'eau,  une  image  réelle  en  I;  celle-ci,  à  son  tour,  donne,  au  retour  de  la  lumière, 
une  image  virtuelle  située  en  i  ol  confondue  avet;  le  point-objet. 
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c)  La  construction  de  l'image  d'un  point  quelconque  pourra  se  faire  avec  le  rayon  parallèle  à  l'axe, 
qui  revient  suivant  if,  et  avec  un  rayon  dirigé  sur  s  et  revenant,  après  s'être  réfléchi  en  réalité  au 
point  S,  dans  une  direction  symétrique  par  rapport  à  Taxe. 

d)  Cette  construction  confirme  l'équivalence  du  système  optique  avec  un  miroir  de  sommet  s  et  de 
foyer  f.  La  position  de  ce  miroir  fictif  peut  être  définie  par  la  distance 


S5 


-(<-^> 


Cetle  distance  est  proportionnelle  à  h,  tandis  que  la  distance  focale    —    en  est  indépendante. 

e)  Considérons  deux  couleurs,  le  rouge  et  le  violet  par  exemple,  auxquelles  correspondent  les 
indices  ni  et  n^  et  les  positions  /",  et  /'^  du  foyer  du  système. 
L'aberration  longitudinale  aura  pour  expression 

^/,  =  SA-SA  =  (J---L),F-ft) 

qui  s'annule  et  change  de  signe  pour    h  =  F. 

Seconde  partie.  —  a)  Si  la  couche  d'eau  est  très  mince,  les  points  s  et  S  sont  confondus  et  il  n'y 

F 
a  de  changé  que  la  distance  focale  qui  est  devenue    — 

n 

Pour  que   l'image  d'un  point  à  l'infini  continue  de  se  faire  au  point  F,  il  faut  que  l'image  dans  la 

lentille  C,  c'est-à-dire  le  foyer-image  E'  de  cette  lentille,  soit  au  point  conjugué  de  F  dans  le  système 

constitué  par  le  miroir  et  la  couche  d'eau,  ce  qui  donne 

F 

SE'  =  — î—  . 
n  —  1 

Le  centre  optique  C  sera  donc  à  une  distance  du  foyer  F  égale  à 

F 


n  —  1 
expression  positive  à  la  condition  qu'on  ait 


F -F', 


F'<lllfF. 
n  —  1 

Les  nombres  donnés  satisfont  bien  à  cette  condition,  car  on  en  déduit 

FC  =  1,6  — i,5  =  O-,!. 

b)  Dans  l'instrument  primitif,  un  objet  de  diamètre  apparent    a    donne  une  image  objective  de 

diamètre  aF.  Dans  l'instrument  modifié,  le  même  objet  donne  d'abord  en  E'  une  image  de  diamètre 

F 

aF'  située  à  une  distance  de  S  égale  à    -.    L'image  en  F  aura  donc  pour  diamètre,  en  valeur 

n  —  1  ^ 

absolue, 

aF'  X p =  a(n  —  1)F', 


dont  le  rapport  à  la  valeur  primitive  est 

F' 

("-i)-p- 

2-  n  2 

La  valeur  maximum  de  F'  étant F,     la  valeur  maximum  de  ce  rapport  est    2 —  n  =  — ; 

n  —  \  3 

le  grossissement  initial  a  été  diminué. 

■1         1  5         5 

Dans  le  cas  des  données,  le  rapport  a  pour  valeur    — X— ^  =  — 

3       o,y        8 
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c)  Le  système  est  achromatique  si  la  distanoo  des  images  colorées  E\  donnant  dans  le  système  la 
même  image  définitive  en  F,  est  bien  égale  à  l'aberration  chromatique  longitudinale  de  la  lentille  C. 
On  doit  donc  avoir 

!•  I  A- 

ou  |-  =  k'V. 


Il,  —  I  »,  —  1  n  —  I 

L  ;ipplic;ition  numérique  donne     k  —  O.O'i. 

L.   SUTIIE,  à  Rennes. 


2539.  —  On  fait  passer  un  mélange  gazeur  d  azote,  d'o.ri/gpne  et  d'acide  chlorhyirique  sur  du  chlo- 
rure de  cuivre,  chauffé  à  450*,  fonctionnant  comme  catalyseur,  sont  changement  de  composition. 

Le  gaz  sortant  est  desséché  ;  on  prélève  un  litre  du  gaz  sec. 

L'échantillon  prélevé  est  agité  aoec  un  exci-s  de  potasse  étendue  et  froide  :  le  li<^uiie  est  complété  par 
addition  d'eau  distillée  à  100  cm-  et  constitue  la  solution  A.  Le  gaz  restant  mesure  671  cm'.  Après  un  nou- 
veau traitement  du  gaz  à  la  potasse  additionnée  d'acide  pyrogalliquc,  le  résidu  est  de  600cm\  l^s  volumes 
gazo.ux  indiqués  sont  relatifs  à  des  gaz  secs  mesurrs  à  0"  sous  760"™'". 

On  place  dans  un  vase  lOcm^  d'une  solution  d'acide  arsénieux  contenant  un  dixième  dî  molécule  de 
As-0'  par  litre  (décinormalé) .  On  y  verse  goutte  à  goutte  la  solution  A,  contenue  dans  une  burette  graduée, 
jusqu'à  ce  que  le  mélange  des  deux  liquides  devienne  capable  de  décolorer  une  goutte  de  teinture  d'indigé. 
Ce  résultat  est  atteint  quand  25  cm^,'^  de  \  ont  été  versés. 

On  demande  : 

l»  l'explication  des  réactions  effectuées; 

2"  la  composition  centésimale  en  volume  du  i/nz  analysé  ; 

3°  la  composition  centésimale  en  volume'  du  nv'lanqe  ijazrnv  initial,  nr^mt  xnn  passage  sur  le  cata- 
lyseur : 

4"  le  rendement  de  la  réaction,  c'est-à-dire  le  oolum'  d'acide  chlorhydrique  entré  en  réaction  pour 
iOO  volumes  de  ce  corps  envoyés  sur  le  catalyseur. 

r>°  Si  l'on  se  propose,  en  modifiant  les  conditions  de  l'expérience,  d'améliorer  le  rendement^  dans  quel 

sens  devra-t-on  agir  sur  chacun  des  facteurs  suimnts  :  température  du  catalyseur,  pression  du  mélange 

gazeux,  proportion  d'oxygène  dans  ce  mélange  ? 

Volume  moléculaire  :  22',  ^  à  0"  et  760. 

(Ecole  des  viines.  concours  de  iOCf .) 

\"  Dans  le  mélanine  primitif,  l'oxygène  décompose  l'acide  chlorhydrique  suivant  la  réaction  d'écjui- 

libre 

SIICI -+-()=  H»Oh-CI». 

Une  fois  desséché,  le  gaz  sortant  ne  conliendra  plus  que  de  l'oxygène,  du  clilun^  de  l'acide 
chlorhydrique  et  de  l'azote. 

La  potasse  élondue  el  froide  absorbe  l'acide  chlorhydrique  et  le  chlore  suivant  les  réactions 

HCI-t-  KOH  =  KCI  -\-  11*0, 
Cl=  -^  2  KOH  r=  KCI  -h  CIOK  4-  H»0, 
et  la  solution  A  contient,  avee  un  excès  de  potasse,  du  chlorure  et  de  l'hypochlorite  de  potassium. 
Le  inélaiipo  do  potasse  et  dacide  pyrogallii|ue  absorbe  l'oxygène. 
Kniin,  l'aride  arsénioux  et  l'hypochlorite  réagissent  suivant  la  formule 

Ah'O^-HÎCIOK  =  As'0»-+-2KCI. 
2"  Le*  10  cm'  de  solution  arsénicuse  contenaient  une  millimolécule  d'anhydride  et  exigeaient,  par 
conscquenl  '[)onr  leur  oxydation,    une    quantili'    d'hypoeliloril»^    provenant    de  2    millimoléculos    de 
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chlore.  Les  25c">^  3  employés  correspondaient  donc  à  44cm3^  g  de  chlore  et  les  100  cm^  en    avaient 

absorbé    44,8  X  -— =  177. 

'  25, 3 

La  potasse  avait  absorbé     1000 — 671  =  329cni'     de   gaz  ;   sur  ce  nombre  il  y  en  avait  177  de 

chlore,  et  par  conséquent,   329 —  177  =  132    d'acide  chlorhydrique. 

La  potasse  additionnée  d'acide  pyrogallique  avait  absorbé    071  — 600  =  71     d'oxygène. 

Enfin  le  reste  du  litre  essayé  était  de  l'azote 

La  composition  centésimale  en  volume  du  gaz  analysé' était  donc  : 

Chlore  .     - 17,7 

Acide  chlorhydrique 15,2 

Oxygène 7,1 

Azote 60 

100,0 
3°  Le  chlore  mis  en  liberté  par  la  réaction  provenait  d'un  volume  double  d'acide  chlorhydrique  ; 
celui-ci  avait  donc  dans  le  mélange  primitif  un  volume     152  -+-  354  =  506. 

Le  chlore  avait  été  déplacé  de  l'acide  chlorhydrique  par  un  volume  moitié  moindre  d'oxygène  ;  le 
volume  de  celui-ci  était  donc  au  début     71  -h88,5  =  lo9,5. 
La  composition  en  volume  du  mélange  initial  était  donc 

Acide  chlorhydrique    .      .         506  soit,  pour  cent    ....         40,0 

Oxygène 159,5  »  ....         12,6 

Azote 600  »  ....         47,4 

1  265,5  100,0 

On  peut  remarquer  que  les  volumes  d'azote  et  d'oxygène  sont  entre  eux  comme  les  nombres  79  et 
21  qui  représentent  leurs  proportions  dans  l'air  atmosphérique. 

4"  D'après  ce  qui  précède,  sur  506  volumes  d'acide  chlorhydrique,  3o't  sont  entrés  en  réaction  ;  le 
rendement  de  la  réaction  a  donc  été 

5°  Le  rendement  de  la  réaction  doit  être  amélioré  : 

a)  par  un  abaissement  ^e  température,  car  la  réaction  est  exothermique  ;  mais  cet  abaissement 
aura  l'inconvénient  de  ralentir  la  réaction  ; 

b)  par  une  augmentation  de  pression  car,  à  pression  constante,  la  réaction  produit  une  diminution 
de  volume  ;  mais  il  sera  difficile,  dans  un  appareil  industriel,  d'opérer  au-dessus  de  la  pression  atmo- 
sphérique ; 

c)  par  une  augmentation  de  la  proportion  d'oxygène,  puisque  la  réaction  fait  disparaître  ce  gaz; 
mais  le  chlore  se  trouverait  alors  dilué  dans  une  plus  forte  proportion  d'azote. 

L.   SUTRE,  à  Rennes 

. »>.« 

QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1922) 
ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  [Suite] 


H  118.  -Déterminer  les  ombilics  de  la  quadrique  x^ -h  y" -r- z^  -  2ayz —  2bzx —  2cc!i  —  l  =  0.  Lieu  de  ces 
ombilics  quand  a,  b,  c   varient  en  satisfaisant  ;\  la  condition    abc  =  1. 

—  119.  —  On  donne  une  ellipse  dans  le  plan  xOy.  ayant  pour  centre  le  point  0,  et  un  point  P  (a,  3.  y).  Déterminer 
une  quadrique  ayant  pour  centre  le  point  0,  passant  par  l'ellipse  et  telle  que  01'  soit  le  diamètre  conjugué  de  la  direction 
de  plan    z  =  0. 


398  EXAMENS  ORAL'X  (ÉCi»lj:  POLYTECHNIQUE.   1922^ 

—  12U.  —  Déterminer  un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  une  section  elliptique  et  une  génératrice. 

—  121.  —  .Nature  de  la  surlace    x'  -j-  Syz  —n*=.Q.    Génératrices.  Lieu  des  projections  du  centre  sur  ces  droites 

—  122.  —  On  lionne  l'ellipsoïde  x'  +  »/'  -•-  4c'  —  a'  =  0,  et  une  liroite  D  perpendiculaire  à  0:.  Trouver  le  litu  des 
normales  à  la  surface  qui  rt>ncontrent  la  droite  D. 

—  123.  —  On  donne  un  ellips' ïde  et  un  point  P.  I.ieu  du  point  M  tel  que  le  plan  polaire  de  M  soit  perpendi- 
culaire il  PM. 

—  124.  —  Exprimer  qu'un  cône  est  capable  d'un  triédre  trirectangle  inscrit.  Lieu  du  sommet  d'un  c«Jne  passant  par 
une  ellipse  donnée,  et  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit. 

—  125.  —  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  droites  ftxes  soit  constant. 

—  126.  —  Condition  pour  que  dans  un  ellipsoïde  les  plans  de  section  circulaire  soient  perpendiculaires. 

—  127.  --  Lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  tlxe  et  à  une  droite  fixe  soit 
constant. 

—  128.  —  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  h  un  point  fixe  et  à  un  plan  fixe  soit  constant. 

—  120.  —  Cylindres  de  révolution  circonscrits  à  rellip«oide      — — -+-  -rr  +- — r  —  *  =  0. 

a*        b*         c* 

—  130.  —  On  considère  les  paraboles  situées  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe  dont  l'axe  a  une  direction  donnée. 
Trouver  le  lieu  des  sommets  de  ces  paraboles. 

—  131.  —  [In  triédre  trirectani;le  de  sommet  0  est  défini  de  la  façon  suivante:  une  des  faces  a  pour  équation 
j-  -+-{/-(-  22  =  0  ;  une  autre  face  contient  la  droite  x  —  y  —  0,  x  -^2y  -*-  z  —  0.  Former  l'équation  de  l'ellipsoïde  qui 
admet  les  arêtes  du  trièdre  comme  axes,  les  demi-longueurs  de  ces  axes  étant  3,4,  5. 

—  132.    —  lîlquation  générale  des  quadriques  passant  parla  courbe    x  =^  ai,    y  =  bl',    z  =  ct\ 

—  133.  —  Lieu  des  points  F  tels  que  le  ct<ne  circonscrit  de  sommet  P  à  la  quadrique  x*  ■+■  2v'  =  2z  coupe  le  plan 
x4-y-t-3-4-1  =0    suivant  un  cercle. 

-r  134.  —  (londitiiin  pour  que  deux  normales  à  un  ellipsoïde  se  rencontrent. 

—  135.  —  K(iuation  pénérale  de-*  (juadriques  qui  sont  coupées  par  un  jdan  suivant  des  courbes  qui  se  projettent  sur 
le  plan  des  xy  suivant  des  cercles. 

—  130.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  un  ellipsoïde  qui  sont  coupés  jiar  un  plan  suivant  des  cercles. 

—  137.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  des  xy.  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  ce  cercle,  tels  que  le 
deuxième  système  de  plans  cycliques  soit  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 

—  138.  Trouver  sur  la  surface  :  =  xy  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  soit  bissectrice  de  l'angle 
des  génératrices  passant  par  ce  point. 

—  130.  —  Lieu  des   points  de  contact   des   plans   tangents  parallèles  à   un    plan  donné   à    la  famille  de  surfaces 

X(.r«—  o"|-t-  |i,v'  —  6'j-t-  v|:'  — c'i  =  0. 

—  14U.   —  Deux  quadriques  concentriques  peuvent-elles  avoir  un  système  commun  de  trois  diamètres  conjugués  ? 

—  141.  —  Lieu  des  points  d'oi'i  l'on  peut  mènera  un  cône  du  deuxième  degré  deux  plans  tangents  perpendiculaires. 

IV    —  Géométrie  descriptive. 

—  142     —   l'erper.dicul;iire  cnmrnune  a   une  ilroite  'ii'  \>i<>U\  et  a  unf  ciroite  quelconque. 

—  1^*3.   —  Projections  d'un  cube  dont  une  diagonale  est  verticale. 

—  144.  —  On  donne  un  cône  défini  par  son  sommet  it  sa  base,  qui  est  un  cercle  horizontal,  et  on  coupe  ce  cône  par 
le  deuxienie  bissecteur.  La  section  est  prise  comme  base  d'un  autre  cône  de  sommet  donné.  Trouver  les  contours  apparents 
de  ce  cône. 

—  145.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  PaQ',  el  un  cylindre  qui  a  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan  hori- 
zontal et  d(mt  les  i;énératrices  sont  de  front.  On  prend  la  si-ction  du  cvlindre  par  le  plan  comme  directrice  d'un  cône  <le 
sommet  '.«,  s').  Déterminer  les  contours  apparents  de  ce  cône.  F.tant  donnée  la  projection  verticale  m  d'un  point  du  cône, 
trouver  la  projection  horizontale  m,  et  déterminer  le  plan  langent  au  point  (m.  m'). 

—  140.  —  Dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  on  donne  un  disque  circulaire  défini  par  son  centre  et  son  rayon.  On 
demande  de  déterminer  un  point  lumineux  tel  que  l'ombre  du  disque  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole  tangente  à 
une  droiti"  ilonnée  et  passant  par  un  point  donné. 

—  147.  —  Vn  cercle  du  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  h  une  droite 
lonnée.  On  coupe  le  cylindn-  par  un  plan  i|uelcon(|ue  :  mènera  la  section  une  tangente  de  front. 

—  148.  —  Oélerrainer  une  sphère  tangente  à  un  plan  donné  en  im  point  donné  et  tangente*  une  droite  donnée. 

—  149.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  {a,  n'\  et  une  hoMzontale  (H.  H'i.  Faire  tourner  la  splière  autour  de  la 
lignt-  cil'  bout  II',  jus(|u'ii  ce  (|u'elle   vienne  loucher  le  plan  défini  par  le  point  {a,  a)  et  l'horizontale. 

-  150.  —  On  donne  une  sphère  »'t  un  point  lumineux.  Placer  le  point  de  façon  que  lombre  portée  de  la  sphère  sur 
le  plan  horizontal  soit  une  parabole    Déterminer  les  éléments  de  celte  parabole  :  sommet,  foyer. 

-  151.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan,  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle.  Déterminer  les  contours  apparents 
du  cône  ayant  pour  b.ise  ce  cercle  et  pour  sommet  un  point  donné. 

—  152.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  pomts  et  tangente  au  plan  horizontal. 
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—  153.  —  On  donne  une  sphère.  Construire  une  droite  passant  par  un  point  donné,  située  dans  un  plan  donné  et 
telle  que  les  plans  tangents  à  la  sphère  menés  par  cette  droite  soient  perpendiculaires. 

—  154.  —  Construire  une  sphère  passant  pai'  deux  points  et  tangente  aux  plans  de  projection. 

—  155.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical,  un  plan  P  et  un  point  A  dans  le  plan  P.  Mener  par  le 
point  A  des  tangentes  à  la  section  de  la  surface  par  le  plan  P. 

—  156.  —  Mener  un  pian  parallèle  à  une  droite  et  coupant  un  cône  de  révolution  suivant  une  parabole  de  paramètre 
donné. 

—  157.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  défini  par  son  a\e  et  une  génératrice.  Mener  à  ce  cône  des  plans  tan- 
gents par  un  point. 

—  158.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  passant  par  une  ellipse. 

—  151).  —  On  donne  im  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  et  un  point.  Mener  par  le  point  un  plan  coupant  le  cône 
suivant  une  ellipse  de  grandeur  donnée. 

-  100.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  une  conique  de  la  surface  et  le  demi-angle  au  sommet. 
Discussion. 

—  161.  —  On  donne  un  paraboloï  ie  de  révolution  à  axe  vertical,  et  on  considère  le  cône  circonscrit  de  sommet  donné 
à  ce  paraboloïJe.  Déterminer  les  foyers  de  la  trace  horizontale  du  cône. 

—  162.  —  On  donne  deux  droites  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  (a,  a').  Déterminer  les  contours  apparents  d'un 
cône  de  révolution  passant  par  les  droites  et  le  point. 

—  163.  —  Déterminer  les  contours  ap[)arents  d'un  cône  de  révolution  déflni  par  son  axe  et  un  plan  tangent. 

—  164.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  passant  par  un  point  et  faisant  un  angle 
donné  avec  le  plan  horizontal. 

—  165.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  d'une  horizontale  donnée  et  d'un 
point  donné. 

—  166.  —  Contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle  horizontal  en  tournant  autour  d'un  axe  de  front. 

—  167.  —  Construire  un  cône  de  révolution  de  sommet  donné   et  passant  par  trois  points  donnés  du  plan  horizontal 

—  168.  —  .Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  à  axe  vertical. 

—  169.  —  Point  brillant  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

—  170.  —  On  coupe  un  paraboloïde  do  révolution  à  axe  de  bout  par  un  plan  défini  par  ses  traces,  et  on  prend  la 
courbe  d'intersection  comme  section  droite  d'un  cylindre.  Déterminer  les  points  de  rencontre  du  cylindre  et  d'une  droite. 

—  171.  —  Si,  dans  une  surface,  les  normales  rencontrent  une  droite  fixe,  la  surface  est  de  révolution  autour  de  la 
droite. 

—  172.  —  Normale  commune  à  un  cône  de  révolution  h.  axe  vertical  et  à  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est 
quelconque. 

—  173.  —  On  donne  un  parabMoïle  de  révolution  déflni  par  son  sommet  et  son  foyer  situés  dans  un  plan  de  pi-ofil. 
Contours  apparents. 

—  174.  —  Dans  un  plan  de  profil,  on  donne  une  ellipse  définie  par  les  foyers  et  dont  le  grand  «xe  est  double  de  la 
distance  focale.  Contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  l'ellipse  tournant  autour  de  son  axe  focal. 

—  175.  —  Mener  une  droite  faisant  des  angles  donnés  a,  [i  avec  deux  horizontales  données. 

—  176.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  un  point  (a,  a')  sur  la 
surface  et  un  point  (b,  h')  en  dehors.  Mener  par  la  droite  [ab,  a'b')  un  plan  coupant  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  ayant  un 
sommet  en  (a,  a'). 

—  177.  —  Contours  apparents  d'un  cône  ds  révolution  défini  par  son  axe,  son  sommet,  une  tangente. 

—  178.  —  Section  d'un  tore  de  collier  nul  par  un  plan  passant  par  le  centre  et  faisant  43°  avec  l'axe. 

—  179.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  (m,  m').  Mener  par  ce  point  un  plan  coupant  le 
GÔne  suivant  une  conique  ayant  ce  point  pour  foyer. 

—  180.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  passant  par  un  point  donné  et  tangent  à  deux  plans  définis  par  leurs 
traces. 

—  181.  —  Construire  un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  le  plan  du  cercle  de  gorge,  une  génératrice  et  un 
point. 

—  182.  —  Construire  l'axe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  connaissant  une  ellipse  de  la  surface  et  une  génératrice. 

—  183.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  cône  asymptote  (axe  vertical)  et  un  point. 
Déterminer  le  plan  tangent  en  ce  point.  Section  par  un  plan  quelconque. 

—  184.  —  Plan  tangent  commun  à  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  à  un  cylindre  de  révolution  ayant 
pour  axe  une  génératrice  de  front  de  l'hyperboloïde. 

—  185.  —  Plan  langent  commun  à  trois  hyperboloides  de  révolution  équilatères  à  axe  vertical. 

—  186.  —  Une  droite  quelconque  G  tourne  autour  d'une  horizontale  k  et  engendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Par  un  point  donné  on  mène  un  plan  rencontrant  la  surface  suivant  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  G.  Trouver  le 
sommet  de  la  parabole. 

—  187.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  coupant  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  à  axe  vertical 
suivant  une  parabole,  ou  une  hyperbole  équilalère. 

—  188.  —  Inscrire  dans  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  n:ippe  à  axi-  vertical  une  sphère  de  rayon  donné. 
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—  189.  —  On  donne  une  surface  gaurhe  de  rérolution  engendrée  par  une  frontale  tournant  autour  d'un  aue  de  front. 
Mener  à  la  surface  un  pinn  tangent  de  protil. 

—  190.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  réTolution  déûnie  par  son  axe  vertical  et  une  généralrice  de  front,  la 
rayon  lumineux  tombe  en  un  point  M  de  cette  génératrice.  Trouver  le  rayon  réfléchi. 

—  191.  -  Contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  du  plan  horizontal  en  tournant  autour  d'une 
droite  située  dans  le  |dan  vertical. 

—  192.  —  On  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  h  axe  vertical  par  un  plan  de  bout,  et  on  prend  la  section 
romme  directrice  d'un  cûne  dont  le  sommet  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Contours  apparents  du  c«'tne. 

—  193.  —  On  donne  une  droite  d;tns  le  plan  vertu. il;  c'est  l'axe  d'un  paraboloide  hyperbolique  équilalère.  On  donne 
en  outre  une  généralrice.  Le  paraboloide  est-il  détermim''  ?  Le  construire- 

—  194.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  dont  la  projection  horizontale  est  un  parallélogramme.  Déterminer  l'axe 
du  paraboiokde  passant  par  les  côtés. 

—  195.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  de  front  et  un 
plan  directeur  horizontal. 

—  196.  —  Sommet  d'un  paraboloide  hyperbolique  detini  par  trois  horizontales. 

—  197.  —  On  donne  un  paraboloide  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal.  Déterminer  un 
point  de  la  surface  par  où  passent  deux  génératrices  faisant  l'angle  a. 

—  198.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (j.  j')  et  ayant  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Déterminer 
l'intersection  de  ce  cône  et  de  la  sphère  dont  un  diamètre  a  pour  extrémités  le  point  [S,  $')  et  la  projection  de  ce  point  sur 
le  pian  horizontal. 

—  199.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front,  et  on  lui  circonscrit  deux  cylindres  dont 
les  gén.-ratrices  sont  respectivement  parallèles  à  une  frontale  et  à  une  horizontale  données.  Déterminer  l'intersection  des 
deux  cjlindres. 

—  200.  —  On  donne  un  liyperboloïde  de  révolution  a  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical,  et  on  considère  une  généra- 
trice de  front  G  qui  a  pour  trace  horizontale  a.  On  prtii  i  le  point  a,  symétrique  de  a  par  rapport  au  plan  de  front  de 
l'axe,  «t  on  considère  un  cjlmdre  ajant  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal  passant  par  a  et  Oi  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  C.  Intersection  de  l'Iiyperboloïde  et  du  (  \hndre. 

—  201.  —  Intersection  d'un  hyperboloiie  de  révoluiion  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  avant  comme 
plan  direi  leur  le  deuxième  bissecteur  et  passant  par  deu\  génératrices  de  front  (de  même  système)  de  riiyperlioloide. 

—  '20'2.  —  On  donne  un  hyperboloile  de  révolution  a  une  nai.pe  engendré  par  une  frontale  tournant  autour  dune 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  un  cône  ayant  pour  base  i.n  cercle  dans  un  plan  de  profil.  Intersection  des  deux  surface:»: 
asymptotes. 

—  203.  —  Sections  circulaires  d'un  cône  (jui  a  pour  base  un  cercle  d'une  sphère  et  pour  sommet  un  point  de  la 
sphère. 

—  20*.  -  On  lionne  un  piiraboloide  creux  de  révolution  à  axe  vertical,  limité  a  un  parallèle,  et  tournant  sa  conca- 
vité vers  le  haut.  Ombre  portée  à  l'intérieur,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles. 

—  205.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  a\c  de  front  et  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle 
à  la  li^ne  de  terre. 

—  •200.  —  Intersection  d  un  tore  à  axe  vertical  et  de  rullier  nul  et  d'un  paraboloide  de  révolution  dont  la  méridienne 
principale  dans  le  plan  de  I  axe  du  tore  admet  comme  cercle  de  courbure  au  centre  du  tore  l'un  des  cercles  générateurs. 

—  -01 .  —  l  ne  ellipse  du  plan  horizontal  est  la  bi^e  commune  de  deux  cônes  dont  les  sommets  se  projettent  hori- 
zontalement sur  l'ellipse.    Intersection  des  deux  cônes. 

—  '208  —  On  considère  un  cylindre  ayant  pour  baM'  un  cercle  dans  le  plan  vertical.  On  fait  tourner  une  génératrice 
du  cylindre  autour  d  un  axe  vertical.  Intersection  de  l'Ii*  perboloide  engendré  avec  le  cylindre. 

—  209.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  délini  par  son  axe  et  son  rayon,  l'ar  un  |>oint  mener  un  plan 
coupant  le  cylindre  suivant  une  courbe  dont  la  projection  horizontale  soit  un  cercle. 

—  210    —  Ombre  au  llambeaii  d'une  demi-sphère  creuse 

—  211  —  On  donne  deux  cercles  égaux  tangents  dans  le  plan  vertical,  la  tangent?  au  point  de  contact  «tant  verticale. 
On  fait  tourner  chaque  cercle  autour  d'un  axe  vertical  p.issanl  par  le  centre  de  l'autre.  Intersection  des  tores  obtenus. 

—  212.  —  On  donne  une  sphère  ^':  une  autre  splu  re  1,  égale  à  S.  repose  sur  la  première  au  point  le  plus  haut. 
Ombre  de  i  sur  S,  les  niyons  lumineux  étant  de  front  et  fusant  45«  avec  la  ligne  de  terre.  Klude  analytique  de  la  question. 

[A  suirrf.) 
♦♦• 

(}ri:STI()N<   l'UsKlls    Al  \   I.WMKNS    UllAL.\  ^1922) 
ECOLE  CENTRALK,  Adtmsswn  [Suite). 

11  8H'.     -  Limites,  pour  r  infini,  de     \/  ^^^^ y/*^'^  '       et  de      vV^^-V/Z^X. 

—  885.  —  DlITérenUrile  de   Tm.  r.  i/  i.  considérée  r   nime  fomiiun  de  j-    |/  et  ; 
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X*         y' 

—  886.  —    Valeur   moyenne  dune  fonction.  Application  à  l'ordonnée   d'un  point  de  l'ellipse     ~y  ~*~  Tî 1=0 

entre    x  =  0    et    x  =  a 

—  887 .  —  Calculer  les  Intégrales  suivantes  : 

/dx  r dx r dx r  ^jx-  ■+■  i        r 

^x=-t-3lv/2x^^=^1  '        J      3-+-4x')v'»  -■!*   '        J     (3  H-  4x»V2  -  x^^  '        J  X  ^'      J     (x— 1| 


1  )v/x'  -I-  X  —  J 


—  888.  —  Calculer  les  intégrales 


Jsin'xdx,        I     sin'"  X  dx,        |     — -. .         i     — -— ,  /  sin  x.  sin  Sx.  sin  9xdx, 

0  Jo  Jo     l^sinx-^cosx  J„      2^cos3x  J 

y     sin*  X  dx                /       sin'xdx  C        dx  C  ,  C  C 

— ; —  •  I  -^: r  '  I  -TT — r--, —  '  I  v'3  -(-  tg>  X  dx,  I  e^ .  sin  x  dx,  I  x  sin'  xdx, 

2  -(-  cos'  X  J      2  -\-  cos  xj-  ^/     3  -h  tg'  X  y  J  J 

I  X  tg  X  dx,  I  X  tg*  X  dx,  I  X  tg  «  X  dx,  /  e»"''»J^.dx. 

—  889.  —  Aire  comprise  entre  la  cissoide  et  son  asymptote. 

—  890.  —  Étant  donnée  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes  et  un  f  oint  M  sur  cette  hyperbole,  aire  du 
secteur  OAM. 

—  891.  —  Longueur  de  la  courbe    x  =  2  cos^i,    y  =  siaH.    Signification  géométrique  de  cette  courbe. 

—  892.  —  Rectifier  la  courbe    x  =  Scos't,    y  =  sinH, 

—  893.  —  Tracer  la  parabole  x'  =  2y  et  calculer  l'aire  engendrée  par  un  arc  de  cette  parabole  en  tournant  autour 
de  Ox  (ou  autour  de  0/y). 

—  894.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes  ;  on  considère  un  arc  AB  de  cette  hyperbole.  Aire 
engendrée  par  cet  arc  en  tournant  autour  de  Ox. 

—  895.  —  Aire  engendrée  par  la  courbe    x  =  cos't,    y  =  sin*t    en  tournant  autour  de  Ox. 

—  896.  —  On  donne  la  parabole    x-  =  2py    et  un  point  A  sur  cette  courbe;  centre  de  gravité  de  l'arc  OA.. 

—  897 .  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle. 

—  898.  —  Aire  et  centre  de  gravité  d'une  boucle  de  lemniscate  :  ?  =  v^cos^to. 

—  899.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  arche  de  cycloïde. 

—  900.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  surface  latérale  d'un  cône  de  révolution. 

—  901.  —  Centre  de  gravité  d'un  hémisphère. 

—  902.  —  .Moment  d'inertie  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  son  axe.  Moment  d'inertie  d'une  sphère  par 
rapport  à  l'un  de  ses  diamètres.  Moment  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  par  rapport  à  un  de  ses  axes. 

—  903.  —  Moment  d'inertie  du  volume  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

—  904.  —  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

—  905.  —  .Moment  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe. 

—  906.  —  Formule  de  Moivre;  puissances  de  t. 

—  907.  —  Résoudre  l'équation    :•  ^  1  ;  représentation  géométrique  des  racines. 

—  908.  —  Résoudre  l'équation    x'  -t-  1  =  0. 

—  909.  —  Résoudre  l'équation     x^  =  i. 

—  910.  —  Établir  la  formule    e-xe-'  =  «=+-'. 

—  911.  —  Résoudre  l'équation    f;  =—  1. 

—  912.  —  Trouver  la  relation  entre  z  et  z'  sachant  que  :    e-  =  —  e-',    ou    e-  =  ie-',    ou  enfin    e-  xt-'  =  —  i . 

—  913.  —  Définition  et  variation  du  sinus  et  du  cosinus  hyperboliques.  Formules  d'addition. 

—  914.  —  Étant  donnée  l'hyperbole  équilatère  x' —  j/- =  1,  démontrer  que  M,  étant  un  point  de  la  branche  de  droite, 
ses  coordonnées  peuvent  s'écrire  x  =  ch  '-?,  y  =  sh  o.  Analogie  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équilatère.  Soient 
Ml,  Mi,  Mj,  m»  quatre  points  pris  sur  la  branche  de  droite  de  l'hyperbole;  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre 
?<»  ?«.  ?Ji?».  pour  que  les  deux  droites  MiMj,  M3M,  soient  également  inclinées  sur  l'axe  des  x. 

—  915.  —  Résoudre  les  équations        chs  =  -.         chz  =  — .         sh:  =  --         1  =  «         chs  =  — ch- 

2  2  2  chï 

—  916.  —  Condition  pour  que  les  racines  de  l'équation  x'  -+-  px'  4-  gx  -i-  r  =  0  soient  en  progression  géométrique. 
Former  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux. 

—  917.  —  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  nombre  donné  soit  racine  triple  d'une  équation  algébrique 
entière    f\x)  =  0. 

(À  suivre.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


2648.  -  On  considère  un  système  de  quadriqms  homofocales  ayant  pour  axes  Ox,  Ot/,  Or. 

1"  Montrer  (juc  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  nioltiif  '[ni  passe  par  un  point  fixe  A  de  Ox,  de  Oy  ou  de  Oj,  est 
une  cyclide  de  Dupin. 

2"  Lorsque  A  varie  sur  les  axos,  on  a  trois  familles  de  cyclides,  qui  forment  un  système  triple  orthogooaL 

Harboux. 

2649.  —  Lieu  «lu  point  de  rencontre  de  deux  normales  rectangulaires  à  l'ellipse. 

Lieu  du  [)oinl  de  renrontre  des  normales  aux  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  centraux  fi  rectangu- 
laires de  l'ellipse. 

Montrer  que  ces  courbes  ont  la  même  aire. 

E.  N.  Bahisiev. 

2650.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  une  droite  donnée  et  passant  par  trois  des  points 
communs  à  deux  i-oniques. 

Appliquer  à  une  ellipse  et  à  l'iiyperbole  d'Apollonius  correspondant  à  un  point  (a,  b). 

A.  RofssBAU,  à  Landrecies. 
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2566.  — On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  un  point  A  sur  Ox  d'abscisse  a.  un  point  B  sur 
G»/  d'ordonnée  b  ;  on  suppose  a  >>  0,  6  >  0,  n  ^  b.  On  considère  toutes  les  coniques,  0,  ayant  pour 
centre  le  point  0  et  passant  par  les  points  A  et  H. 

1°  /ùjuation  générale  de  ces  coniques. 

2"  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  A  et  de  la  normale  en  B.  Construire  ve  lieu. 

3°  Lieur  des  sommPtK.  (Construire  ce  lieu,  et  séparer  les  sommets  d'ellipses  dfs  sommets  d'hyperboles. 
A   quelles  coniques  corrrspondf.nt  les  points  de  séparation  ?  Construire  ces  points  géométriquement. 

V  La  courbe  Heu  des  sommets  présente  deux  boucles  égales  ;  calculer  l'aire  limitée  par  l'une  d'elles. 

1.  La  conique  variable  C  fait  partie  du  faisceau  linéaire  déterminé  par  l'ellipse 

r»         V* 

-+-4 !  =0 

et  l'ensemble  des  axes  ,     xi/ =  0  ;     elle  a  donc  pour  équation      —r-^~Ti *H r~  =0,  '.    elant 

u  0  ao 

un  paramètre  arbitraire. 

Pour    "/  =  ±:  I,     la  conique  est  un  couple  de  droites  parallèles  (une  parabole)  à  la  droite 

X        y  X         y        ^ 

a  b  a  b 

Four  les  valeurs  de  "/   comprises  entre     —1     et     -+-1,     c'est  une  ellipse,  et,  pour      1'  |  >>,     c'est 
une  hyperbole. 

2.  La  normale  en  A  a  pour  équation 

I  — (1  V  x  —  a  y 

ou  ■ 


a  à 


la  normale  on  B  a  pour  équation 
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X 


y 


f'JO,  b)  f',(0,  à) 


ou 


X 


2_         I 

a  b 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  /.  tirées  de  ces  équations,  nous  obtenons  le  lieu  du  point  de  rencontre 
des  deux  norma'es  : 


h 


ax 


a{x  —  a)  b(y  —  0) 

(1)  a^x(x  —  a)  —  b'-y{y~h]=.0. 

Ce  lieu  est  une  hyperbole  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  ayant  pour   centre  le 

■   .     /  «       ^  \  . 

Poi"i     (-;;-'    Y )'     ^^  ^^^  passe  aux  quatre  sommets  du  rectangle  0,  A,  B  et  C  (a,  a).  Cette  hyperbole 

est  aisée  à  placer  en  remarquant,  de  plus,  que  les  asymptotes  sont  perpen- 
diculaires aux  diagonales  AB  et  OC  du  rectangle. 


ou 


3.  Ici,  l'équation  des  axes  est 

-Î-L  —    '^''' 
X  y 


y-i',.  —  x-^'y  =  0, 


Kx         y 
ab         b 


^+    ^    =0; 


a*         b'-  a^^y^  —  x'-) 


et  nous  aurons  le  lieu  des  sommets  en  éliminant  ).  entre  cette  équation  et 
celle  des  coniques  G.  Ce  calcul  donne  successivement 
a'-  —  b^         xy 

ab  y^  — .X-  a*     '     b- 

[b\r^  -f-  a^j/*  —  a^ô»)  (v^  _  :,^)  4-  2  (a2  -  6^)  x^y'  =  0, 
(^)  («'y'  -  //"  x'-}  {x2  +  y'-)  -h  a^  62  (x2  _  î/2)  =  0. 

Tel  est  le  lieu  des  sommets.  C'est  une  quartique  circulaire  qui  a  l'origine  pour  centre  et  pour  point 

double,  dont  les  asymptotes  sont  les  droites 

a  b 

(OC  est  symétrique  de  OC),  qui  est  symétrique  par 
rapport  aux  deux  axes. 


Les  tangentes  au  point  double  sont  les  deux 
bissectrices.  Ou  et  Ou'.  L'examen  des  signes  des 
deux  parties  du  premier  membre  montre  qu'il 
n'y  a  pas  de  points  dans  les  régions  hachurées  ;  — 
de  plus  la  courbe  passe  aux  points  A  et  B,  etc. 
Rien  n'est  plus  facile  dès  lors  que  de  tracer  cette  courbe. 

Il  est  évident  a  priori  que  les  points  A,  A',  B,  B'  sont  des  sommets  d'ellipse.  Les  points  de  sépa- 
ration sur  la  courbe  que  nous  venons  de  trooiver  sont  les  sommets  des  paraboles  du  système,  c'est-à- 
dire  les  points  à  l'infini  et  les  points  D,  D',  E  et  E',  de  rencontre  des  deux  boucles  avec  les  perpendicu- 
laires aux  droites  OC  et  OC.  Donc  les  deux  branches  infinies  totales,  A  et  A',  portent  des  sommets 
d'ellipses  ainsi  que  les  arcs  DBE  et  D'B'E'  ;  les  autres  arcs  portent  des  sommets  d'hyperboles. 


Ceci  peut  se  voir  encore  en  écrivant  que     "/.^  —  1     ou 
donne 


a'-b'{y'-  —  x-y-  —(a-  —  b'-f  .r'-y-  >  0, 
a^b-  {x-  -hy-y  —  (a-  ■+■  b-y  x-y-  >  0. 
Cette  inégalité  se  simplifie  et  s'écrit 

ab  (x-^  -+-  y-)  -  (a-  +  b'')xy>0. 


a- —  b-^^'x'-y-         ,  .     ^.^ 

^  —  1     est  négatif,  ce  qui 
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en  supposant  x  et  y  positifs  ;  cela  donne 

(ax  —  b\i)  (hx  —  aif)  >  0  ; 
l'inégalité  ne  cesse  d'être  vraie  que  dans  ran;.'lp  aigu  des  deux  demi-droites  OC  et  OD  ;  il  n'v  a  donc  que 
les  points  de  l'arc  01)   qui  soient  des  sommels  d'hyperboles.  Il  n'y  a  qu'à  compléter  par  symétrie. 
4.  Pour  avoir  l'aire  dune  boucle,  nous  passerons  aux  coordonnées  polaires  et  nous  calculerons 


I    "  pVc  =  a'-b'  I  ' 


cos'  '•<  —  s  ni-  t.) 
b-  eus-  '..  —  a*  sin- 


L'intégralion  est  très  facile  :    il  suffit  de  poser     tgw  =  f,     rf<u 

rationnelle  très  simple,  de     t  =  \     à    t  =  u:  . 
Nous  trouvons  ainsi 


dt 


i-hi' 


et  d'intésrrer  une   l'raclion 


A  = 


A« 


U.  DEAUX  et  G.  LACH,  à  Douai. 


Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Hltinkl,  à  Cannes,  «,.  \\.  à  Paris;  M.  I.    M  <."<>. ■îssikh,  à  Cliiny  ;   C    Dklvoyr  :   F.  Maisonnkt 
lycée  Carnot  ;  M.  Winavts,  à  Liège  :  L.  Sotre.  à  Bennes. 

Solutions  satisraisantes  :  MM.  G.  Lhkhanne,  lyrée  de  Besançon;  M.  Rioolt,  à  bernay  . 


2567.  —  On  considère  deux  axe»  rectangulaires  Ox,  O7,  un  point  A  fise  sur  Oy  et  un  cercle  C 
tangent  à  0|/  au  point  A. 

1"  Le  cercle  C  coupe  Ox  en  deux  points  M  et  N.  Soit  C  le  cercle  décrit  sur  MN  comme  diamètre. 
Trouver  les  points  de  Poncelet  du  faisceau  (C,  (!')  et  le  lieu  de  ces  points,  quand  le  cercle  C   varie. 

t"  Soit  C  le  cercle  du  faisceau  (C,  C)  qui  touche  le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A  et  passant 
au  point  0.  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  au  cercle  C  en  M  et  N  avec  la  parallèle 
fi  Ox  menée  par  le  centre  du  cercle  C",  et  construire  ce  lieu. 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  du  plan  par  lesquels  jtassent  deux  cercles  C  égaux  et  non  confondus. 
Construire  ce  lieu. 

1 .  En  désignant  par  a   l'ordonnée  du  point  A,  l'équation  du  cercle  (C)  est 

X»  H-  y*  —  î^x  —  2a|/  -l-  n'  =  0. 
Les  abscisses  des  points  M  et  N  sont  racines  de  l'équation 
X*  —  2>x  -f-  a»  =  0, 
et  le  cercle  (C)  (non  tracé)  a  pour  équation 

jt^yi-.'ikx-ha*  =  0. 
Cette  équation  est  d'ailleurs  inutile. 
Les  cercles  du  faisceau  (C,  C)  ont  pour  équation  générale 
X*  -f-  y-  —  i/x  —  2fxy  -h  a'  =  0  ; 
les  points  doubles  sont  donnés  par     F^  =  0,     F^  =  0,     F',  =  0,     ou 

X  -  /  =  0.  y  —  K  =  0,  Àx  -+-  [11/  —  n*  =  0, 

et  il  suffit  d*élin)iner  a  et  |i  pour  avoir  le  lieu  de  ces  points  : 
I»  -i-  yi  —  n>  =  0  ; 

c'est  le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  passant  au  point  A.  Ce  résulUt  est  évident  géométri- 
quement, puisque  la  puissance  du  point  0  par  rapport  à  tous  les  cercles  du  faisceau  est  constante  et 
égale  il  a*. 


y 

NfC) 

A 

V 

0 

1                    :    1 

\ 

C 

Âl 

l\] 
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2.  Le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A  et  passant  en  0  a  pour  équation 

x^  -hy*  —  2ai/  =  0  ; 

l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  variable  du  faisceau  a  pour  équation 

'ïlx  -H  2({Ji  —  a)î/  —  tt'-  =  0  ; 

écrivons  qu'il  est  tangent  au  cercle  précédent;  nous  aurons 

2a(ii.  —  a)  —  a- 

=  a, 


2v/X*  -h  (fx  -  af 

ou  [2((x  — a)  — a]2=  4[a» +{tx  — a)»]. 

Cette  relation  se  simplifie  et  devient 

4X2  _^  !^a{^l  —  a)  —  a»  =  0  ; 

elle  montre  ainsi  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  (G")  est  une  parabole. 

Elle  nous  donne  aussi  [i  en  fonction  de  "a,  et  nous  voyons  ainsi  que  l'équation  générale  des  cercles 
(G")  est 

x2  +  y2  _  9\x  -  2(  a  H \y  -h  a^  =  0. 

Les  tangentes  au  cercle  (C)  en  M  et  N  ont  pour  équation 

X-  —  2Xx  -ha'  =  0  ; 

la  parallèle  à  Ox  menée  par  le  centre  du  cercle  (G")  a  pour  équation 

«2  —  il' 

X^  — |—  fl* 

et  le  lieu  des  points  de  rencontre  est  obtenu  de  suite  en  remplaçant  X  par    — dans  la  deuxième 

équation.  C'est  la  quartique 

(2)  t/  =  a  ^  ' 


2a; 


a'x' 


a'f 


Aax^ 
Pour  construire  cette  courbe,  nous  commencerons  d'abord  par  écrire  son  équation  sous  la  forme 


y  = 


4  4aa;* 

et  nous  porterons  les  axes  parallèlement   à  eux-mêmes  au  point  de   Oj/  qui  a  pour  ordonnée    — ; 

l'équation  deviendra 


y  = 


{x-  —  g-;^ 
4oa2 


Nous  voyons  alors  que  le  nouvel  y  est  toujours  négatif, 
qu*il  est  nul  pour  x  =  ±a;  en  ces  deux  points,  d'ailleurs,  la 
courbe  est  tangente  au  nouvel  axe  des  r.  L'axe  des  y  est  une 
asymptote  de  rebroussement  et  pour  x  =  ±oo,  y  =  — x 
(branches  paraboliques).  En  tenant  compte  de  la  symétrie  par 
rapport  à  0(/,  la  courbe  est  aisée  à  tracer  maintenant. 

3.  Écrivons  que  le  cercle  (C)  passe  en  un  point  donné  (.r,  y)  ; 
nous  aurons  une  équation  du  second  degré  en  "/.  qui  donne  les  paramétres  des  deux  cercles  qui  passent 
en  ce  point  :   X'  et  X'.  Or  le  rayon  du  cercle  (G")   est  donoé  par 

r  a2  — 4X2-1!' 

p:=,.^|^,^___J    -as 

en  égalant  les  deux  valeurs  de  o^  qui  correspondent  à  X'  et  X",  nous  aurons  la  relation 


X" 


=  0; 
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cette  relation  est  divisible  par    X'  —  X"    et  devient  ensuite 

a       \        '  2a  y 


- ,      . ,        '■■'-<-  ^"  /   .  a'  —  2()/»  -»-  À"*)  , 

/'  -h  A" 'ia  H 1— ^!I L      =  0. 


Nous  avons  bien  supprinné  ainsi  la  relation    >.'  -  À"  =  0    qui  correspond  à  deux  cercles  confondus, 
c'esl-à-dire  à  l'enveloppe  du  système,  et  il  nous  reste 

'.  -h  /.   =  0  et  /.  -  -h  /.  -  = 

2 

Écrivons  (Maintenant  l'équation  en  /  : 

41/"/.*  —  4o"ax  H-  2rt(  j:-  -+-  j/-  -t-  a*)  —  5a-y  =  0  ; 


nous  en  déduisons 


CI  2a(j-  -h  V*  H-  a-)  —  5a-i/ 


y  4y 

•  'î      •  »2  _  i^  _  2a(x*H-t/»H-a»)  — 5>i-.v   _  2a*.r»  -t-  ôa*y^  —  2aj/(x*  -t-  y»  -h  a») 
\'^'-     ~     y-^  2y  ~  2^^ 

Le  lieu  demandé  se  décompose  en  deux  :  d'abord  l'axe  des  y,    x  =  0,     solution  évidente  a  priori  ; 

puis, 

2a-x-  -H  "}a-y-  —  '■2ay(x^  -+-  xj-  4-  a-)  =  .'{fl-'j/-, 

ou       (3)  y(x^  H- t/-'  4- n-)  —  a(x- 4- y»)  =  0, 

cubique  circulaire  facile  à  construire. 

N.  D.  L.  II.  —  L'énoncé  de  cette  question  a  été  dénaturé  à  l'impression.  La  rectiticatioo  qui  a  paru 
dans  le  n"  suivant  de  la  Revue  est  elle-même  inexacte  :  il  faut  comprendre  ainsi  le  lieu  demandé  dans 
la  2*  partie  ;  c'est  Le  lieu  des  points  de  rencotilre  des  tangentes  au  cercle  (C'j  en  M  et  N  avec  la  parallèle 
à  Or  menée  par  le  centre  du  cercle  (C"j. 
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ÉCOLE  CENTRALE,  Admissilnlilé  {Suite). 


Géomèlrie  descriptive. 

'111    —  On  donne  deux  points  (n,  a),  [h,  b)  et  une  droite  (D,  I)')  ;    trou»er  le  ponit  cle   celte  ilroite   équidistant  des 
deux  (iiiinls  donnrs.  ' 

27S.   —  On  donne  deux    droites   A   et   H  non  silints  dans  un  nn'me   pliin  ;   par   cliaoune   d'elles,  on    mené  un    plan 
paralli'lc  à  l'autre.  Distance  de  ces  deux  plans. 

27!).  —  On  donne  une  droite  et  un  plan.  Déteriiimer  sur  b  droite  un  puinl  dont  la  distaïuf  .m  |>l.iii    Idunf  suit  rtalf 
à  une  longueur  donnée. 

280.  —  Symétrique  de  lu  ligne  de  terre  par  rapport  a  un  plan  i'aO  donné  par  ses  traces. 

281 .  —  Angle  di;  deux  droites. 

282.  —  Construire  un  carré  connaissant  un  coté     nh,    n  Ir)  et  la   projection  horizontale  du  coté  issn  du    sommet 

28îl     —  Ktant   ilonnés   tWux   points  (<i,(i),  ^^,  '<      par  leurs  projections,    déterminer  la   projection    xerticale  c    dun 
l»oii»t  (r,  f)  dont  on  donne  la  projection  horizonlalc  c.  de  façon  (pie  le  trl.-^ngle  (a  6  c.  </' fc' c'i  soit  isocèle  en  {a,  a'),  {b,b'K 

284.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces   P,  Q'   parnlleles  ."i  la  li^nede  terre,  et  dans  ce  plan  un  point  Crt.  n  \  :  construire 
un  point  et  la  tan^çente  en  ce  pomt  des  projections  d  un  cercle  passant  par  [a,  0')  et  tanKent  aux  traces  du  plan. 

285.  —  On  donne  un  plan,  et  un   point  dans  ce  pi. m.   Mener    des  tangentes  parallèles  à  une   direction  donnée  à    un 
cercle  de  rayon  donné,  ayant  pour  centre  le  point  donn«'. 

28(1     —  On  donne  un  point   {f,  f]   et  une  droite   (A.  X),   qui   sont   respectivement  le   foyer  et    la  directrice  dune 
parabole.  Construire  les  projections  de  cette  parabole,  nn  point  courant  et  la  tangente  en  ce  point. 
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287.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  ;  lui  mener  un  plan  tangent 
parallèle  à  une  direction  donnée. 

288.  —  Mener  par  une  droite  de  front  un  plan  tangent  à  un  cône  de  révolution  à  aie  vertical  (la  droite  passe  par 
le  sommet  du  cône). 

289.  —  Un  plan  est  déterminé  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  [o,o')  ;  ce  point  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon 
donné  et  contenu  dans  le  plan^  base  d'un  cône  de  sommet  donné  (s,  s'].  Mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  perpendiculaire 
au  plan  de  base. 

290.  —  Plans  tangents  communs  à  un  cône  et  à  un  cylindre. 

291 .  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  A,  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCD. 

292.  —  Contours  apparents  d'un  cône  défini  par  son  sommet  et  un  cercle  donné  par  son  centre  et  son  rayon,  dans 
un  plan  quelconque. 

293.  —  Construire  les  contours  apparents  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices  et  la  base, 
dans  un  plan  déterminé  par  un  point  et  la  ligne  de  terre  ;  lui  mener  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné  par  ses 
traces  PaQ'. 

294.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  donné  ayant  pour  base  la  section  d'un  cylindre  donné  par  un 
plan  donné. 

295.  —  On  donne  un  cylindre  oblique  dont  la  base  sur  le  plan  horizontal  est  un  cercle  ;  normale  commune  au 
cylindre  et  à  la  ligne  de  terre. 

296.  —  Mener  une  normale  commune  à  une  ^horizontale'  donnée  et  à  un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  dans 
le  plan  horizontal  et  dont  les  génératrices  sont  de  front. 

297.  —  Déterminer  un  cylindre  dont  on  connaît  une  directrice  plane  et  deux  points. 

298.  —  Déterminer  un  cylindre  ayant  pour  base  une  ellipse  située  dans  un  plan  horizontal,  connaissant  deux 
points  (a,  a'),  {b,  b')  de  ce  cylindre. 

299.  —  Un  cylindre  oblique  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  ;  construire  un  point  courant  et  la  tan- 
gente en  ce  point  de  la  section  par  un  plan  donné  par  ses  traces.  Déterminer  les  normales  au  cylindre  contenues  dans  le 
plan  de  section. 

300.  —  Un  cône  a  pour  base  une  parabole  dans  le  plan  horizontal.  Déterminer  uu  point  courant  et  la  tangente  en 
ce  point  de  la  section  du  cône  par  le  plan  vertical. 

301 .  —  Déterminer  les   éléments  de    la  parabole  section  d'un  cylindre  parabolique  par  le  plan  vertical.  La  base  iu  » 
cylindre  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  xy,  dans  le  plan  horizontal. 

302.  —  Construire  les  asymptotes  d'une  hyperbole  définie  par  ses  deux  foyers  et  la  longueur  2a  de  son  axe  réel. 
Cette  hyperbole  est  la  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Construire  la  trace  verticale  de  ce 
cylindre;  asymptotes  de  cette  trace. 

303.  —  On  donne  deux  cônes  dont  les  bases  sont  deux  cercles  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  sommets  ont  des 
cotes  proportionnelles  aux  diamètres  des  bases  ;  les  sommets  se  projettent  horizontalement  aux  points  de  contact  s  et  Si 
d'une  tangente  commune  (extérieure).  Point  courant  de  l'intersection  et  tangente  en  ce  point.  Nature  de  l'intersection  ; 
peut-on  déterminer  géométriquement  les  asymptotes  ? 

304.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  dont  le  sommet  se  projette  hori- 
zontalement en  un  point  s  du  cercle  ;  un  cylindre,  à  génératrices  verticales,  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  nne  hyper- 
bole é(iuilatère  dont  le  centre  est  au  centre  du  cercle  et  dont  l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
L'hyperbole  est  tangente  au  cercle  en  ses  deux  sommets  a  et  b.  Construire  un  point  courant  de  l'intersection  et  la  tan- 
gente en  ce  point  ;  asymptotes. 

305.  —  On  donne  deux  cônes  ayant  même  basé,  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  lessommets  se  projettent 
horizontalement  sur  le  cercle  de  base.  Construire  l'intersection  et  particulièrement  les  asymptotes. 

306.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  c'est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  donné  et  aussi  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Intersection  des  deux  sur- 
faces, point  courant  et  tangente  en  ce  point,  nature  de  la  section.  Comment  les  plans  des  deux  coniques  formant  l'inter- 
section coupent-ils  la  ligne  des  som-nets?  Direction  asymptotique  de  la  deuxième  parabole  d'intersection. 

307.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère. 

308.  —  Intersection  de  deux  sphères. 

309.  —  On  donne  une  sphère:  en  trouver  la  section  par  un  plan  de  bout.  Cette  section  est  la  base  d'un  cylindre 
dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Trouver  les  contours  apparents  de  ce  cylindre. 

310.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  donné  et  ayant  pour  base  la  section  d'une  .'•phère 
par  un  plan. 

311.  —  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère;  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  sphère  (en  géométrie 
et  en  géométrie  descriptive  . 

312.  —  On  donne  un  point  (j,  s')  et  une  sphère.  Construire  le  contour  apparent  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère 
et  de  sommet  (s,  s').  Connaissant  la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  ce  cône,  trouver  sa  projection  verticale. 

313.  —  Circonscrire  à  une  sphère  un  cylindre  dont  on  connaît  deux  points;  discussion.  Solution  géométrique, 
puis  graphique. 

314.  —  On  donne  trois  droites  formant  un  trièdre.  Trouver  une  sphère,  tangente  à  ces  trois  droites  et  à  un 
plan  donné. 
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315.  —  Mener  par  utie  droite  un  plan  tangent  a  une  sphère.  Cas  particulier  où  la  droite  est  soit  horizontale,  soit 
frontale. 

316.  —  Inverse  d'une  sphère  par  rapport  à  un  point  (en  géométrie  et  en  géométrie  descriptive). 

317.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  sphère  dont  le  cenlre  est  dans  le  plan  de  front  de 
l'aie  du  cône  et  qui  est  tangente  au  cône.  Détei  rainer  un  point  et  la  tangente  en  ce  point  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 

818.  —  Umbre  au  flambeau  d'une  sphère. 

319.  —  Ombre  de  récuelle. 

320.  —  Le  point  (o,  o)  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  dans  un  plan  donné  par  ses  traces.  Déterminer 
les  projections  de  ce  cercle.  Contours  apparents  du  cône  de  révolution  ayant  pour  base  ce  cercle  et  dont  on  donne  la 
hauteur. 

321.  —  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  d'un  cône  de  révolution  défini  par  son  sommet  et  une  sphère 
inscrite,  connaissant  sa  projection  horizontale. 

3*22.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  à  axe  quelconque;  connaissant  la  projection  horizontale  d'un  point 
de  ce  cylindre,  construire  sa  projection  verticale. 

323.  —  Contours  apparents  d'im  cylindre  de  révolution  daxe  {ab,  ab)  et  tangent  à  une  droite  donnée  [cd,  e'd'\. 

324.  —  Construire  un  cône  de  révolution  tan^rent  à  trois  plans  donnés.  Solution  géométrique  Faire  l'épure  en 
pren.int  pour  plans  les  deux  plans  de  projection  et  un  autre  plan  l*»(i  ,  donné  par  ses  traces. 

325  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  tancent  h  deux  plans  donm's  et  passant  par  un  point  donné.  Solution 
géométrique,  puis  solution  graphique  en  prenant  pour  i  un  des  plans  le  plan  horizontal  de  projection,  l'autre  étant  donné 
par  ses  traces. 

326.  —  .Mener  par  la  ligne  de  (erre  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  l'aQ  . 

327.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution.  Projection  de  la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  k  l'axe. 

328.  —  Section  d'un  cône  de  révolution,  d'axe  vertical,  par  le  premier  (ou  le  second)  plan  bissecteur. 

829.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  ilont  la  ii.ise  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  et  une  droite.  Faire 
passer  par  cette  droite  un  plan  tel  que  la  section  du  cône  par  ce  plan  ait  la  droite  donnée  pour  directrice. 

330.  —  Une  ellipse  dont  on  ronnait  trois  points  dans  le  plan  horizontal  est  la  directrice  d'un  cône  de  révolution 
dont  le  sommet  est  donné.  On  donne  la  projection  verticale  d  un  point  de  ce  cône,  déterminer  la  projection  horizontale. 

331.  —  Ombre  au  llainbeau  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 

332.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  tancent  au  plan  horizontal  et  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 
Trouver  un  point  courant  et  la  tangente  en  ce  point  de  leur  interseclior).  Points  remarquables  de  l'intei  section. 

333.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  cl  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  une  génératrice  commune 
{y, y').  I/axe  du  cylindre  est  la  ligne  de  terre,  l'axe  du  «ône  est  une  frontale  sa,  sa  ];  point  courant  et  tangente,  particu- 
larités de  l'interaection. 

{Fin.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2651.  —  !*>  Étudier  les  variations  de  la  fonction     y  =  x].x-i et  nionlror  que  l'equation 

1  —X- 

x\.x  H —   =  0 

a  truis  racine.s  réelles. 

2*  Calculer   l'aire  comprise  entre  l'axe  dos  x.   la  courbe  représenlalivo  de  la  fonction   y,   cl  les   deux 

ordonnées    r.  =  0,    x  =  c.    Donner  le  résullat  à  près. 

K.  Il 

2662.  —  1»  Délerminor  une  fonction  y  qui  soil  o^Mle  à   1   |iour    je  =  0    el  qui   \riHie  l'equalion  dillc- 

lenliclle 

y'   _  \j  cos  X 

y    ~  sin^.c 

2'  Ktudier  les  variations  de  cette  fonction  dans  I  intervalle  oii  clic  est  définie. 

E.   II. 
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GEOMETRIE 


2526.  —  Sur  un  hyperboloide  réglé,  on  considère  un  système  S  de  génératrices  recldtgnes.  Par  les 
points  où  les  génératrices  de  S  rencontrent  une  même  section  circulaire,  on  mène  des  plans  respectivement 
perpendiculaires  à  ces  génératrices.  Tous  ces  plans  sont  concourants  et  leur  point  commun  décrit  une  droite 
A  quand  le  plan  de  la  section  circulaire  se  déplace  parallèlement  à  lui-même.  Si  on  prend  /ei  symétriques 
de  A  par  rapport  à  toutes  les  génératrices  de  S,  le  lieu  de  ces  symétriques  est  une  surface  gauche  de  révo- 
lution dont  taxe  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  plans  cycliques  considérés. 

Solution  géométrique.  —  1.  Soit  H  le  plan  de  section  circulaire  considéré,  coupant  la  qua- 
drique  suivant  un  cercle  (C)  et  rencontré  en  M  par  la  génératrice  S.  Le  plan  H^  mené  par  le  centre  0 
de  la  quadrique  parallèlemenl  à  H  coupe  la  quadrique  suivant  un  cercle  (0)  et  est  rencontré  en  M„  par 

la  génératrice  S. 

La  projection  orthogonale  r  de  S  sur  le  plan  Ho  enveloppe  le 
contour  apparent  en  projection  de  la  quadricjue,  c'est-à-dire  une 
conique  de  centre  0,  bilangente  au  cercle  0,  lequel  est  ainsi  cercle 
principal  de  cette  conique. 

Soient  tz  et  tc^  les  plans  normaux  à  S  en  M  et  M„.  Le  plan  r^ 
coupe  le  plan  H^  suivant  une  droite  passant  par  M„  et  perpendicu- 
laire à  r;  puisque  M^  est  sur  le  cercle  principal  de  la  conique  enve- 
loppe de  r,  la  droite  considérée  passe  ainsi  par  l'un  des  foyers,  F,  de 
cette  conique.  (Si  au  lieu  du  système  de  génératrices  S  on  considé- 
rait l'autre  S',  on  trouverait  l'autre  foyer  F'  symétrique  de  F  par  rapport  à  0.)  Ceci  dit,  projetons  F 
en  N  sur  le  plan  -.  FN  est  parallèle  à  MoM,  qui  est  perpendiculaire  à  FAJ^,  et  MN  est  perpendiculaire 
à  MMfl.  Donc  le  quadrilatère  FMoMN  est  un  rectangle,  donc  N  est  dans  le  plan  H  et  le  plan  -  n'est 
autre  que  le  plan  normal  à  FN  en  N. 

Or  la  droile  FN  appartient  à  un  cône  (F)  de  sommet  F,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  celles 
de  la  quadrique,  et  qui  admet  par  suite  les  mêmes  plans  de  sections  circulaires  (|ue  la  quadricpie.  Donc 
le  point  N  décrit  un  cercle  (I)  dans  le  plan  II  et  la  figure  KOCI  est  un  parallélogramme.  Far  le  cercle 
(I)  et  le  point  F  passe  une  sphère.  Le  plan  -  normal  à  FN  en  N  passe  pir  le  point  'j  diamétralement 
opposé  à  F  sur  cette  sphère.  Il  est  ainsi  démontré  que  tous  les  plans  -  correspondant  au  cercle  C  ont 
un  point  commun  ■:,. 

2.  Quand  le  plan  H  varie,  le  cône  (l)  reste  fixe;  le  cercle  (1)  tracé  sur  ce  cône  donne  lieu  à  une 
sphère  variable  qui  reste  homothéiique  à  elle-même  par  rapport  à  F,  Donc  son  contre  f.>  décrit  une 
droite  A  passant  par  F  et  le  point  o  décrit  celte  même  droile  A.  La  sphère  coupe  le  cône  suivant  le 
cercle  (I)  et  suivant  un  deuxième  cercle  qui  se  décompose  dans  l'ensemble  des  deux  droites  isotropes 
menées  par  I'  dans  un  certain  plan  K,  lequel  est  parallèle  aux  plans  cycliques  conjugués  des  plans  H 
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et  par  ailleurs  est  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  F.    Donc  le  diamètre  l"f  lui  est  perpendiculaire  et  la 
droite   A   est  ainsi  la  perpendiculaire  issue  du  foyer  F  aux  plans  cycliques  conjugués  des  plans  H. 

D'après  une  propriété  connue  elle  coïncide  ainsi  avec  une  des  lignes  focales  du  ci>ne  supplémen- 
taire du  cône  (F)  lequel  est  homothétique  au  c-me  asymptote  de  la  quadrique.  Enfin,  on  peut  démontrer 

que.  les  plans  tangents  inené^  par  A  à  la  quadrique  sont  isotropes. 
*  i' 

3.  Cherchons  mainlenant  le  lieu  des  symétriques  de   A  par  rapport  aux 

génératrices  S  :  c'est  une  certaine  surface  réglée. 

Le  lieu  des  symétriques  de  ;  par  rapport  aux  droites  S  est  un  cercle  (C  ), 

double  de  (C),  dans  un  plan  parallèle  à  H  et  dont  le  centre   C  est  symétrique 

de   f  par  rapport  à  C.  Soit  1'  le  symétrique  de  o  par  rapport  à  I.  Le  centre  u) 

de  la  sphère  ci-dessus  est  au  milieu  de  Fo,  le  plan  du  cercle  (I)  est  parallèle 

à  H,  donc  l'axe  ojI  de  ce  cercle  est  perpendiculaire  à  H.   Donc  le  segment  FI' 

équipollent  au  double  de  wl   est  perpendiculaire  à  H   et  le  point  1'  est  sur  la 

droite  fixe  Fz  perpendiculaire  en  F  à  (H„).  Mais  le  vecteur   l'C  est  équipollent  au  double  de  U!,  donc 

au  double  de   FO,  donc  à  FF'.   Donc  C  est  sur  la  normale   F':'  menée  par  le  foyer  F'  au  plan  Hq.  et 

tous  les  cercles  (C  )  ont  cette  droite  pour  axe  coiinniin.  Donc  le  lieu  est  une  surface  réglée  de  révolution 

d'axe  F':';   son  cercle  de  gorge  est  le  cercle  directeur  de  centre  F',  double  du  cercle  0. 

L.  BICKAKT,  à  Paris. 

Autre  solution.  —  Soient  l'hyperboloide  réglé 
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les  équations  d'une  génératrice  du  système  (S)  ;  oiiliii, 

(y)  i^  -h-^   =  I^  [on     p  =  v/a=rzr6î^     q  =  v/ôT^r^ï] 

0  c 

léquation  du  plan  d  une  section  circulaire  de     II). 

f^es  coordonnée!,  a,  y,  :,  du  point  où  la  génératrice  ((i)   rencontre  ce  cercle  sont  données  par  les 

formules 

x^     _   ijil  —p(i  -h  A»)-  7(1  —À»).         j/^  _         t><yX-4- .a(t- >.^)       .         :,    _     —ip\-^ii(i  4- >.') 


L'équation  du  plan  P  mené  par  (./ ,,  »/,,  :,)  perpendiculairement  à  (G)  est 

(P)  i'fl/,(.r  -  X,)  -h  b{i  -  X»)(y  -  j/.)  +  c(l  -+-  X'-X:  -  ;,)  =  0, 

un,  en  rcmplaeant  .r,,  >/,,  :,  par  leurs  expressions  en  fonction  de  X  et  en  posant 


/Hl->.»)->-9(i  -^->.*) 


(P)     ^'(:'-'/)(7-P)-(*'' 


ax  ï=  x'y  Al/  =  t/',  c:  =  s', 

c*)a]  -u  2X^(9  —  p)(x'  -+-  pq)  -H  i\\qz'  -  pb'  -  {p* 
-+-  2X(p  -4-  ^)(x'  -h  pq)  H-  (y'  -h  :')(p  ■ 


7)  — f^fp* 


=  0. 


(lire  poui 


Or,  fjuel  que  soit  X,  cette  équation  est  satisfaite  pour     x'  =  —  pq,     y   =  — pu,     z'  =  çji,     c'e»là- 
-  pq         ..  _   —  /';■'  .  ^  _7I^ 

c 


a  ■'  h 

Lorsque  [j.  varie  de     —  x     à     -t-  ac  ,     ce  point  décrit  toute  la  droite  (S;^  dont  les  équalioas  sont 

a  P        q 

Le  lieu  1'  des  symétriques  de  A  par  rapport  aux  génératrices  de  S  est  une  surface  réglée.  D  autre 
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part,  soit  Oi  le  point  de  A  correspondant  à  la  section  circulaire  (C,)  de  (H)  définie  par  la  valeur  i^i  du 
paramètre.  Soient  M  un  point  quelconque  de  (Ci)  et  MG  la  génératrice  du  système  (S)  qui  passe  par  ce 
point  M  ;  par  définition,  l'angle  GMO,  est  droit;  donc  si  l'on  prend,  sur  0,\I,  OTN  =  2UiM,  N  sera 
le  symétrique  de  Oi  par  rapport  à  M(j  ;  ce  sera  donc  un  point  de  X.  Si,  0,  restant  fixe,  M  décrit  (Ci), 
le  point  N  décrira  un  cercle  (C,)  homothétiqiie  de  (G,).  On  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour 
chaque  point  de  A.  Il  en  résulte  que  S  présente  une  infinité  de  sections  circulaires  dont  les  plans  sont 
parallèles  à  celui  de  (Ci).  Si  on  démontre  que  les  centres  de  toutes  ces  sections  forment  une  droite 
perpendiculaire  à  la  direction  commune  de  leurs  plans,  il  sera  établi  que  S  est  une  surface  de  révo- 
lution. 

pu         qz 
Or,  le  centre  du  cercle  (C,)   est  dans  le  plan    -ry^H =  'M-     H  est  aussi  sur  le  diamètre  de  (H) 

conjugué  à  la  direction  de  ce  plan.  Les  équations  de  ce  diamètre  sont    /';  =  0,     — -  =  — -}      c'est-à- 

dire        a;  =  0,       ~  — On  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  centre  de   (Ci), 

pb         cq 


?  =  U,     r,  =  — -,     ^  = 


Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  centre  de  (C'i).  On  a 

Y  P'f  9t  _  n  Y  ^f"'    -  9r  -     —^P^l^'  /    >     '/!-''    -  .^-  -     ^^'^•"' 

^^ r- —  2-»  —  w,  I —  _  ^f,  _  ,  L 


Quand    ui  varie  de     — x       à      -f-oo,      ce   centre  décrit  toute  la  droite   ayant   pour    équations 

no        Y         wc 
X  =  — )      —  =  ^»    c'est-à-dire  une  droite  perpendiculaire  à  la  direclioiî  des  plans  de  C,  et  de   d. 
a         A         qh 

M.,  à  Guéret. 


2553.  —  Soit  k  un  point  fixe  d'une  conique  (F),  a  le  point  de  Frégier  correspondant,  situé  sw  la 
conique  de  Frégier  {-{);  bcd  étant  un  triangle  variable  inscrit  dans  la  conique  (y),  démontrer  que  le  cercle 
circonscrit  ou  triangle  formé  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  a  sur  les  côtés  du  triangle 
bcd  passe  constamment  par  le  point  A. 

M.  iMussel,  à  qui  l'énoncé  de  cette  question  est  dû,  nous  en  a  envoyé  une  belle  solution  géo- 
métrique que  nous  allons  résumer  rapidement. 

Nous  savons  que  le  lieu  des  points  de  Frégier  sur  les  diverses  normales  dune  conique  est  une 
conique  homolhétique  et  concentrique  (cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole)  ;  dans  le  cas  de  la  parabole, 
c'est  une  parabole  égale  à  la  parabole  donnée  et  qui  dérive  de  celle-ci  par  une  translation  parallèle  à 
l'axe. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  si  on  considère  une  conique  quelconque  (y),    un  point  a 

quelconque  de  cette  coni(jue  et  un  triangle  inscrit  quelconque  aussi, 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  a  sur  les  côtés  de  ce  triangle  passe  par  un  point  fixe  A 
attaché  au  point  a. 

Pour  cela,  nous  envisageons  les  droites  isotropes   qui  passent  au 
point  a  ;  elles  coupent  la  conique  en  deux  autres  points  (imaginaires) 
e  et  /■  et  donnent  un  deuxième  triangle  inscrit  dans  la  conique.  Nous 
savons  d'autre  part,  que  lorsque  deux  triangles  sont  inscrits  dans  une 
A  —  conique,  ils  sont  circonscrits  à  une  seconde  conique.  Ici   celte  conique 

est    la   conique   inscrite   dans   le    triangle   bcd    et  ayant  pour    foyer 
le  point  a;  le  cercle  circonscrit  au  tiiangle  pqr  est  donc  la  podaire  du  foyer  a  par  rapport  à  cette 
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seconde  conique;  ce  cercle  passe  aussi  au  pird  A  de  la  perpendiculaiie  abaissée  du  point  a  sur  la  lan- 
geote  ef.  Ce  point  A  .est  le  même  pour  tous  les  triangles  bcd  ;  il  est  fixe. 

Pour  voir  où  il  est  exactement,  nous  roinirquons  que  pour  tous  los  triangles  hcd  formant  un 
système  concyclique  avec  le  point  a  le  triani^le  pqr  est  une  droite  (droite  de  Simpson)  et  toutes  ces 
droites  passent  au  point  A.  L'une  des  plus  faciles  à  voir  est  le  diamètre  oa',  symiHrique  de  oe  par  rap- 
port aux  axes.  D'ailleurs,  la  droite  ef  étant  synif^trique  en  direction  de  la  tangente  au  point  a,  la  per- 
pendiculaire à  celte  droite,  ak,  est  symétriqie  de  la  normale  en  a,  c'est-a-dire  parallèle  à  la  normale 
au  point  a'  symétrique  de  a.  Le  point  A  est  donc  bien  déterminé  maintenant . 

Considérons  maintenant  la  conique  (F),  liomotbélique  de  (y),  concenlri<jue  et  passant  au  point  A. 
Le  point  n  est  pour  celte  conique  le  point  de  Frégier  du  point  A.  Cela  est  évident,  |)uisque  \a  est  nor- 
male en  A  à  la  conique  (r)  et  que  oa  est  le  diamètre  symétri(|ue  de  oA. 

M.  Mussel  a  envoyé  une  deuxième  solution. 

Enlin  M.  G.  Hensùre  a  envoyé  une  autre  solution  géométriciue  basée  sur  une  transformation  liomo- 
gra()hique  qui  ramène  les  deux  coniques  envisagées  à  des  cercles  concentriques. 

Nous  n'avons  reçu  aucune  solution  analytique. 
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2560.  —  1°  On  considère  une  strophoide  (S)  ri  un  cercle  (Tj  de  centre  {]  assujelli  n  passer  par  le  point 
douhle  0  de  cette  strophoide.  Il  coupe  (S)  «"n  deu.r  points  M  et  N  {réels  ou  iniaginaires)^  autres  que  le  point 
douille  et  les  points  ajcliques  du  plan. 

a)  Calculer  les  coordonnées  du  pôle  de  M.N  par  rapport  au  cercle  (I)  qui  lui  correspond,  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  G;  en  déduire  une  construction  des  deux  points  de  rencontre  d'une  strophoide 
droite  avec  un  cercle  qui  prisse  par  le  point  douhi-, 

h)  Lieu  (P)  du  cmtrr  C  du  cercle  (1),  qui  limite  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  les  points  M  f/  N 
sont  réels  et  celles  pour  lesquelles  ces  points  stmt  imuf/inaires.  Enveloppe  des  cercles  (r),  quand  leurs 
centres  dé>rivent  \\').   En  déduire  une  définition  de  ht  strophoide  et  une  construction  pur  points. 

c)  Le  lieu  (F)  rsl  aussi  l' enveloppe  des  perpendiculaires  aux  segments  qui  joignent  le  point  double  de 

In  strophoide  aux  deux  points  de  cette  courbe,  en  leurs  milieux. 

2°  Quand  C  est  sur  lu  strophoide,  la  droite  MN  rst  parallèle 
à  OC. 

3"  Le  contre  C  décrioant  une  droite  quelconque  du  plan,  trouver 
l'cnveloppr  (le    MN  et  le  lieu  de  son  pôlr. 

4*  Lieu  des  ceiilres  {]  des  cercles  {V)  pour  lesquels  les  droites 
d'intersection  MN  sont  parallèles  a  une  direction  donnée,  m.  On 
trouve  un  cercle.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle  quand  m   varie. 

u"  Lieu  des  centres  des  rercles  (I),  orlhogonnu  r  à  lu  strophoxdr  en 
un  des  points  M  ou  N. 

1.  a)  Soit  x{x^ -h  y^) -\- a{x*  —  IJ-)  =0  l'équation  de  la  stro- 
phoide droite  donnée.  L'un  (juelconquc  des  cercles  (r)  qui  passe  au 
point  0  n  pour  équation 

i'  -t-  v'  —  t»''  r  —  2  !>/  =  0. 
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)-  et  [j.  désignant  les  coordonnées  de  son  centre.  Désignons  en  outre,  par  a  et  ^  les  coordonnées  du 
pôle  de  la  droite  MN;  celle-ci  aura  pour  équation 

x{oL  —  À)  H-  yC^  —  II)  —  l'i.  _  pjjt  =  0. 
Cela  posé,  l'équation  des  deux  rayons  OM  et  ON,  qui  joijïnent  l'origine  aux  points  de  rencontre 
du  cercle  et  de  la  strophoïde,  s'obtient  en  éliminant  la  variable  dbomogénéité  entre  les  deux  équations 
et  est 

l'équation  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  le  cercle  s'obtient 
de  la  même  façon  et  est  aussi 

(a).  +  <p^){x^-^y^)  -  %\X  -H  i^y)rx(a  -  1)  +  y{9,  -  (.)]  =  0. 
En  écrivant  que  les  deux  couples  coïncident,  nous  avons 

oty.-4-PiJL  — 2X(a  — >)    _    —  2).(p— u)  — 2;i(a  — ).)    _    a).  -^  pjji  _  2Kj3  -  [j)  . 
'il-i-a  ~  "lu.  ~  ZT^  ' 

ajoutons  les  rapports  extrêmes  tern)e  à  terme,  nous  aurons  un  nouveau  rapport  égal  aux  précédents  : 

— r~' 

égalons  alors  le  troisième  et  le  second  rapport  à  celui-ci;  nous  aurons 

—  ),a  -4-  [jL^i  —  2^a2  =  a  ^    ^   ,  (jia  4-  ^  !5  —  2[Jiâ  =  —  ().2  -+-  a^)  ^ , 

et  il  suffit  de  multiplier  la  première  par    —  l,     la  seconde  pfir  [J^   et  ajouter,  pour  obtenir  a  : 

(X-^+HL2)a  =  _(a-f-^)().2  4-fz2),  a  =  -a— -?-; 


ensuite  p  se  trouve  facilement  : 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  donc 


8  =  Y  (a  -h  X). 


X  =  —  o —,  y  =  __  (a  4_  ).)  • 

elles  se  construisent  aisément  en  fonction  des  longueurs  a,  ).,  [j^,  et  la  polaire  du  point  P  par  rapport  au 
cercle  est  alors  aisée  à  tracer.  Mais  une  belle  construction  découle  des  remarques  suivantes  :  quand  le 
cercle  se  déforme  de  façon  à  garder  une  tangonte  fixe  à  l'origine,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  façon 
que  son  centre  décrive  une  droite  qui  passe  à  l'origine,  y  -  mx  =  0,  le  lieu  du  point  P  est  une 
droite  perpendiculaire  à  la  droite     y  —  mx  =0;     en  effet,  nous  avons     jx  =  m\;     alors 

X  =  —  a  —  m^X,  y  =  ni(a  -+-  X); 

par  conséquent,  le  lieu  du  point  P  est  la  droite  x-\-my  =  a{m-  —  I); 

de  plus,  pour  X  =  0,  x  =  —  a,  y  =  ma;  la  droite  passe  au  point  do  rencontre  de  la  droite 
•^  =  —  o.  avec  la  droile  y  —  —  mx;  elle  est  facile  à  construire.  Si,  d'autre  part,  nous  considérons 
un  cercle  du  faisce:iu,  il  coupe  la  cubique  aux  six  points  0  cl  0,  M  et  N,  l  et  J  ;  les  trois  droites  00, 
MN  et  IJ  coupent  la  cubique  en  trois  autres  points  en  ligne  droite,  D,  E  et  F  (à  l'infini  sur  Oi/);  la 
droite  MN  passe  donc  par  un  point  fixe  de  la  strophoïde,  le  point  K,  symétrique  de  D  par  rapport  à 
Ox.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  la  droite  MN,  dans  ces  conditions,  passe  par  le  point  fixe  !•:  : 
il  n'y  a  qu'à  remplacer  a,  [3  et  }ji  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  X. 

Pour  construire  alors  le  point  P  qui  correspond  à  un  cercle  particulier,  il  suffira  de  prendre  l'inter- 
section de  la  polaire  du  point  E  avec  la  droite  précédemment  trouvée. 

b)  Pour  que  les  points  M  et  N  soient  réels,   il  faut  que  les  deux  rayons  OM  et  ON,  qui  ont  pour 
équation 

(2X  -^  rt)x2  -h  'i\ixy  —  r/»/»  =  U, 
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soient  réels.  Ceci  donne 

.u*H-a(2). -+-a)  =  0; 
le  cenlro  C  du  cpicle  (l"j  doit  rttf^  ,\^n<  la  région  positive  delà  parabole  (P) 
(H)  t/' —  2ax -+- a*  >  U. 

Celte  parabole  a  pour  axe  Oi,  pour  sommet,  le  point    —  — ,     et  pour  foyer,  le  sommet,  B,  de  la 

strophoïde.  Elle  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  (F;  qui  touchent  la  strophoïde  ;  la  strophoïde  est 
l'enveloppe  de  ces  cercles  et  nous  voyons  qu'elle  est  l'homotliéliqie  dans  le  rapport  2  de  la  podaire  de 
de  (P)  par  rapport  au  point  O. 

c)  Il  revionl  au  môme  de  dire  que  la  parabole  (P)  est  l'enveloppe  des  perpendiculaires  élevées  au\ 
milieux  des  rayons  OM  qui  joignent  le  point  (J  aux  divers  points  de  la  cubique. 


2.  Kornions  l'équation  de  la  droite  M.N    :    nous  avons  a  —  /  =  — a ^ —,     â  —  u  =  — 

A  ... 

si  nous  ('niivotis  (pio  In  dmilo  M\  est  parallèlf  ii  la  direction     -î^,     nous  avons 


?-u  =  ^.     et 


L  '       j  'iiJ.        /. 


f>'i  X(X*  -+-  {ji-j  -h  a(/.»  — . fi*)  =  0, 

ce  qui  montre  bien  que  le  point  C  est  sur  la  strophoïde. 


3.  L'équation  de  la  droite  MN  est 


—  X  H y  -^nK  -^  <r- —  {a  -+  /.)  =  0, 


on  (>î  -F  {jl2  -I-  a/.}  X  —  any  —  a(X»  —  (i-j  =  0. 

Si  on  lait  dans  cette  équation  ^  =  m/.-f  p,  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  )  ;  il 
est  visible  alors  que  la  droite  MN  enveloppe  une  conique. 

Le  lieu  du  pôle  est  aussi  facile  ii  trouver  :  il  suffit  de  remplacer,  dans  a  el  ?,  a  par  ml  -+-  p,  pour 
avoir  les  équations  paramt'-triques  du  lieu;  on  trouve  visiblement  une  hyperbole. 

4   Si  nous  écrivons  que  la  droite  MN  est  {)arallèle  à  une  direction  donnée,  m,  nous  avons 

X*  -+-  ;i'  ■+■  a'/.  =  nmii. 
Le  li''u  du  centre  du  cercle  fl')  est  donc  le  cercle 

X-  -h  j/^  -f-  HT  —  amy  =  0. 

(,Uianil  m  varie,  le  centre  de  ce  cercle  décrit  le  lieu     .«•  = ;    c'est  la  parallèle  à  Oi/  menée  par 

le  point   H. 

5.  Il  nous  reste  fi  trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  (F')  orthogonaux  à  la  strophoïde  en  un  des 
points  M  on  N,  M  par  exemple.  Le  centre  d'un  tel  cercle  esta  rinlerseclion  d.»  la  tangente  en  M  .i\.'.- 
la  perpendiculaire  au  milieu  de  OM. 

Soit     7  =  (X     l'équation  de  OM  ;  les  coordonnées  du  point  .M  sont 

a{l^  —  l)                        atU^  —  i) 
X  =  — ; 1  1/  =  — i -; 

la  perpendirnlaire  an  milieu  de  OM  n  pour  équation 


ou 


at{t*—i)   __        i    r  ajt'  —  i)  1 

ty-i-r-j(0-i)=:{), 
2.r -»- irv  -  flf/»  -  i)  =  0. 


EXAMENS  ORAUX  (ECOLE  POLYTECHNIQUE,  1922)  415 


La  tangente  à  la  strophoïde  au  point  M  a  pour  équation 

\  —  x         Y  — y 


avec  X  =  — — 5  y 


x' 

a{f'- 

■1) 

t-  + 

1 

ïat 

y 

at{C'  —  {) 


cette  équation  se  réduit  à 

[l^  -+-  4<2  _  1  )x  -  Uy  —  a{l'  —  1)2  =  0. 
Il  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  par  rapport  à  x  et  y  les  deux  équations 

2x-^2<(/  — a(<2— 1)  =  0, 
(r''4-4<'—  l)x  — 4^7  —  0(^2  _  1)2=  0, 
pour  avoir  les  équations  paramétriques  du  lieu  : 

r^-1        '  (f2_i)(/2_^i) 

y  =  a 


Ce  lieu  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à   Ox   et  très  facile  à  con- 
struire. Nous  laisserons  ce  soin  au  lecteur,  ainsi  que  la  recherche  de  l'équation  cartésienne. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  R.,  à  Paris:  A.  Hutinel,  à  Cannes  ;  A.  Bëluvier  à  Montpellier. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  {Fin) 


V.  Mécanique. 

11213.  —  Un  point  parcourt  le  cardioïde  p  =  a{\  +  cos(ij)  de  telle  manière  que  l'hodographe  relatif  au  pôle  soit 
le  cercle    <?  ^=  a  ces  «).    Déterminer  le  mouvement. 

—  214.  —  Etudier  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  l'hélice  circulaire.  En  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe. 

-215    —Un    point  décrit  la    courbe       x=  -^.        y  =  htg  u,        u  étant   lié    an    temps    /    par   la   formule 
^  cos  (t 

tgM  -  y^—tÈLi^  tg  (-^  -H— j  =  nt.    Etudier  l'hodograidie. 

_  216.  —  On  donne  une  droite  A  et  un  point  0  sur  cette  droite.  Un  point  M  décrit  la  droite  A  d'un  mouvement 
uniforme.  Sur  la  droite  OM  dans  le  sens  OM  on  porte  un  point  P  tel  que  OP  =  y/a.OM.  Etudier  le  mouvement  du 
point  P.  Trajectoire,  vitesse,  accélération. 

_  217.  —  L'hodographe  d'un  mouvement  qui  se  fait  sous  l'action  d'une  force  centrale  est  un  cercle.  Trouver  le 
mouvement. 

—  218.  —  Un  point  se  déplace  d'un  mouvement  vibratoire  sur  une  astroïde.  Calculer  l'accélération  et  les  projections 
de  cette  accélération  sur  les  axes,  sur  la  normale,  la  tangente,  le  rayon  vecteur. . 

—  219.  —  Un  point  décrit  la  parabole  y' —  2px  =  0  de  façon  que  l'hodographe  relatif  à  l'origine  soit  la  parabole 
y*  —  2qx  —  0.     Etudier  le  mouvement. 

—  220.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  une  hélice  circulaire,  défini  par    s  =  SoCoswt. 

—  221.  —  Un  point  décrit  une  parabole  de  façon  que  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  décrive  la  tangente  au  sommet. 
Trouver  l'hodographe. 

—  222.  —  La  courbe  P  =  I  —  tg  w  est  parcourue  par  un  mobile  M  de  sorte  que  OM  tourne  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  et  égale  à  1 .  On  demande  l'accélération. 

—  223.  —  Même  question  pour  la  courbe    P  = 

^  1  —  «  ces  w 

—  224.  -  On  considère  un  mouvement  elliptique  .i:  =  acos?,  .(/  =  ftsin?.  tel  que  <^  —  e  ?,\n  o  =  nt.  Trouver 
l'hodographe. 
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—  225.  —  l'n  point  ilt-crit    lu   poilnire  de   la  courl>e     ?  •  sln  —tit^a'-     par  rapport   à  l'origine  suivant  la   loi  îles 
aires.  Ktiidier  le  mouvement. 

—  22(î.   —  Un  mobile  décrit  la  courbe    o  =  2a  ces'   -    suivant  la  loi  des  aires    Etudier  le  mouvement  et  déterminer 

riiodo^^rapiie. 

—  •227.  —  Etulier  le  mouvemenl  d'un  point  sur  un  limaçon  de  Pascal,  sachant  que  la  vitesse  angulaire  est  constante. 
Ilodograplie. 

—  22S.   —  In  point  décrit  la  courbe    x  = y  =  b  le.  u     suivant  la  lui  des  aires.  Exprimer  x.  v  en  fonction 

cos  u 
du  temps. 

—  225>     —  In  point  décrit  la  courbe     pcos'w  z=  a    de  fa(;on  que  l'accélération  passe  par  l'origine.  Trouver  l'Iiodo- 
graphe. 

—  2:10.  —  On  considère  un  plan  en  mouvement.  Trouver  les  points  où  la  vitesse  est  soit  dans   le  plan,  soit  normale 
au  plan. 

—  2;JI.   —  Démontrer  (|ue  l'HCcéléralinn  dans  un   mouvement  curviligne  plan  est  égale  a      — —>       r  étant  la  vitesse 
et  c  la  longueur  de  la  cor.le  interceptée  sur  le  vecteur  accélénition  par  le  cercle  osculateur. 

—  232.  —  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sac'iant  (jue  l'Iiodographe  est  un  cercle  et  que  laccélération  normale 
est  proportionnelle  à  la  vitesse. 

—  233.  —  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  dans   lequel  l'accélération  tangentielle  et  l'accél'ralion  normale  sont 
toutes  deux  constantes. 

—  234,   —  In  point  s-î  déplace  sous  laition  d'une  fnne  centrale     Déterminer  cette  force,  sadianl  <|ue  l'Iiodographe 
est  décrit  suivant  la  loi  des  aires. 

—  23."».   —  In  point  décrit   la  lemniscale      {x* -h  yr  —  (i'.rj/  =  0     suivant   la  loi  des  aires.   Déterminer  l'accélération. 

—  23<».  —  Etudier  le  mouvement  d'un  pi»inl  pesant  sur  une  cycloïde. 

—  237.   —  llodographe  dans  le  mouvement  des  plamles. 

—  23S.  —  In  point  se  déplace  sur  une  cardioïde,  l'accélération  étant  dirigée  \ers  le  point  de  rebroussement.  Déter- 
miner l'hodograpbe  du  mouvement. 

—  239.  —  l'n  mobile,   soumis  à  une  force  centrale   mversement  prjportionnelle  au  carré  de   la   distance,   part  d'un 
point  Mo  avec  une  vitesse  r,  faisant  45»  avec  0>I«.  Déterminer  rg  de  façon  que  la  trajectoire  soit  une  parabole. 

—  240    —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  M  attiré  par  deux  centres  fixes  A,  A'   proportionnellement  auv  ilistances. 
F  =  —  kr,     F  =  —  k'r'    {r  —  a.M,     r'  =  A'M).     Fonction  des  forces,  surfaces  de  niveau,  lignes  de  force. 

—  241.  —  La  courbe     r  =  «0    est  décrite  par  un  mobile  sous  l'action  d'une  force  émanant  de  l'origine.   Déterminer 
celte  force. 

—  242.   —  Un  mobile  est  attiré  par  un  centre  fixe  0  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  on  se  donne  la  position 
initiale    M„.   Détercniner  la  vitesse  initiale  1;.,  de  sorle  (|ue   la  conitiue   décrite   soit  une  ellipse  égalai»  une  ellipse  donnée. 

On  prendra    OMo  ~\,    F  =—  -7' 

—  243     —  Mouvement    d'un    point    pesant    dans    mi    milieu    ou    l.i    ré>islance    est    proportionnelle       1      a    l.i    viles-se. 
i"  nu  carré  de  la  vitesse. 

—  244.  —  On  donne  deux  points  lives.  i/un  atlire  un  point   M   proportionnellemeni  a  la  di-(ance.  l'autre  le  repousse 
suivant  la  menu;  loi.  le  facteur  .le  proporlionnalilé  étant  le  inénie.   Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

Hiit'        ,        ..  .    ...   , 

—  245     —  Mouvement  diin  point    M  attiré  par  un  centre  llxe  0.  par  une  force     h  =   -•     La  vitesse  initiale  r„  est 

OU 

égale  à       — ^     et  est  perpendiculaire  à  0M„. 
Il 

—  24t»     —  Mouvement  d'un  point  pesiuil  sur  un  cck  I.'  mIip'  dans  un  (dan  \ertical.  Etudier  si  l-:  point  peut  quitter  le 
cercle. 

—  247.   —  Surlaces  de  ni\eau  du  cliamp     \  =  y -t-  :,     Y  =  3 -f- x,    Z=  x-4-  »/. 

—  248.   —  Ktu.lier  le   mnu\ement  d'un  point   non   je^int  assujetti  à  rester  sur  un  cercle  et  attiré  par  un  point  du 
rercif  proporlionnellerninl  .1  l.i  distance. 

1/  xi 

—  24Î».   —  Etudier  le  cli  inip  de  forces     .\  = 7^ Y  =  — ;.     /  =  • •■    Surfaces  de  niveau  ;  lignes  de 

'  x'  ♦  V  x'  -f-  V  1  -+-  - 

force. 

—  25»     —  On  .loiine  trois  axes  rectangulaires  et  un  p   int    V  sur  Ox .   D'un  point  M  de  l'espace  on  abaisse    MP    perpen 
diculaire  sur  0:,  et  on  suppose  que  le  point    M  soit  soumis  k  l'action  de  deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  MA   et  propor- 
tionnelle à  MA.  l'autre  suivant  Ml',  proportionnelle  a  MP.  Fonction  des  forces;  surfaces  de  niveau. 

—  251     —  On  donne   un   polygone   plan  convexe.    Au  milieu  de  chaque  côté  on  mène  une  force  perpendiculaire  et 
proportionnelle  au  coté.  Montrer  (|ue  ces  force»  se  font  équilibre. 

—  262.  —  "n  corps  solide  est  assujetti  .S  passer  par  un    point   tlxe   O  et  à  reposer  sur  un   plan  fixe   par  un    point 
varlnbU'    i|  •••.!  «mnnu-i  ;«  I  iicimn  .loo  s\>,lcine  de  forces    I. tu, lier  les  conditions  déquilil<re  et  calculer  le»  réaction». 
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—  253.  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical.  Ce  point  est 
attaché  à  un  fil  qui  s'enroule  sur  une  poulie  et  porte  à  son  autre  extrémité  un  poids  donné.  Déterminer  la  courbe  de  façon 
que  le  point  soit  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions. 

—  254.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  égales  et  perpendiculaires. 

—  255.  —  On  donne  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical.  Heux  points  pesants  assujettis  à  rester  sur  l'ellipse 
sont  reliés  par  un  fil  de  longueur  donnée  passant  par  le  foyer  supérieur.  Position  d'équilibre. 

—  256.  —  Equilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  reposent  sur  une  ellipse  à  axe  vertical. 

—  257.  —  On  donne  trois  forces  portées  par  les  droites  y=0,  z  :=  c;  2  =  0,  x  =  a;  a;=0,  y  =  b  et  ayant 
pour  valeurs  algébriques  X,  Y,  Z.  Déterminer  la  résultante  générale,  le  moment  résultant  et  l'axe  central. 

—  258.  —  Positions  d'équilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  demeurer  avec  frottement  sur  un  cercle  dont  le  plan 
est  quelconque. 


—  259.  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  la  courbe  p  =  av^cos2w,  l'axe  Oj;  étant  horizontal.  Un  point  pesant, 
assujetti  à  rester  sur  cette  courbe,  est  attiré  par  l'origine  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  les  positions 
d'équilibre. 

—  260.  —  On  considère  un  disque  circulaire  homogène  pesant,  mobile  autour  d'un  point  A  de  sa  circonférence  dans 
un  plan  vertical.  Un  fil  pesant,  attaché  en  A,  repose  en  partie  sur  la  circonférence  et  tombe  verticalement.  Position 
d'équilibre  du  système. 

—  261.  —  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et  la  concavité  dirigée 

fc 
vers  le  haut.  Il  est  repoussé  par  le  foyer,  la  force  répulsive  étant  égale  à    —j--    Position  d'équilibre. 

—  262.  —  Dans  le  plan  x  +  y  -^z  =  l  se  déplace  un  point  M  attiré  par  l'axe  Ox  et  par  l'axe  0//  proportionnelle- 
ment à  la  distance,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  le  même  pour  les  deux  axes.  Position  d'équilibre. 

—  263.  —  On  donne  une  parabole  dans  un  plan  vertical,  l'axe  étant  horizontal.  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti 
à  se  déplacer  sur  la  courbe  ;  il  est  attiré  par  le  foyer  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Déterminer  les  positions 
d'équilibre. 

—  264.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  de  grandeurs  données. 

—  265.    —  Décomposer  un  système  de  forces  en  deux  dont  l'une  soit  sur  une  droite  donnée. 

—  266.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  vertical,  et  attiré  proportionnellement 
à  la  distance  par  un  point  du  diamètre  horizontal. 

—  207.  —  Equilibre  d'une  barre  pesante  qui  s'appuie  sur  le  fond  et  sur  le  bord  d'un  hémisphère. 


ÉCOLE  CENTRALE,  Admission  (Suite). 


■    H918.  —  Condition   pour   que  l'équation     a^4-pj;-f-g  =  0     ait  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes.   Calculer 

(a  —  b)Hb  —  c)\c  —  a)\ 

—  919.  —  Étant  donnée  l'équation    x'^-i-px-hq  =  0.    nombre  maximum  des  racines  réelles  que  peut  avoir  cette 
équation. 

—  920.  —  Décomposer    x^ -h  x^  +  l    en   un  produit  de  facteurs  réels  du  second  degré.    Chercher  les  racines  de 
l'équation    x"  -i-  x^  -\-  i  =0. 

—  921.  —  Même  question  pour  l'expression    x'^-h  i. 

—  922.  —  Étudier  l'équation    x  =:  1  h sin-  x. 

a)    nombre  de  racines  réelles  ;   b)   calculer  ces  racines  par  la  méthode  des  approximations  successives. 

—  923.  —  Résoudre  les  équations  :    x  = sinx;    x  =  2  ->, ^• 

2        2'  2    chx 


Trigonométrie. 


—  924.  —  Calculer    cos  —    connaissant  cos  a. 
2 


—  925.   —  Résoudre    a  cosx  4- 6  sin  a;  :=  c. 

—  926.  —  Discuter  l'inégalité    (m  +  4)  sin»  x  -+-  (2m  -H  4)  sin  x  -+-  1  >  0. 

—  927 .  —  Résoudre  le  système    a;  -)-  y  =  a ,  sin  a- .  sin  y  =r^  /. . 

—  928.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Erreur  commise  sur  le  côté   a    pour  une 
erreur  donnée,  commise  sur  l'angle  A. 

—  929.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  fl,  6   et    H.    Applicalion  numérique  :      R  =  60°,      a  —  40'",      b  =^bQ'"; 
a  et  b  étant  connus  à  1™  près  et  l'angle  B  connu  exactement,  calculer  l'erreur  commise  sur  C, 

—  930.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  A  et  S. 
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—  i)3l .  —  Résoulre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

—  932.  —  fU-soudre  iin  triangle  connaissant  un  côlé  a.  l'angle  opposé  A  et  la  différence    fc  —  c  —  rf    des  deux  autres 
côtés. 

—  933.  —  llésoudre  un  triangle  connaissant  a,  A  et  1 1  lussectrice  de  I  angle  A. 

—  934.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  cot.    a,  la  hauteur  correspondante   h  et  la   différence.     K       <         i 
des  angles  adjacents  au  coté  a.  ' 

—  935.  —  On   donne  un    triangle    isocèle   de   côlt's     AB  =  AC  ^  6    et  de    bise    BC  =  n  ;    AB  et    Af.    sont  en  fer 

(coefQcient  de  dilatation  a  ,  BC  est  en  niivre  (coefncient  de  dilatation  ,S|  :  les  trois  cotés  sont  articulés 
en  A,  B,  C.  F.tudier  la  variation  des  .ingies  quand  on  porte  le  triangle  de  0*  à  l'.  On  supposera  a  et  fl 
très  petits. 

—  936.  —  Montrer  comment  <<u  trouve  la  distance  d'un  point  acc<»ssible  A  à  un  point  inacces- 
sible B.  Si  a  =  45°,  a  =  60»,  AA  =  100  et  si  on  fait  sur  a  une  erreur  de  1».  trouver  l'erreur  qui 
on  résulte  pour  AU. 

—  937.  —  On  donne  un  demi-rerrle  dont  le  diamètre  vertical  est  sur  l'axe  des  :.  de  rayon  R. 
l'ne  barre  AB  s'appuie  sur  ce  diamitre  vertical  et  sur  le  demi-cercle.  Calculer  la  cote  :  du  centre  de 
gravité  de  cette  barre  en  fonction  de  R  et  de  l'an^'le  o  sous  lequel  on  voit  la  barre  du  centre  du  cercle; 
on  donne  1 1  longueur  de  la  birre.   V.tnation  de  la  vaieur  trouvée  pour  la  cote  :  en  fonction  de  ?  • 

Géométrie  analytique  et  mécanique  (M.  \  alibon). 
GéomiHrir  analytique. 

—  938.  —  Construire  la  courbe     (.»/  —  jt')*  =  !/'J*- 

1  +-  sin  '0 

—  939    —  Construire  les  courbes    p  ^  

COS  0) 

_  o'iO.   —  Itayon  de   couibura  de   la    courbe     p 

cos' 
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—  941 .  —  On  considère  des  cercles  tangents  à  une  droite  en  un  point  A  :  par  un  point  B  on  mène  des  tangentes  n  ce» 
cercles;  lieu  des  points  de  contact. 

—  9'42.  —  Un  cercle  de  rayon  variable  ayant  son  centre  sur  Oy  est  tangent  à  Oj  ;  on  lui  rmne  les  tangentes  parallèles 
à  Oy  et  une  troisième  tangente  passant  par  un  point  fl\e  de  Or.  I.ieu  des  points  d'intersection  îles  trois  tangentes 

—  943.  —  On  considère  un  cercle  de  dlani.irc  AB  1 1  la  tangente  à  ce  cercle  au  point  H  ;  une  sécante  passant  par  A 
coupe  le  cercle  en  M  et  la  tangente  en  P.   Lieu  du  conju«u'-  harmonique  de  A  par  rapport  A  M  et  P. 

—  944.  —  On  considère  une  ellipse,  un  point  A  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipse;  on  prend  sur  celte 
polaire  deux  points  M  et  N  conjugués  par  rapport  à  la  tourbe.  Démontrer  que  le  cercle  passant  par  A,  M  et  N  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  contre  de  l'ellipse. 

—  945.  —  On  considère  un  cercle  0  et  les  deux  tangentes  AT,  AT'  à  ce  cercle  menées  d'un  point  A;  une  troisième 
tangente,  variable,  coupe  en  M  et  M'  les  deux  premières.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle    AMM  . 

—  940.  —  <'n  considère  une  ellipse  et  un  «le  ses  liiametres;  on  prend  un  point  M  sur  ce  diamètre  et  de  ce  point  on 
mono  ^  I  ellipse  l«"s  tangentes  Ml*  ot  MÛ  •  l"'*u  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MI'Q  quand  M  varie. 

_  1)47.  —  On  considère  une  ellipse  ot  deux  tangentes  a  la  courbe,  parallèles  entre  elles.  On  considère  ensuite  une 
tangente  menée  par  un  point  variable  M  de  l'ellipse,  qui  coupe  les  deux  tangentes  llxes  en  P  et  U  :  liPU  du  symétrique 
de  M  par  rapport  au  milieu  I  do  PQ. 

_  î)4H    —  Klant  donnée  une  droite    D   perpendlcuUnre  au  grand  axe  d'une  ellipse,  trouver  un  cercle  tel  que.  pour 

tout  point  M  de  l'ellipse,  on  ait    - —  =  C"-     (MH  étant  la  distance  du  point  H  à  la  droite  D,  et  MT  la  tangente  menée  de 

M  il  ce  cercle). 

—  949  —  Lne  ellipse  est  rapportée  à  ses  axes;  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  normales  limitées  ft  l'ellipse  et  à 
l'axe  des  x. 

—  950.   —  Lieu  des  points  doir  on  peut  mener  à  la  parabole    y-  —  2pj  =  0    deux  tangentes  rectangulaires. 

—  951  —  On  considère  dans  un  plan  un  point  A  et  deux  droites  D  et  A.  Soit  M  un  point  de  ce  plan;  la  droite  AM 
rencontre  a  en  un  point  P;  par  M  on  m<ne  la  parallèle  à  a.  <|ui  rencontre  D  au  point  U.  t»n  demande  le  lieu  de  M  pour 
que    l'U   ail  une  longueur  donnée. 

—  952.  —  On  considère  dans  un  plan  une  droite  .i  ri  deux  points  A  el  B  non  situés  sur  cette  droite  ;  par  B  on  mène 
tnie  sécante  (juclconque  qui  coupe  A  en  M  et  on  prend  un  point  P  sur  cette  sécante,  lel  que  l'aire  du  triangle  AMP  ait  une 
valeur  donnée;  lieu  du  point  P. 

—  953.  —  C.hercher  et  construire  l'enveloppe  de  li  droite     M  =  mr  -+-  3« -■ 

—  954     -■  Knveloppe  de  la  droite    »<cj-l-  uy -h  r  ■    0.    sachant  (|ne     u' -+- c»  =  \. 

—  955.  —  Enveloppe  de  la  droite    MX  -H  ry  -J-  ir  =  0,    sachant  que     i'  —  uw'  —  0- 

—  950.   —  Knveloppes  des  droites    x  ces» -♦- yiln"o  =  — ; —    xcos  ?  4- y  sin  "i  —  a  cos  3f  =  0. 
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—  957.  —  On  donne  un  cercle  de  diamètre  AB  et  la  tangente  à  ce  cercle  en  B  ;  une  sécante  passant  par  A  coupe  le 
cercle  en  P  et  la  tangente  en  Q  ;  enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  la  droite  PQ  en  son  milieu. 

—  958.  —  On  considère  la  courbe    p-  =  cos  2a);    soit   M    un  point  de  cette  courbe,    MP    la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  OM  qui  joint  l'origine  à  ce  point;  enveloppe  de  MP. 

—  959.  —  On  donne  la  courbe    o-'y»  =  1  ;    équation  tangentielle,  développée. 

—  960,   —  Normale  commune  à  deux  paraboles  égales  ayant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  axes  Oj;  et  Oy  (rectan- 
gulaires) . 

—  961.  —  Equation  générale  des  coniques  tangentes  à  un  cercle  et  passant  par  deux  points  donnés. 

—  962.  —  Le  cercle  osculateur  en  M  à  une  ellipse  la  recoupe  en  un  point  P;  la  tangente  en  M  est  syraétriqne  en 
direction,  par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse,  de  la  corde  PM. 

—  96îi.  —  Equation  des  coniques  tangentes  à  l'axe  des  y  à  l'origine,  qui  ont  pour  cercle  de  courbure  en  ce  point  un 
cercle  donné  et  qui  recoupent  ce  cercle  sur  l'axe  des  x. 

—  964.  —  Equation  des  coniques  qui  passent  par  l'origine,  qui  sont  tangentes  à  la  droite  x=a  au  point  de 
rencontre  de  cette  droite  avec  Ox  et  dont  on  donne  le  rayon  de  courbure  à  l'origine. 

—  965.  —  Equation  vdes  coniques  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  des  x  et  qui  coupent  la  droite  y  =  x -\- a  en  deux 
points  situés  à  la  distance  a  du  point  où  cette  droite  coupe  Oy. 

—  966.  — "ftiuation  générale  des  coniques  tangentes  à  Ox  à  l'origine  des  coordonnées,  qui  coupent    Oy   en  un  point 

d'ordonnée    y  =:  a    et  dont  le  centre  est  sur  le  cercle  d'équation    x^  +  y' —  =  0. 

—  967.  —  Equation  générale  des  coniques  bitangentes  à  Oj;  et  à  la  droite  y  =  x  +  a,  en  leurs  points  de  rencontre 
avec  0//.  Montrer  que  le  faisceau  des  tangentes  menées  d'un  point  P  pris  sur  Oy  est  involutif. 

—  968.  —  Equation  des  cprcles  qui  coupent  à  angle  droit  une  parabole  en  l'un  de  ses  points  et  qui  passent  par  son 
sommet;  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles  a-til  des  points  à  l'infini? 

—  969.  —  Equation  des  paraboles  tangentes  à  un  cercle  et  à  deux  diamètres  rectangulaires  de  ce  cercle,  pris  pour 
axes  de  coordonnées. 

—  970.  —  Équation  générale  des  paraboles  tangçntes  à  l'origine  des  coordonnées  à  l'axe  des  x  et  admettant  comme 
normale  la  droite    y  =  mx.     Comment  ces  paraboles  sont- elles  les  unes  par  rapport  aux  autres  ? 

—  971 .  —  Equation  des  paraboles  tangentes  en  0  à  Oy  et  telles  que  la  polaire  d'un  point  A  donné  sur  Ox  soit  une 
droite  donnée  D  passant  par  le  point  0. 

—  972    —  On  donne  la  parabole    //'=  2px;    lieu  des  centres  des  circonférences  tangentes  à  la  parabole  et  à  l'axe. 

—  973.  —  Equation  d'une  cubique  qui  passe  par  les  points  cycliques,  qui  admet  l'origine  comme  point  de  rebrous- 
sement,  avec  l'axe  des  x  comme  tangente  en  ce  point  et  qui  a  comme  asymptote  la  droite  y  =  x  -l-  a.  On  trouve  une 
cissoïde  oblique,  le  montrer.  Tangente  parallèle  à  l'asymptote. 

—  974.  —  Equation  d'une  cubique  passant  par  les  points  cycliques,  admettant  y  =  mx  comme  direction  asympto- 
tique,  tangente  en  0  aux  deux  axes  de  coordonnées  et  dont  le  rayon  de  courbure  en  0  de  la  branche  tangente  à  Ox  est 
donné  et  égal  ha. 

—  975.  —  On  considère  la  courbe,  intersection  des  deux  surfaces  x-  -+■  y-  —  43-  =  0,  3-  =  2ax  ;  que  sont  ces  deux 
surfaces  ?  Etude  de  la  courbe;  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction  d'un  seul  paramètre. 
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—  976.  —  On  considère  la  courbe    p= ;    quelle  est  cette  courbe?  On  considère  l'hélice  définie  de  la  façon 

cos* 
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suivante  :  A  étant  le  sommet  de  la  parabole  précédente,  on  prend  un  point  M  sur  la  parabole  et  on  mène  par  M  la  paral- 
lèle à  0:  ;  on  prend    MM'=  arc  AM.     Equation  de  l'hélice  ;  montrer  que  la  tangente  en  M'  fait  un  angle  constant  avec  03. 

—  977.  —  Equation  de  la  surface  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite  x  =  y  =  c  et  pour  directrice  le  cercle 
d'équations    3=0,    x-  +  y-  —  2ax  —  2by  =  0. 

—  978.  —  Equation  du  cône  de  révolution  passant  par  Ox,  Oy,  03. 

—  979.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  dans  des  plans  parallèles;  par  un  point  A  du  premier  et  un  point  B  du 
second,  on  mène  des  sécantes  parallèles  qui  recoupent  les  cercles  en  P  et  Q;  lieu  de  la  droite  PQ. 

—  980.  —On  donne  la  parabole  y- =  2px,  2  =  0  et  la  droite  y  =  0,  3=mr;  surface  engendrée  par  les 
normales  à  la  parabole  cpii  rencontrent  la  droite. 

—  981.  —  On  donne,  dans  le  plan  y  =  z,  une  circonférence  l",  de  rayon  a  et  de  centre  (2a,  0,  0).  L'ne  circonférence 
mobile  C  est  tangente  à  O3  en  0  et  rencontre  r.  Surface  engendrée  par  C. 

—  982.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires,  et  une  droite  D:  x  =  3,  y  =  0.  Une  parabole  toujours  égale  à  elle- 
même  se  déplace  dans  un  plan  parallèle  à  xOy:  le  sommet  de  cette  parabole  décrit  l'axe  des  3  et  elle  est  assujettie  à  ren- 
contrer la  droite  D;  surface  engendrée  par  celte  parabole. 

—  983.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  des  plans  tangents  rectangulaires  à  un  cône. 

—  984.  —  On  donne  un  cône  rapporté  à  ses  axes  ;  le  couper  par  un  plan  y  =;  mx  -+-  h,  de  façon  que  l'on  ait  une 
ellipse  dont  les  axes  soient  dans  un  rapport  donné. 

—  985  —  On  considère  un  cône  Ax- -+-  By-  -h  C3-  =  0,  coupé  par  un  plan  y  =:  mx -^  h\  enveloppe  de  ces  plans 
si  la  section  a  uu  centre  d'abscisse  donnée. 

—  986.  -  Soit  un  cône  rapporté  à  ses  axes  de  symétrie;  chercher  les  plans  perpendiculaires  au  plan  des  xy,  tels 
que  la  projection  de  l'origine  sur  un  plan  de  section  soit  un  foyer. 


420  EXAMENS  Oïl  AUX    ECOLF  CENTRALE,   1022) 

X*  «'  Z* 

—  987.   —  On  considère  un  ellipsoïde ^-r-  ~ 1=0    et  un  point  M  sur  cet  ellipsoïde;  soit   •'   la  section 

o'         0'         c' 

faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  diam>Hral  conjugué  à  OM.  On  demande  le  volume  du  cône  qui  a  pour  suramet  le  point   M 
et  pour  base  l'ellipse  •*,. 

X-        y*         c' 

—  988.  —  On  considère  la   surface     — j-  -  — ; 1=0;    on  la  coupe   par  des  plans   passant  par  un  point 

donné;  lieu  des  centres  de  ces  sections. 

—  989.  —  D'un  point  A,  on  mène  tous  les  plans  timgents  à  un  paraboloïde  elliptique  et  pour  chacun  d'eux  on  prend 
la  perpendiculaire  en  A  ;  lieu  de  ces  droites. 

M» 

—  990.  —  Déterminer  un  plan  coupant  le  paraboloïde    x'  -»- 2i  =  0    suivant  un  cercle  de  rayon  1. 

—  991.   —  Couper  un  paraboloïde  de  révolution  d'axe  0:  de  façon  que  la  section  ait  une  aire  donnée. 

x'        «' 

—  992    —  On  donne  un  paraboloïde \- 25  =  0    et  un  cône  de   révolution  dont  le  sommet    est  sur   Ox- 

P         il 
d'abscisse  n,   et  dont  l'aie  est  parallèle  à   Oy.  On  deman  1.-  l'enveloppe  des  droites  conjuguées  des  génératrices  du  cône  par 
rapport  au  paraboloïde. 

—  99:J.  —  Etant  donné  le  paraboloïde 2:  --  0,    on  prend  un  système  de  génératrices  et   on  demande 

/'  1 

le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune  \  Ox  et  à  ces  génératrices. 

—  994.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  de  l'espace  sur  les  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperboli(jue  équilatère. 
Plans  principaux  et  sommet  «l'un  paraboloïde  équilatère. 

—  995.  —  On  donne  le  parabitloïde  hyperbolique 2x  =  0    et   le   plan     wr -t- cy -+- irs  4- 1  =  0.     Kela- 

P  9 

tion  entre  u,  i',  w  pour  que  la  section  soit  une  hyperbole  t'(|uilafère. 

—  99G.  —  Equation  générale  des  qu;idri(iues  passant  par  un  cercle  donné  et  admettant  pour  centre  un  point  donné. 

—  997.  —  On  donne  trois  a\es  rectangulaires  et  un  cercle  dans  le  plan  des  xy,  ayant  pour  centre  l'origine  ;  une 
parabole,  dans  le  plan  des  :x  passe  par  les  deux  points  m'i  le  cercle  coupe  l'axe  des  x  et  on  donne  le  coefUcient  angulaire 
de  son  axe.  On  demande  l'équation  générale  des  surfaces  <lu  second  dc^ré  qui  passent  par  le  cercle  et  la  parabole . 

Mécanique. 

—  998.  —  Mouvement  d'un  point  sur  un  cercle,  sachant  que  la  vitesse  est  égale  à  la  distance  du  point  à  un 
diamètre  fixe  du  cercle. 

—  999.  —  On  considi-re  un  cercle  tangent  en  0  à  laxt'  des  y;  un  point  se  meut  sur  ce  cercle  de  façon  que  sa  vitesse 
soit  égale  à  sa  distance  à  Oy;  étudier  le  mouvement. 

12  OOO.  —  On  i-oiisidère  un  cercle  et  un  point  0  fixe  sur  ce  ceicle  ;  un  mobile  .M  se  meut  sur  le  cercle  de  façon  que 
sa  vitesse  soit  égale  à  la  projection  de  MO  sur  la  tangente  en  .M  :  étudier  le  mouvement  du  point  M 

—  001 .  —  On  considère  un  cercle  ;  un  point  se  déplart-  sur  ce  cercle  de  telle  faron  que,  si  on  prend  l'hodographe  par 
rapport  à  un  point  0  du  cercle,  on  trouve  le  cercle  lui  nn'me ,  on  demande  le  mouvement  et  l'accélération. 

—  002.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  hyperbole  «'quilatére  x'  — y'  =-»-l,  de  façon  (jue  l'hodographe  soit 
Ihyperbole  conjuguée    x'  —  y'  =  —  1.    On  demande  la  vitesse  et  raccélération  du  point.  Fonction  des  forces. 

—  O03.  —  Mouvement  d'un  point  qui  décrit  une  parabole  de  façon  que  cette  parabole  serve  d'bodograpbe  (le  pôle  est 
au  sommet  de  la  parabble). 

—  004.  —  Mouvement  d'un  point  qui  décrit  une  paratjole,  de  façon  que  l'hodographe  soit  une  parabole  d'axe  perpen- 
diculaire à  celui  de  la  première,  le  pAle  étant  foyer  pour  les  deux  paraboles. 

—  005.  —  Un  point  décrit  la  courbe  y'  ^  x*  de  f.n;on  que  la  vitesse  soit  inversement  proportionnelle  à  la  distance 
du  vecteur  vitesse  à  l'origine.  On  dcmamle  la  vitesse  et  l'accélération. 

—  000.  —  Accélération  en  coordonnées  polaires. 

—  007.  —  Un  point  décrit  la  courbe    x(x'  4-  y')  —  ayf       0    suivant  la  loi  des  aires  :  hodographe. 

—  008.  —  Soit  la  courbe    p        tgw;     un  point  se  di'place  sur  celte  courbe  avec  une  vitesse  donnée  par  l'équation 

t>'  = Trouver  les  composantes  de  l'accélération  suivant  le  rayon  vecteur  et  l'axe  perpendiculaire. 

p'-H  (I  -t- pVJ  ' 

—  009.  —  Un  point  se  déplace  sur  la  courbe  x«y  =  1.  X2  =  I,  l'accélération  coupant  constamment  0:.  Trouver 
le  mouvement:  vitesse,  accélération. 

—  OlO.  —  On  considère  le  mouvement  défini  par  les  trois  équations   : 

ch't  ch'< 

Etudier  ce  mouvement:  vitesse,  accélération,  hodographe.  Courbure  en  un  point. 

{h  %\XWTt.) 
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Session  de  1922  (suiir). 

Calcul. 

[/  17  \  fTSo        I 
1  _/     — )  =  -TT" 

...  -  on  considère  l'expression    P,  =  i  -  CJ.  (|^)%  C|.(-|)' (|i)'-  c,(ii)' (^)'(|i)  V  ... 

-<-)-«'(f)'-(w)'--(l^)---K0---(-f)'(4)'(4)'(4-)- 

1°  Calculer  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  P,-  lorsque    r  =  83. 
2°  Calculer  P,.  dans  les  mêmes  conditions. 
30  Calculer  P,.  lorsque    r  =  84    ou  85. 

Nota.  —  Dans  les  calculs  précédents,  on  soulignera  les  chiffres  du  résultat  obtenu  dont  on  peut  affirmer 
l'exactitude.  Exceptionnellement, pour  le  3"  de  ladeuxième  question,  on  calculera    P,.  à     — — -  près. 

Épure. 

CÔNE  ET  CoNOÏriE. 

2653.  —  Ligne  de  terre  LT  à  4'='"  au-dessus  du  petit  axe  de  la  feuille.  —  Le  milieu  de  LT  est  pris  pour 
origine  des  coordonnées,  LT  axe  des  x,  sens  positif  de  gauche  à  droite  ;  a.xe  des  z  vertical  ascendant  ;  axe  des  1/ 
debout,  sens  positif  vers  le  bas  de  la  feuille. 

1°  On  considère  un  cylindre  circulaire  droit  ayant  pour  base  dans  le  plan  horizontal  le  cercle  de  rayon 
R  =  4'''"  et  dont  les  coordonnées  ''du  centre  sont  x  =  —  7"", 5,  y  =  U'^"",  :  =  0  ;  soit  G  la  génératrice  la 
plus  à  droite  de  ce  cylindre.  Soit  0  le  point  de  G  ayant  pour  cote  4"°,  5;  le  plan  de  bout  P  passant  par  0  et 
faisant  un  angle  de  45»  avec  le  plan  horizontal  de  gauche  à  droite  en  descendant  coupe  ce  cylindre  suivant  une 
ellipse  (E).  On  désigne  par  (S)  la  surface  à  génératrices  horizontales  qui  s'appuient  sur  (G)  et  sur  (E). 

2°  On  considère  d'autre  part  un  cône  (C)  illimité  ayant  son  sommet  sur  la  droite  de  bout  de  0  à  12'"'"  en 
avant  du  point  0  et  dont  la  base,  située  dans  le  plan  de  front  du  point  0,  est  un  cercle  centré  sur  (G),  passant 
par  0  et  par  le  point  de  (G)  de  cote  l?"".  1 

1.  —  Construire  l'intersection  (T)  de  (S)  et  de  (C).  Point  courant  et  tangente. 

IL  —  Représenter  le  solide  commun  au  cône  illimité  (C)  et  au  solide  limité  par  la  surface  (S),  le  plan  de 
bout  P,  et  un  deuxième  plan  de  bout  Q  passant  par  0,  faisant  un  angle  de  30"  avec  le  plan  horizontal,  de  gauche 
à  droite  en  montant. 

Nota  :  i.  Vérifier  au  préalable  par  la  géométrie  que  tout  plan  de  bout  passant  par  0  coupe  S  suivant  une 
courbe  qui  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle. 

2.  On  supposera  opaques  les  surfaces  S  et  C. 

3.  On  représentera  en  traits  rouges  continus  la  portion  de  (F)  qui  ne  limite  pas  le  solide  représenté. 

4.  Pour  plus  de  précision,  on  déterminera  les  sommets  de  la  projection  horizontale  de  (P)  en  cherchant 
par  le  calcul  leurs  distances  à  la  projection  horizontale  du  point  0,  le  calcul  sera  sommairement  expliqué  sur 
une  note  jointe  à  l'épure. 
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2654.  —  1°  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  d'où  l'on   peut  projeter  les  sumniel»  d Un   letraedrc 
donné  sur  un  plan  lixe,  également  donné,  suivant  quatre  points  concydiques. 

2»  Montrer  i|ue  <;es  cercles  passent  par  un  point  lixc  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres. 
3»  Montrer  que  l'enveloppe  de  ces  cercles  est  une  cardioïde 

R.  Dealx. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ÉCOLi:   CKNTIULi: 


Concours  d'admissibilité  de  1922. 

1  -  .c» 
2609.  —  I.  —  liésoudre  par  rapport  à  x  el  discuter  ré(jualion    — —  =  /.-,     on    k   désiyne  un 

nombre  donné.  Trouver  le  nombre  des  solutions  .suiiant  les  valeurs  de    k.    Puis  transformer  cette  équation 
en  posant     x  =  tg  »/,     «"  'i''^'"  cos  y,  et  discuter  à  nouveau  sur  l'équation  en  cos  y. 

l .f  ï 

IL—    étudier  la  variation  de  la  fonction     — iri"  —  •-(! -^  '"^.     fn  dési'inont  }>'ir     L(l -+  j'1     le 

logarithme  népérien  de   { \-\-  x-). 

III.  —  Calculer  le  plus  simplement  possible,  avec  une  erreur  relative  moindre  que  -^^-t    la   racine 

vosilive  de  l'éauntion    =  A,     en  dèsiinmnt  par  A  la  somme  de  la  série 

2  2  2  2 

T  "^  T¥  "^  sTâ»  '^  '■"  '^  (2M-4-i)3(«"+')  "^  " 

].  —  L'équation  proposée  est  de  la  forme 

kx'  -+-  (2A-  -h  i)a:«  H-  A-  —  1  =0, 
équation    bicarrée   que   l'on   résoudra  en   posant     x-  =  z  ;     on   obtient    l'équation   du   second   deffré 
A;*  H-  (2A--+-  i):  '  A-  —  1  =0,    dont  les  racines  ne  sont  réelles  que  si 

(2*  +  1)»  —  4/.(A- -  t)  =  8*  +  i  >  0. 

l'onr     A< »    les  racines   :',  :'    sont  imaginaires  conjuguées;   pour    A  = —    elles  sont 

réelles  et  confondues    (:'  =  :   =  3)    et  pour    /.  > elles  sont  réelles  et  distinctes.  Leur  produit, 

.     est  négatif  pour     0  •  ,  /.        I     i;    -    U        ;)  ;     il  est  positif  pour  les  autres  valeurs  de    k 
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<2fc  -\-  {■                                                                                                              1 
la  somme, ^— r »    est  visiblement  négative  pour    A:>0     et  positive  pour <C^<CO.     On 

a  donc  les  résultats  suivants  : 

1 
—  00  <A:< —  •   les  valeurs  de    :   sont  imaginaires  conjuguées  ;  les  valeurs  de    .r    sont  de  la 

o 

forme    x  =  ±  x  ±  ^i. 

1  — 

k  = :  on  a     ;'  =  z"  =  3,     d'où     x'  =  x"  =  ±  \/li. 

< /t"  •<  0  ;     les  valeurs  de    z   sont  réelles  et  positives;  on  a  donc  pour  x    quatre  valeurs 

réelles  de  la  forme    x'  =  àz  \/z',     x"  =  ±  y/:;". 

k  =  G  :  -J  =  i,     z"  =  -4-00  ;     d'où     .r'  =  zh  i ,     a"  =  d:  oo  . 

0  <  A;  <  1  :     la  racine  s"  devient  négative,  la  racine  z'  restant  positive;  on  a  pour  x  deux  valeurs 
réelles    x'  =  ±  \U'     et  deux  valeurs  imaginaires    x"  =  -^  i\J — z" . 

A=t  :     la  racine  z'  s'annule  ;  la  racine  z"  se  réduit  à     — 3;     on  a  donc    x' =  0     (racine  doubbe) 
et    x"  =  ±  Wà. 

1  <  /f  <  -t-x  :     les  racine?   z'    et   :'   sont  toutes  les  deux  négatives  et  les  valeurs  de  x  sont  de  la 
forme    x  =  ±  i\l —  z',     x"  =  ±  is/ —  z'' . 

Posant    X  =  tg  y,     l'équation  proposée  devient 

'^„  •  „    =  k,        ou  encore        (2  cos^  '/  —  O  cos-  y  =  k. 

(1-htg-yf 

On  est  conduit  à  une  équation  bicarrée  en     cos  y  :       2  cos^  y  —  cos-  y  —  /,•  =  0. 

Les  valeurs  de   cos^  jy    ne  seront  réelles  que  si     l-f-8/i>  0,     soit    /c  ^ :   une  valeur  réelle 

8  • 

n'est  acceptable  que  si  elle  est  comprise  entre  0  et  1.  Posons     cos^  y  =  u    et  considérons  l'équation 

f{u)  =  2u-  —  u  —  k  =  0. 

On  a   :     f(0)  =  —k    et    /'(!)  =  ! — k.     Donc,  pour    0</t-<l,     une  seule    valeur  de    u    est 

acceptable  (la  plus  grande)  et  on  est  conduit  à  l'équation 

i  +  y/rTsT 

COS^  V    =   ; 

^  4 

de  la  forme     cos-  y  =  cos^  a,     d'où    cos  y  =  ±  cos  a,     y  =  k~  ±  x    et    x  =  tg  y  =  ±  tg  a. 
Pour    k  >  l     les  valeurs  de  u  sont  extérieures  à  l'intervalle  0,  1,  donc  à  rejeter. 

Pour    A:  <  0    (et    plus    grand    que 3-)»     les  valeurs  de    u   sont  réelles,  de  même  signe, 


puisque  leur  produit —    est  positif,  et  positives  puisque  leur  somme  est  égale  à  —  •   Gomme  on  a 

m  =  -k  >  0,  /-(I  )  =  -.i-  -  A-  <  0,  /•(!)  =  1  _  A-  >  0  ; 

elles  sont  toutes  deux  comprises  entre  0  et  \,  donc  accei)tables.   Oa  est  conduit    à  résoudre  les  deux 
équations 

1  ±  \/r-hSk 

cos-   V    =    ; » 

qui  donnent  l'une     cos  y  =  ±  cos  a,  y  =  I;-  ±:  a,  x  =  tg-//  =  ±  Ig  x, 

l'autre  cos  y  =  ±  cos  p,  y  =  k-  àz  ^,  .r  =  tg  y  =  d=  tg  p. 

Ces  résultats  concordent  avec  les  précédents.  En  prenant  comme  inconnue  cos  2y,  on  aurait  été 
conduit  à  une  équation  du  second  degré  cos*  2y -h  cos  2y  —  2A-  =  0,  d'où  une  troisième  discussion 
possible. 
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II.  —  L^  fonction  proposée,     y  = 


i 


—  1.(1  -h  f')    est  une  fonction  paire  de    *  ,    il  suffit 


pour  l'étudier  de  faire  varier  x  de  0  à     h-  oo  .     Sa  dérivée  est 
,  _    —  2x(4-i-x»-Hx')  ^ 
'^  ~"         (TTTv  ' 

file  est  nulle  pour  x  =  0  et  constamment  négative  dans  l'inter- 
valle 0  à  ♦  3c  ;  la  fonction  y  décroît  depuis  la  valeur  -h  1 , 
qui  est  un  maximum,  jusqu'à  —  x  ;  elle  s'annule  pour  une 
•^  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  1.  Les  branches  infinies  de  la 
courbe  sont  paraboliques  avec  l'axe  des  x  comme  direction  asymp- 
tolique  ;  elles  sont  asymptotes  à  la  courbe     y  =  —  L{l  -^  x').     La 

1  —  X- 
dillérence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes  est  o  = — -  ; 

(1h-x»)* 

elle   pari  de    1    (pour     .*  =  0),     s'annule  pour     ./  =  1,    décroît 

\  -  .      . 

jusqu'à  un  minimum  éj-^al  à     -  —   ([)our     /  =  \'-i)    et  croît  ensuite  jusqu'à  0. 


X  =  I, 
i  - 


Lt»  =  —  0,6'J3 


y    se  réduit  à 

—  —  —  L4  =  -  2L2  —  0,125  =  —  !,5H  . 
o 


.-  =  A     n'est  autre  que  la  résolvante  en    z    de  l'équation  bicarrée  du 


Pour 
el  pour  X 

III.  —  Léqualion 

(l-h  x/ 

n"  I   11  est  facile  de  voir  que  la  constante    A    est  comprise  entre    0  et  1,   on  sorte  que  celle  équation  a 

ses  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires.  Kn  ellet,  A  est  visiblement  plus  grand  que   -—    et  plus 
petil  que 

D'ailleurs,    A   n'est  autre  chose  que   L2.   C'est  en  ellet  la  valeur  pour    x  =:  —    de  la  série  entière 

ô 

C)  u  9  9 

Ax)  =  -x  •         -      ' 


.{  5  2n  4-  i 

convergente  dans  l'intervalle    (—  1,     -^  i)    el  dont  la  dérivée  est 

2  I  1 

f\x)  =  2-h2x»-f-2x'H h2x»"-^  •  •  = r  =  -, y--, — 

'  ^   '  1  —  X-  1  —  X         1  -+- 

On  a  donc 

/'■'      d.r  /  '^      dx  1  -h.: 


et  pour    X  —  — » 
o 


1    f   — 


=  '("^)= 'Tri =''="•'■' 


fi93  ... 


La  racine  positive  de  l'cqualion     Ax'  -h  {2A  -f-  l)x  -+-  A  —  1  =  0     est  donnée  par  la  formule 


—  (2A  4- 1) -H  v^8A -^  1  ,        /8AM  — 1  v 

X  =  — ^ — =  —  1  -f-- 


2A 


2  A 


Si  l'on  remarque  que 


/8A  -4-  <  —  1 


(8A-hij-  \ 4 

iA^v^SA  -4- 1  -t-  i)  ■"    ^iX-Tl  4-  t 
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on  voit  que  l'on  est  ramené  à  calculer  lexpression 

X  =  —  1 


v/8A  -h  l  -T-  1 

.(•  variant  en  sens  contraire  de  A,  une  valeur  par  défaut  de  A  fournira  pour  x  une  valeur  par 
excès,  et  une  valeur  par  excès  de  A,  fournira  pour  x  une  valeur  par  défaut. 

Commençons  par  chercher  une  valeur  approchée  de  A  et  pour  cela  calculons  par  défaut  les  pre- 
miers termes  de  la  série  avec  .3  décimales  seulement  ;  nous  n'aurons  à  tenir  compte  que  des  trois  pre- 
n)iers  termes  : 

1^0,660,         -^==0,024,         _?-- 0,001,         A'  =0,691. 

Nous  avons  ainsi  une  valeur  par  défaut  A'  avec  une  erreur  qui  est  la  somme  des  erreurs  par  défaut 

commises  sur  les  trois  termes  employés     (  c-,  <  |     et  de  l'erreur  commise  en  négligeant  les 


1000 

termes  qui  suivent 

2 
e 


2/111  \  1  i 


7.3'  (2n-Hl)32"+'  "   5.3°  V  9        9-9^  /  8     ^    1000 

reur  totale   est   donc   moindre    que 
valeur  approchée  par  excès.  Nous  avons  donc 


L'erreur  totale   est   donc   moindre    que  et  nous   pouvons  prendre     A'  =  0,695     comme 


4  4 

0,091  <  A  <  0,695,  6,-528  <  8A  +  1  <  6,560,  .-_ - — -  <  .,■  -+-  1  < 


^6,56  +  1    ^  ■  ^    s/6j28  +  l 


v/6,56  — 1                 ,    ^    v/6,528  — 1  ,  .  .^  ^  ,    ^ ,  ^q- 

<.T-t-  1  <  —     ^^- '  1,123  ...  <  a'-l-l  <l,l2o 


1,39  1,382 

et  par  suite, 

0,123<.x  <0,126. 

En  prenant    x  =  0,12     ou    x  =  0,13,     l'erreur  absolue  est  moindre  que  — —  et  1  erreur  relative 

Aï  0,01  1  .         .    j  1 

<  — =  ^--    est  momdre  que   -:r  ■ 

X  0,12  12  ^         5 

On  peut  remarquer  que  pour     x  =  0,125  =  -— >     on  a 

8 

1-i- 
i—x  8  7  64  56  2  2 

X 


xr 


(-■4y  ^ 


81  81  3  3.3= 


c'est  la  valeur  fournie  par  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  la  série. 

On  aurait  pu  se  contenter  des  deux  premiers  termes^de  la  série  calculés  avec  deux  décimales  seule- 
ment. On    trouve   ainsi     A'  =  0,68     et     A"  =  0,71.     On  en  déduit,  comme  précédemment, 


v/(),68  —  1  .         v/6,44  —  1 

<  X  -h  1  < 


1,42         ^  ^        1,36 

doù  0,115  <  a:  <  0,131. 

En  prenant     x  =  0,12     ou     x  =  0,13,     l'erreur  absolue  est  moindre  que     0,131—0,115  =  0,016 

et  l'erreur  relative,  plus  petite  nue    — — -— ?    est  encore  inférieure  à    -n- • 

0,12  ') 

P.  L. 

Solutions  de    MM.  Baras    Raymond;    Georges  1Ikm£   et   Cli.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou  ;   A.  Hutinki,  :t  r.nnnes  ;   M.  Itoix, 
instituteur  au  Creuset. 
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2610.   —   On  donne,  dam  un  plnn  rapport^  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  la  droite    D, 

3// ^)ï 

d^équation     x  =  3,     la  droite    Dj,  d'équation     »/  =  —  1,     le  point    .M,   de  coordonnées     x  =  — - 

^i  —  ^T  .        ■      j 

y  =  — ^ —t     ou  l  est  un  paramètre  vanani  de     — x      a     h-  x  . 

'  t  —  3  ' 

X"  La  droite  OM  rencontre  IJ,  en  M,,  D^  en  M..  Trouver,  lorsque  t  varie  y  le  lieu  du  point  \\  milieu 
du  segment  M|Mj,  et  le  lieu  du  point  R,  symétrique  de  M  par  rapport  à  ce  point  P  (ce  deuxième  lieu  est 
une  droite). 

t"  Lorsque  l  varie,  le  point  M  décrit  une  courbe  V.  déterminer  les  astjmploles  de  cette  courbe^  ainsi 
que  les  points  à  distance  finie  où  ces  asymptotes  coupent  la  courbe.  Démontrer  que  ces  points  sont  en  ligne 
droite  {on  recommande  des  considérations  géométriques,  qui  permettent  de  simplifier  ou  de  contrôltr  ces 
recherches) . 

3°  Con%truire  la  courbe   1". 

1.  La  droite  OM,  d'équation     y  =  tx    coupo   D,  au  point  M,     (/,  =  :{,     »/,  =  30    et  D.  au  point 

Mofx,  = .    t/2  =  —  11-     Le  miliou  du  segment    M,Mi   est 


donc  le  piiiiit  P 

-r  =  —  (x, -HX.) 


3^-1 


y  =  tx  = 


3<-l 


Ht  ■  i 

L'éliinioation  de  /  entre  les  expressions  de   r  et  y  donne 

•2xy  -(-X  —  3j/  =  0, 

équation  du  lieu  de    P.    Ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatcre 

/  3  1  \ 

passant  par  l'origine,  de  centre    'M -j-» 5-)     et  d'asymptotes 

parallèles  ii  Ox,  0»/- 

Le  symétrique  do  M  par  rapport  à  P  est  lo  point  U  de  coor- 
données 

•M  —  \        3(/-l)»  4 


X  =   2xp XtA    = 

4/ 


/ 


t{l-3) 


t-Z 


y  =  tx  = 


/  — 3 
L'élimination  de  /  donne 

V  —  3x  H-  4  =  0. 

équation  du  lien  de  H.  droite  A  de  coordonnées  a  1  ori^'ine  -:r  et     —  4. 

2.   Lorsque    t    croît  de     — 00      à     -+-00,     le  point    M    décrit  une  courbe    r   dont  l'équation  carté- 
sienne. 

xy^  —  3x'i/  —  ;Jx-  -+-  6x1/  —  3j/'  =  0, 

peut  se  mettre  sous  la  forme    y  =  /"(x)  ;    il  est  préférable  de  conserver  les  coordonnées  paramétriques. 

Pour     1  =  00,     y    devient  infini,  alors  que    x    prend  la  valeur  3  ;    la  droite    D,     (j  =  3)     est  donc 

asymptote   à    la   courbe    r  ;    pour     /  =  0,     x    «st  infini  et    ;/    prend   la  valeur     —  1  ;     la  droite    L\ 

(u  =  —  1)     est  une  seconde  asymptote.  Knfin,  pour     /  =  3,     x   et    y   sont  infinis  et  leur  rapport  -= — 

X 

vaut  .'{   :  la   troisième  asymptote  a  donc  pour  ponte  3,  et  son  ordonnée  à  l'ori^'ine  est  la  limite,  pour 
/  =  :l     de 


m  -  ly      3(f-i)«       (/-!)' 

»/  -  -  3x  =   :: 3  — rr-  =  J 


r  — 3 


/'/  — 3) 


I 


c'est-à-dire  4. 
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La  troisième  asymptote  est  donc  la  droite  D3  d'équation 
y  —  Sx—i  =  0, 
symétrique  de  A  par  rapport  à  l'origine. 

Des  considérations  purement  géométriques  permettent  de  déter- 
miner simplement  ces  asymptotes  ;  il  suftit  de  regarder  M  comme 
le  symétrique  de  R  par  rapport  à  P  :  R  à  l'infini  sur  A  fournit 
l'asymptote  D3,  R  sur  Ox  donne  l'asymptote  D,,  et  II  sur  Oy' 
donne  l'asymptote  D,. 

Chacune  de  ces  droites  traverse  la  courbe  r  à  distance  finie.  En 
eflet,  de  PM  =  PR,  PM,  =  PM,,  il  résulte  MjM  =  M,R  ;  ces 
segments  sont  nuls  simultanément,  de  sorte  que  M  est  sur  Do 
quand  R  est  sur  D,,  et  M  est  sur  D,  quand  R  est  sur  D.  ;  enfin  M 
est  sur  D3  quand  R  est  sur  l'asymptote  de  l'hyperbole  équilatère 
parallèle  à  ()y. 

Les  coordonnées  des  points  considérés  peuvent  en  être  déduites  ; 
on  les  tire  également  des  équations  paramétriques  ou  cartésiennes 
de  la  courbe  i'  ;  ce  sont  : 

3 

X2 ^5 

5 
3  1 

-9-'        V:.   =-— • 


Xi  =3,     ?/,  =  —  3 


?/2  =  —  1  ; 


Comme  les  rapports 


X,  —  Xo 


OL  j   —   X.t 


et 


?/i  -  y  2 


ont  même  valeur, 


-3-.     les  points  correspondants  sont  en  ligne  droite. 


3.  Pour  construire  la  courbe    r   nous  étudierons  les  variations  de   x   et   y,  fonctions  de  t.  Comme 


dx 


3(/  +  3)(/-r 


t^{t  -  3)^ 
on  forme  aisément  le  tableau  suivant  : 


et 


dy_ 
dt 


\t-m-^) 


dx 

~dT 

di/ 


—  X 

-3 

[) 

1 

\ 

s 

00 

— 

0 

-t- 

-h 

0 

— 

— 

— 

-+- 

H- 

-+ 

0 

— 

— 

0 

H- 

3 

A 

8 

T 

/ 

00 

—  oc 

/ 

0 

\^ 

—  oc 

x> 

\ 

!2i 
5 

\ 

3 

—  ao 

/ 

-8 

/ 

_ 

1 

/ 

0 

\ 

—  X 

00  . 

\ 
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On  en  déduit  la  courbe   \\  dont  on  assure  le  tracé  par  celui  des  asymptotes  et  de  quelques  tan- 

dy               t-(t—^)       ^ 
gentes.  En   un  point  quelconque,  la    pente   do   la   tangente  est  donnée  par    -~^  =  — — —     En 


^'-i«  fiCOl.i:  CKNTUALb: 


pailiciilier,  les  tangentes  aux  points  sur  les  asymptotes    D,,  I).,  D3    ont  pourcuefTicients  an-ulaires  3 

25  7 

— —    et    —  • 

\H  45 

I/origine  est  un  point  de  robroiissement  où  la  tangente,  do  penlp  1,  csl  la  Moiciri.'.-  -i.-    -))»/. 
|)'autr«,'  part,  ou  a 

d     -^ 
'j'y    _  dx         jlt    __    -2    i^{l  —  3}\l  -+■  5) 


'/''  dl  dx  3      (/-f^j^/  — I) 

La  courbe    1     présente  donc  un  seul  point  «linllexion,    I,  à  dislance  linie,  puur     i  =  —  5;     ses 

'il  ->7 

coordonnées  sont  -tt^  et     -  -^    et  la  tangenle  y  a  pour  pente     —  125. 

Les  trois  branches  infinies  qui  composent   la   courbe    r    sont  parcourues  dans  le  sens  indiqué  par 
des  llf'clies  ([uand    /   croit  de  —  »      à     -i-x. 

M.  KOl'X,  instituteur  au  Oeusot. 

Ukmarol'e.  —   Il  y  aurait  lieu  de  compléter  lélude  des  branches  infinies  de  la  courbe  T.  Le  point  M 
s'éloigne  à  l'infini  : 

1"    j>our     t  =  zt'X)  ;     x    toml    vers  3  et    »/    vers     qp  00   ;     la  diflérence 

x-']  =  £'-=±1  _  •{  =    3«-h<) 

s'annule  pour  l  —  —\  (j  =  ;{,  y  =  —.*]);  elle  est  négative  pour  /  compris  entre  —  »  et 
—  1,  positive  pour  /  compris  entre  —{  et  (),  négative  pour  /  compris  entre  0  et  3  et  enfin  posi- 
tive pour  /  compris  rnlro  3  cl     -h  x  ; 

"l"    pour     /  =  0;      /    tend  vers     dn  00      et  »/  vers     —1  ;     la  dilTérence 

s'anrmle   [.our     /  =:  0     d  peur     /  =   _fx  =    -  — »     y  =  —  {  \  ;     clic  est  né;:Hlive  pour    /    compris 

5  fj 

entre     —  »      et  0,  positive  pour    t   compris  entre  U  et    —,    négative  pour   /   compris  cnire    4"    <'l  3 

et  enfin  positive  pour  t  compris  entre  3  et     -f- x  ; 

3'  pour     /  =  3;     .r    tend  vers     zp  x  ,     et    1/    vers     =p  x  :     le  rapi)ort    —    a  pour  limite     c  =  'A 

et    la   diflérence     »/ —  3.r  = ,     d  =  4.       iNuir   placer  la    courbe  par  rapport   à   lasymptole 

7  =  .'{.r  f-  4,     on  étudie  le  signe  de 

5.     .;      -ir       \-   ^(^-')'        i   _    3<--10/-f-3    _    (/-3)(3f-«) 


/  / 


...  1     ;  3  1      \ 

''  S  annule  pour     /=   — /  x-  = — ,     »/  = —\     et    jK-ur     l  ^  ;i,     est    uc-alil    pour  /  compris 

entre     —  x      et  (i,  positif  pour    /    compris  entre  0  cl    —,    négatif  pour   /   compris  entre    —    et  3  et 
eiilin  positif  pour  /  compris  entre  3  et     -(-«  . 

Les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  ses  asymptotes  (à  distance  finie)  sont  donc  les  |toinl>  . 

3  5 

^  =  3,     »/  =  —  3     i()rresp<ituiaiil   a      /  =  —  I  ;      ,=_!_.     y  —       ^^     correspondant  à     '  =  -ir- 

o  o 

•         c                           -^  *  .  • 

el  cnlin     / -.     y  — _,     correspondant  a     /=-;-. 
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Pour  vérifier  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite,  il  suffit  de  constater  que 

3  —3  1 

3 


1 


1 


1      -1      1 

2  -2 


0. 


On  trouve  facilement  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  trois  points,  à  savoir  : 

5x-^9y^-^2  =  0. 
On  peut  encore  procéder  de  la  manière  suivante  :  les  points  de  rencontre  de  la  courbe    r    avec  une 
droite     ux  -^vy  -+■  /v  =  0     sont  les  points  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t  racines  de  l'équation 

Zu{i  —  iy--]-'Svt{i  —  i)^-^wt{t—'S}  =  0. 

Cherchons  si  l'on  peut  déternniner  u,  v,  œ  de  façon  que  cette  équation  admette  comme  racines 
—  1,     —    et  —  •    Cela  exige  que 

O  ô 

Zu{l  —  1)2  4-  3u/(«  —  1)2  -H  ivlit  —  3)  =  Zv[t  -^\)(i  —  -^\it  —  lY 

Pour  que  ces  deux  polynômes  soient  identiques,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  différence  (qui  est  un 
polynôme  du  second  degré  en  t)  s'annule  pour  trois  valeurs  distinctes  de  t  ;  nous  prendrons  t  ~  0, 
t  =  {     et     ^  =  3. 

(5  \  /       1  \         5y  5 


Pour     t  =  \, 


et     pour     t  =  3, 


9  \ 


—  2z<;  =  Su  X  2  X  f  —  y  j  X  y 

4         8 
3ux4-t-3yx3x4  =  3ux4x— X  — 


12 


11  en  résulte  que  les  trois  points  considérés  sont  les  points  de  rencontre  de  la  courbe    r   avec  la 
droite    5x-+-9j/ +  12  =  0. 

Enfin,  on  pouvait  mettre  ce  résultat  en  évidence  en  partant  de  l'équation  cartésienne  de  la  courbe   r 

.ry{y-^x)-^y-,f  =  0. 
L'ensemble  des  trois  asymptotes  est  donné  par  l'équation 

(x  —  3)(?/  -f-  l)(t/  —  3a:  —  4)  ^  xy(y  —  3a;)  —  3(y  —  x)-  h-  oa;  -h  9y  -t-  12  =  0. 
L'équation  de  r  peut  donc  s'écrire 

(i-  -  ^i)(î/  +  l)(!y  —  3.'-  -  4)  —  (5a:  -^  9(/  H-  12)  =  0. 
Les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  droite    5.r-4-9v-h  12  =  0    ne  sont  pas  autre  chose 
que  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec    ./•  —  3  =  0,     y  -j-  i  =  0    et    y  —  3.r  —  4  =  0,     c'est- 
à-dire  avec  les  trois  asymptotes  de  F. 

P.  L. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Baras,  Raymond;    L.  Coukfignal,  à  Grenoble;    G.  Hkle  et  llli.  Simon,  à  Nogent-Ie-Uotrou  ; 
A.  HoTiNEL,  à  Cannes  ;  Pierre  Morelle,  lycée  de  Douai. 
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2557.  —  Un  récipient  cylindrique  R  de  hauteur  a,  dont  les  parois  latérale^  et  le  fond  S  ont  une 
épaisseur  négligeable^  est  lesté  par  un  cylindre  C,de  même  diamètre  et  de  hauteur  h,  constitué  par  wt  métal 
de  densité  U. 
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r   1 
\a  i' 


ml 


i6  I 


Le  récipient  coTnmunitjue  avec  l'extérieur  par  une  série  de  canaux  /,  de  $ection 
négligeable,  forés  dans  A  cylindre  (1. 

La  température  étant  U"  centigrade  et  la  hauteur  fjaruui'  i/  ,ijue  !()'■,  (c/t-cj- 
jiient  est  plongé  très  lenlemenl  dans  un  li(juide  de  densité  d. 

1°  Quelle  hauteur  b  faut-il  donner  au  cylindre  C  pour  que  le  récipient  prenne 
la  position   d'équilibre    1,  puur  laquelle  le  fond   S    a/fleure  le  niveau  du  liquide? 

Montrer  que  le  rnéni''  récipient^  placé  dans  la  position  i,  reste  appliqué  contre 
le  fond  du  vase  sur  lequel  il  repose  et  n'a  pat  tendance  à  regagner  son  ancienne 
position  d'équilibre  i . 

2o  Le  récipient  ainsi  lnslé  étant  dans  la  position  "i,  à  quelle  température  faut-il 
porter  l'ensemble  pour  provoquer  l'ascension  de  l'équipage  ? 

On  négligera  la  dilalubtlité  du  métal  constituant  le  récipient  et   'e  lesty  ainsi 
que  la  dilatabilité  et  la  tension  de  vapeur  du  liquide. 
Application.    —   Données  :      a  =  20<="',       H  =  oO*^"»,      D  =  8,0,      d  =  1,8.      Densité  du  mercure  : 

1 


A  =  !;{,().    Masse  du  litre  d'air  dans  les  conditions  normales  :    i  =  1«,3.    Dilatabilité  de  l'air  :    a  = 


273 


81.1 


0,26'* 


X  =  iy,3     et    .c  =  0,7. 


{Ecole  des  mines  de  Saint- È tienne,  concours  de  lyjl .) 

\o  II  y  a  équilibre  si  la  poussée  que  subit  le  système  est  égale  à  son  poids,  qui  se  compose  du  poids 
de  l'air  primitivement  contenu  dans  le  récipient,  du  poids  du  cylindre  C  et  du  poids  du  liquide  qui  a 
pénétré  dans  l'intérieur  et  dont  nous  désifçoeroiis  la  hauteur  par  / ,  ce  (jui  donne,  en  suppriujant  le 
facteur  représentant  la  sectioti  du  récipient, 

(1)  O^OOIS  a ->rl)b  +  dx  =  d{a -h  b). 

D'autre  part,  la  lui  de  Mariotte,  appliquée  à  l'air  emprisonné,  donne 

(i)  76a  =  I  76-t- (fl  — J-)  —  Li  — x). 

Avec  les  données  numériques,  l'équation  (2j  devient 
0,132  (a  — xX'-hTô  (a  —  x)  —  I5i0  =  0,      d'oii       a—s  = 

Alors  le  calcul  de  l'équation  (i)  donne 

h  =  :i,«J. 

Dans  la  position  2,  le  poids  du  li(iuido  introduit  dans  le  récipient  a  augmenté,  le  poids  total  est 
donc  devenu  supérieur  à  la  poussée  qui  n'a  pas  changé  «t  le  système  n'a,  par  conséciuent,  aucune  ten- 
dance à  remonter. 

2"  Pour  (|ue  le  poids  redevienne,  d.ins  la  |)osition  f,  égal  à  la  poussée,  il  faut  que  la  dilatation  de 
l'air  ramené  lu  hauteur  du  liquide  introduit  à  la  valeur  x.  L'application  de  la  loi  de  Mariotte  donne  alors 

I                       ,             d    \    a  —  r 
7t>  a  =     76  -h   II  —  h-x)  —    

et,  en  reniplarant  les  lettres  par  les  valeurs  Huniériques  (|u'elles  représentent,  on  trouve 

1  -Haf  =  1,0382  et  t  =  10% 't. 

Solutions  (inssables  Je  MM.  Kakas;  R.   Gavii.:«kt;  K.   I'ki.<:ikir  et  L.  Soirk. 


2558.  —  In  cudiometre  renferme  170'"»  ^'i  0»  et  saut  760"'»)  d'un  mélange  gazeux  sec,  exempt  de 
composes  hxjdrocarbonés.  On  j/  introduit  10'n«,8  d'un  liquide  pur  composé  de  carbone  rt  d'hydrogî'ne  qu'on 
vaporise  en  .devant  la  température  à  l'M\',  o  {chi/frr  très  supérieur  au  point  d'ébullition  du  liquide}.  Aucune 
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réaction  ne  se  produit  et  le  volume  du  mélange  de  gaz  et  de  vapeur  est  de  261«^'"^,  72  à  cette  température 
(136",  5),  la  pression  étant  de  760'""  et  les  corrections  des  erreurs  effectuées. 

On  fait  alors  jaillir  l'étincelle,  qui  détermine  une  combustion  complète^  et  l'on  fait  passer  les  produits 
qui  en  résultent^  en  évitant  toute  condensation  sur  les  parois,  dans  des  tubes  contenant  de  la  ponce  sulfu- 
rique  et  de  l'anhydride  phosphorique  pour  absorber  la  vapeur  d'eau,  d'une  part,  de  tapotasse  pour  absorber 
le  gaz  carbonique,  d'autre  part;  ces  tubes  ont  été  préalablement  vidés  de  tout  gaz  et  pesés.  Api'ès  contact 
suffisant  avec  ces  réactifs,  les  gaz  soumis  à  l'expérience  sont  extraits  des  tubes  et  renvoyés  dans  l'eudio- 
mètre;  les  absorbants  ont  retenu  lO™s,  8  de  vapeur  d'eau  et  3o"g,  2  d'anhydride  carbonique.  On  introduit 
alors  dans  l'eudiomètre  45c"''^  (à  0°  et  sous  7b0""")  d'hydrogène  et  l'on  fait  encore  jaillir  l'étincelle;  cette 
nouvelle  combustion  détermine  uniquement  la  production  de  vapeur  d'eau,  qu'on  absorbe  comme  précé- 
demment. 

Finalement,  les  gaz  secs  ramenés  dans  l'eudiomètre  occupent  un  volume  de-lQl""''^,  18  (à  0"  et  sous 
760'"™)  ;  le  pyrogallol  potassique  est  sans  action  sur  ce  résidu. 

On  demande:  1»  la  composition  centésimale  du  liquide;  2°  sa  formule  moléculaire;  3°  la  nature 
probable,  d'après  les  résultats  tirés  de  l'analyse  qu'on  vient  d'effectuer,  du  mélange  gazeux  contenu  à 
l'origine  dans  l'eudiomètre. 

Par  quelles  réactions  pourrait-on,  en  outre,  caractériser  le  gaz  constituant  la  majeure  partie  du  résidu 
obtenu  en  fin  d'expérience  ? 

On  adoptera  pour  les  calculs   les  chiffres  suivants.    Poids  atomiques:     C  =  12,     0  =  16,     H  =  1. 

1 

Poids    moléculaires  :      CQ-  =  44,       H^O  =  18.       Coefficient    de    dilatation    des    qaz  :    — Volume 

"  ^  273 

moléculaire  :  22',  4 . 

[École  des  Mines  de  Saint-Élienne,  concours  de  1921.) 

1°  Les  10"^,  8  d'eau  proviennent  de  la  combustion  d'un  poids  d'hydrogène  égal  à    — ^—  =  1,2     et 

12 

les  So"»,  2  de  gaz  carbonique  de  la  combustion  d'un  poids  de  carbone     35,  2x-t7  ~  *"*'  ^*     ^-'^  somme 

de  ces  deux  poids  reproduit  bien  les  10"'",  8  donnes  et  la  composition  centésimale  est  de 

120 


=  11,  11  d'hydrogène 

9fiO 
et  de 


10,8 

960    =  88,  89  de  carbone. 


10,8 

2»  Les  poids  9,  6  et  1,  2  de  carbone  et  d'hydrogène  correspondent  à  des  nombres  d'atomes  qui  sont 

96 
entre  eux  comme    -j—  =  8     et  12,  ou  comme  2  et  3.  La  formule  la  plus  simple  représentant  la  compo- 
sition du  carbure  est  donc  G-H^.  Cherchons  son  poids  moléculaire. 

Le.  volume  du  mélange  de  gaz  et  de  vapeur,  étant  de  261,  72  à  136°,  5,  serait,  ramené  à0%  de  261,  72 

136  5  3 

divisé  par  le  binôme  de  dilatation     1  h — '    *       ou    — ♦    ce  qui  donne  174,  48.  Le  volume  du  carbure, 

supposé  gazeux  dans   les  conditions  normales,  serait  donc     17't,48  —  170  =  4,48,     ce  qui  représente 

4,48          1 
une  fraction  du  volume  millimoléculaire  égale  à    -jt~j-  —  -=-•    Les  10'°»,  8  du  liquide  employé  repré- 

sentent  donc    --    de   milliraolécule  et  le   poids   moléculaire   cherche  est      5  X  10,8  =  54,      ce   qui 
o 

correspond  à  la  formule 

C*H«. 

C'est  le  3'  carbure  de  la  série  acétylénique. 
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OUESTIUNS   PROPOSEES 


3"  La  combustion  d'une  molécule  C*H*  <  \ige  11  atomes  d'oxygt'ne.  La  combustion  de  10")>',  8  en  a 

M  II 

consomme    —    de    niillialoines,    c'est-à-diif    un    volume    -;;- X  H,  î  =  24,65.     Les    eaz   renvoyés 
ô  o  * 

dans  l'eudiomèlre  avaient  doncun  volume     170 — 24,65  =  145,  liô.     L'addition  de  l'hydrogène  porte  le 

volume  il  145,  35  H- 45  =  190,35.  La  combusliun  produit  une  diminution  de  190,35  —  157,18  =  33,  17 
dont  le  tiers,  c'est-à-dire  11,  05,  représente  de  l'oxygène.  Comme  ce  dernier  gaz,  d'après  l'indication  du 
pyrojrallol  potassique,  a  entièrement  disparu,  son  volume  dans  le  mélange  primitif  était 
24,65  -+-  11,  05  =  35,  7,     et  le  reste  du  mélanL;e  représentait     170  —  35,  7  =  134,  3. 

Ces  deux  nombres,  35,  7  et  134,3,  sont  exactement  dans  le  même  rapport,  de  21  à  79,  que  les 
volumes  d'uxygène  et  d'azote  dans  l'air.  Le  mélange  primitif  était  donc  vraisemblablement  de  l'aii 
atmosphérique. 

L'azote  de  cet  air  peut  être  caractérisé  par  les  réactions  connues  :  transformation,  sous  l'action  des 

étincelles  éleclriqiies,  en  [teroxyde  d'azote  par  l'oxygène,  en  ammoniaque  pur  l'hydrogène  ou  en  acide 

cyanhydriquc  par  l'acétylène. 

Léopold  SUTRE. 
Bonne  solution  de  M.  H.  Gavignkt.  Sululioii  [lartitlli'  <le  M.  I'.  Kaicubii. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


2656.         Dtiiis  im  plan  vcrlical,  on  donne  ilciix  axes  rcclangulairt-s  :  Ijim'  <>/•  inI  li(iii/niii;il.  l'axe  Oi/  rst 
dirigé  .>inivant  la  verticale  ascendante. 

Un  |toint  A,   situé  dans  l'angle  .fUy.  est  di-lini  |kii-   smi  (udoniicc     ilA   —  h     vl 
l'an^'le     (().'•,  OA)  =  a. 

A    l'Instant     /  =  0,     un  [loint  niaicricl   .M,   de  masse  »>».   est  lancé   de  O.   dans  la 
direction  OA,  avec  une  vitesse  de  grandem-  r„.  Au  niéme  instant,   un  point  matériel 
.M',  de  niasse  m'  est  abandonné  en  A  sans  vitesse  initiale.  On  suppose  que  chacun  des 
U     "^    points  M  et  M    n'est  soun)is  à  aucune  autre  force  que  son  poids. 

I"  .Monlrei- que  les  deux  mobiles  se  rencontrent  en  un  point  V.  Uuelle  est  rr|ioque  de  leur  passage  en  ce 
point?  Vérilier  que  la  droite  MM',  qui  joint  les  deux  poinls  conserM-  une  dircclion  constante  pcntlanl  le  rnou- 
vecMcnt.  Exprimer  la  dislance   M.M'  en  lonclion  du  temps  <. 

2»  (Quelle  doit  être  la  valeur  de  v,<  pour  que  les  deux  mobiles  aient,  au  point  1',  des  vitesses  de  même  gran- 
deur ?  Montrer  que  A  est  alors  situé  sur  la  directrice  de  la  parabole  (l'i  décrite  par  M. 

3»  Quelle  doit  être  la  valeur  de  ry  |iour  que  l.i  somme  des  travaux  erfeclués  pendant  le  mouvement  par  le 
poids  de  M  et  le  poids  de  M'  juscpi'à  la  rencontre  en  !'.  soit  nulle?  Celte  condition  étant  supposée  remplie, 
montrer  que,  dans  l'hypollièse     m  =  m  .     le  point  P  est  le  sommet  de  la  parabole  (i). 

4'  Kn  supi>osanl  toujours  m  =  m,  déterminer  a  et  r»  pour  que  soienl  réali.sccs  -nnolianenieiil  les 
conditions  indiquées  au  i»  et  au  :t».  (Juelles  sont  alors  les  coordonnées  du  foyer  de  (Fl? 

[>°  l'Apliquer  les  résultats  du  I'  . 

\(erliHcat  de  malhénuiluiurs  iii'if'ralei,  l'dtis.  octobrr  i'JSi'  . 


2657.  —  I'   IMo.lier  1..  loih  liuti 


•/  = 


X  -¥■  Ltr' 
^      ' 


dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  |"0sllif  inférieur  à    1.  Divers   cas.  Cas  de    a  —  1. 

1 
20  Calculer  I  aire  de  la  courbe  comprise  entre  les  ordonnées  1  el  4.  Donner  sa  valeur  pour     a  —  "j" 

.♦^ .  E.  II. 


Iinpi  iinrri»*  ('.oinlr  Jarqiirl    —   Bar-I«  (lue 
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NOTE  Al]    SUJET   DXNE    QUESTION   D'ÉLIMINATIONS  SUCCESSIVES 

par  M.  L.  Bickart. 


On    rencontre  assez  souvent  la  queslion  suivante  : 
Xo  et  Xi  étant  deux  variables  liées  par  une  relation  de  la  forme 

on  considère  les  quantités 


I 


Xo   =    f{Xi),  a"3  =   fi  Xi),        ...        Xn=  t[Xn-i), 

et  on  demande  ou  de  calculer  Xn  ou    d'en  trouver  la  limite  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Je  vais  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité. 

Xi  eta-fl  sont  deux  variables  liées  homograpbiquemenl.  Je  les  représente  par  deux  points  Mo,  Mj, 
sur  un  ^xe  Ox,  et  je  dislingue  deux  cas  : 

1°  Les  points  doubles  de  l'homographie  sont  réels. 

Soient  II  et  K  ces  points.  Le  rapport  anharmonique  (MiHMoK)  est  constant    =  p  : 

Xi  —  h  Xo  —  h 


Xi  —  k 

"~  P  x^  —  k' 

Xi —  h 
a?.2  —  k 

Xi  —  h  ^ 
-'    Xi-k   ' 

Xn  —  h 

.     .„  ^o-/i 

de  même 

etc.,  d'oïl  -^^ r  =  P"  — r» 

CCji  ft  Xq  '  "    fi 

équation  qui  résout  la  question,  et  qui  exprime  que  Xn  et  j„  appartiennent  à  deux  divisions  homo- 
grapliiques  dont  les  points  doubles  sont  ceux  de  l'homographie  initiale.  Je  no  développe  pas  davantage 
le  calcul;  si  on  cherche  à  écrire  explicitement  la  relation  [{x,^,  x^)  =  0  en  fonction  des  coefficients 
donnés,  /<  et  k  s'explicitent  aisément  en  fonction  de  p.  Le  calcul  de  p"  ne  peut  se  faire  que  par  récurrence. 

Si  n  augmente  indéfiniment,  et  si    p  >  1,    x„  tend  vers  k  ;  si    p<CU    ^n  tend  vers  h. 

2"  Les  points  doubles  sont  imaginaires . 

Il  existe  alors  deux  points  P  et  Q  symétriques  par  rapport  à  Oa:  et  d'où  le  segnaent  XiX^  est  vu  sous 

un  angle  constant  0.  L'angle  lM„PMo  sera  alors  égal  à  wO.  La  traduction  en  équations  de  cette  remarque 
résout  la  question . 

Il  faut  remarquer  ici  que  si  6  est  une  fraction  entière  de  2?:,  M„  coïncidera  périodiquement  avec  un 
certain  nombre  limité  de  points,  dont  M,,;  sinon^  x,,  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée,  pas  plus 
que  tgnO. 


1 1\,  ^ 
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2565.  —  1"  «^rt  considère  deux  polynoni>'s  ?  {x)  et  Q  (x)  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x,  et  non  nuls  pour    x  =  0.     On  divise  ainsi  P  {x)  par  Q  (x)  et  on  obtient  la  série 

S  (x)  n^  flo  -+-  a,.T  -h (i^x-  4- .. .  -+-  fln-i-r""'  -+-... 
Soient  S„  (x)  la  somme  des  u  premiers  termes  de  cette  série  et  R„  (x)  le  reste.  Montrer  que  le  produit  de  S„  (x) 
par  0(x),   diminué  de   P(x),  est  un  polynôme  entier   divisible   par    x".     En    conclure   que,    dans   son 
domaine  de  convergence,  (—  R,  4-  R),  ia  série  S  (ji  représente  le  quotient  de  P  {x)  par   Q  (x). 
2»  On  considère  la  fraction 

y  =  x^t—  X-  —  x  —  —  • 

Calculer  y',  y",  y'"  et  étudier  les  variations  de  y.  Tracer  la  courbe  représentative  et  construire  la  tan- 
gente au  point  d'arrêt. 

Soient 

P  (x)  =  flj  -»-  fl,J-  -H  OoXî  -f-  . .  .   -H  fl;^'', 

Q  (x)  =  6o  -h  /^.a:  +  à,x-  -h  ...  -h  6,x«, 
deux  polynômes  de  degrés  p  et  q.  Si  nous  divisons  P(x)  par  Q(x)  et  que  nous  ordonnions  le  quotient 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x,  nous  obtenons  à  chaque  instant  une  identité  de  la  forme 

P  (x)  =  U  (x)  (Co  -+-  c.x  -H  c,r«  -+-...-+-  c„_,x"-')  -h  X"  R  (x), 
le  polynôme    x"R  (x)  contenant  x"  en  facteur.  Ur,  le  polynôme    Co -+-c,x -h  ... -hc„_,  x"-'    constitue 
les  II  premiers  termes  de  la  série  S  (x);  nous  voyons  donc  que  le  produit  de  ce  polynôme  par  Q  (x) 
reproduit  les  n  premiers  termes  du  polynôme  P  (x)  tant  que    n  ^  1  -4-p,     et  ensuite,  qu'il   reproduit 
le  polynôme  P  (x),  suivi  des  termes      Ox''^',    Ox'-^*....,   Ox""',   jusqu'au  degré  »i  exclu. 

Si  donc  nous  multiplions  la  série  S  (x)  par  lo  polynôme  Q  (x),  d'après  la  règle  du  produit  de  deux 
polynômes  entiers,  c'est-à-dire  d'après  la  règle  de  Caucliy  pour  la  multiplication  de  deux  séries,  nous 
retrouvons  le  polynôme  I*  (x)  idenliqueraenl.  Par  suite,  dans  son  domaine  de  convergence,  la  série  S(x) 
représente  le  quotient  de  P  (x)  par  Q  (x). 

Dans  le  cas  où  les  deux  polynômes  P  (x)  et  Q  (x)  deviennent  des  séries  entières,  c'est-à-dire  se  pro- 
longeant indéfiniment,  le  raisonnement  s'applique  en  prenant  pour  P  (x)  et  Q  (x)  les, sommes  des  m 
premiers  termes  des  deux  séries,  si  grand  que  soit  m. 

Par  conséquent,  dans  leurs  domaines  de  convergence,  le  produit  de  Q(x)  par  S  (x)  est  égal  à  P  (x). 

Pfx) 
Il  en  résulte  que  nous  pouvons  développer  le  quotient       --^ —     en  série  par  la  division    habituelle 

g  {X) 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  que  la  série  quotient,  S(x),  représente  ce 

quotient  dans  un  certain  domaine.  Il  resterait  dans  ce  dernier  cas  à  limiter  le  domaine  de  convergence. 

Tandis  que  dans  le  premier  cas,  nous  savons  par  d'autres  méthodes   que  le  domaine  de  convergence 

est    (_  p,   -»-p),  p  étant  le  module  le  plus  petit  des  racines  de  Q  (x). 

Nous  ne  traiterons  pas  la  deuxit-me  question.  <iai  est  extrêmement  facile  et  constitue,  à  ce  filro,  un 

exercice  utile  pour  les  plus  jeunes  lecteurs  de  la  Revue. 

Nous  aTons  reçu  des  solutions  du  demit>me  problème  de  MM.  R.  Gavionit,  à  Belfort  ;  M     Proiel.  h  Digne  ;  M.  Rioclt, 
h  Bernay. 


2569.  —  Dans  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues,  on  calcule  d'abord  p  inconnues  en  fonction 
des  n—p  autres  à  t'aide  de  p  >'qualions;  on  parte  leurs  valeurs  dans  les  autres  équations, et  on  rend 
celles-ci  entières  en  les  viultipliant  par  o,  détervunant  des  coefficients  des  p  inconnues  dans  les  p  premières 
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équations.   Montrer  que  le  déterminant  des    n  —  p     dernières  équations  ainsi  transformées  est  égal  au 
déterminant  total  multiplié  par    o"~p-',  A'  =  A.ô""?"""'. 

Déduire  de  là  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair  est  un  carré  parfait. 

Lorsqu'on  calcule,  à  l'aide  des  p  premières  équations,  les  p  premières  inconnues^  par  la  règle  de 
Cramer,  on  obtient  chacune  d'elles  sous  la  forme  d'une  fonction  linéaire  de  Xp^i,  x^,_,_2,  ...,  x,„ 
divisée  par  8 

\'iXp_^i  -+-  AJa:,,_^,2  H H  M\-pXn  ■+-  ^k 


AiXr 


Xk  = 


Remplaçons-les  dans  les  n  —  p  équations  qui  restent,  telles  qu'elles  sont  ainsi  écrites  et  formons 
le  déterminant  de  ces  équations;  il  contiendra  en  dénomjnateur  une  puissance  de  o  et  s'écrira 

D 

II  est  facile  de  voir  que  si  o  n'est  pas  nul,  Ai  et  A  sont  nuls  en  même  temps,  puisque  chacune 
des  conditions  Ai  =  0,  A  =  0,  entraîne  l'impossibilité  de  résoudre  le  système  d'équations;  D  con- 
tient donc  A  en  facteur  et  nous  pouvons  écrire 

,   A^ 

A,  =  /t-^r-; 

û'' 

le  facteur  k  est  un  facteur  numérique,  car,  s'il  contenait  les  coefficients  apq  du  déterminant  A,  il 
aurait  des  solutions  qui  n'annuleraient  ni  A,  ni  o,  ce  qui  est  impossible,  puisque  pour  ces  solutions, 
l'une  des  façons  de  procéder  nous  apprend  que  le  système  est  possible  et  déterminé;  l'autre,  qu'il  est 
impossible  ou  indéterminé. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  [i  =  \.  Gela  est  évident,  si  nous  remarquons  que  A  et  a, 
sont  tous  deux  linéaires  par  rapport  aux  éléments  de  l'une  quelconque  des  n  —  p  dernières  lignes, 
par  conséquent,  si  nous  multiplions  les  éléments  de  l'une  de  ces  lignes  par  p,  le  déterminant  ô  ne 
change  pas,  chacun  des  deux  déterminants  A  et  Aj  est  multiplié  par  p  ;     donc     |Jt  =  1. 

Multiplions  de  même  l'une  des  p  premières  colonnes  par  p;  le  déterminant  A,  ne  change  pas;  les 
deux  déterminants  A  et  8  sont  simplement  multipliés  par  p;  donc    l  =  1,     aussi. 

Il  nous  reste  à  montrer  que     k=  l.     Supposons,  en  effet,  que  les  p  premières  équations  se 

réduisent  à     Xi  =  Ai,     x^  =  hi,     ...,     Xp  =  hp,     les  h  étant  des  constantes;  alors     8  =  1,     At  =  A; 

donc    /i  =  1 .     Il  en  sera  toujours  ainsi,  puisque  k  ne  dépend  pas  des  coefficients  des  inconnues. 

A 
Nous   avons   donc    A,  =  -;;-•     Multiplions  maintenant  chacune  des    n  —  p    dernières  équations 

par  8,  afin  de  rendre  leurs  coefficients  entiers;  le  déterminant  A,  devient  A',  il  est  multiplié  par 
o"~p.     Finalement,  nous  avons  A' =  A.8"-p-'. 

Considérons  maintenant  un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair;  d'abord  du  second  ordre  : 


0 


il  est  égal  à  a"  ;  puis,  du  quatrième  ordre 


0 

a 

b 

c 

—  a 

0 

d 

e 

-b 

—  d 

0 

f 

—  c 

—  e  - 

-/■ 

0 

pour  celui-ci/ formons  le  système  d'équations  linéaires 

Ox  -\-  ay  -^  bz  +  ct  =  h, 

—  ax  -i-  Oy  -^  dz  -+■  et  =  /v, 

—  bx  —  dy -{- Oz -h  ft  =  /, 

—  ex  —  ey  —  fz  -^-  01  =  m. 
Les  deux  premières  nous  donnent 

h — bz — et         ah — abz — act 

y  = : = 1^ ' 


a-  =  0, 
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adz  -+■  aet  —  ah 

X  = ; 

a* 

en  portant  dans  les  deux  dernières, 

—  nbidz-JrPt  —  Al         ad(hz-\-cl  —  h) 

^ h 1 -//  =  /, 

a-  n- 


—  ac[dz  +  et  —  A  ea{l/z  +-  ci  —  h) 

j 1 fz  =  m, 

ou  0-  H-  a{dc  —  ùe-\-  af)t  ■=.  a{al  ■+■  dh  —  bl:), 

a[he  —  de  —  nf )Z  -\-Ql  =  a(am  -+-  cli  —  clij. 
Le  nouveau  délerminaul,  A',  est  un  cai l'i  parfait,     a-(af-\-dc  —  6e)*,     et,  comme  il  est  égal  à  i^o 
ou  à  d.a*,   nous  voyons  que 

A  —  {nf  4-  de  —  bc}^. 
Le  tlK'orème  est  donc  vrai  pour  les  déleiiiiinanls  d'ordre  2  et  d'ordre  \.  N'ous  radinellrons  pour  un 
déterminant  symétrique  <:auclic  d'ordre     iLn  —  i     et  r«Hendrons  par  le  même  procédé  à  un  déterniinaul 
symétrique  gauche  d'ordre  "in. 
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2564.  —  En  un  point  tA  de  la  parabole  7-  —  2/9j  =  0  (a.res  rectangulaires)  on  màne  la  normale 
qui  rencontre  Ox  au  point  N,  et  on  suppose  que  le  point  A!  se  déplace  sur  la  parabole  de  façon  qu'à  chaque 
instant  son  accélération  normale  soit  le  vecteur  U^.  A  Cinstnnt  t  =  0,  le  point  M  est  à  l'origine  0,  et 
quand  t  croît,  l'ordonnée  de  M  commence  par  croître. 

1°  Calculer,  en  fonction  de  t,  les  coordonn''rs  r,  y  du  point  M,  et  la  longueur  de  l'arc  OM. 

2"  /Jémontrer  que  le  vecteur  accélération  totale  enveloppe  une  courbe  algébrique  de  troisième  classe,  et 
construire  cette  courbe. 

3"  On  considère  un  axe  0:  perpendiculaire  au  plan  xOy,  et  sur  la  parallèle  à  Os  menée  par  M.  on  prend 
un  point  P  dont  la  cote  z  est  une  fonction  du  temps.  Déterminer  cette  fonction  de  manière  que  l'accélération 

totale  du  point  P  rencontre  constamment  Ox.  On  supposera  qu'à  l'instant  /  =  0,  zet  —^  sont  égaux 
à  p,  paramètre  de  la  parabole. 

4"  Démontrer  que  la  trajectoire  du  point  V  est  une  courbe  unicursalc  du  quatrième  degré,  et  construire 
ses  projections  sur  les  plans  de  coordonnées.  Former  l'équation  générale  des  quadriquet  passant  par  cette 
courbe,  et  discuter  la  nature  de  ces  surfaces. 

rj"  Parmi  les  qundri(jncs  il  7  a  une  infinité  de  paraboloides  qui  ont  pour  a.re  Ox.  Séparer  sur  cet  axe  les 
sommets  des  paraboloides  elliptiques  et  hi/perboliques.  On  se  donne  un  point  A  sur  Ox,  d'abscisse  a,  Kommet 
d'un  paraboloide  elliptique.  Montrer  que  ce  pnraboloide  est  bien  déterminé  et  calculer  le  volume  limité  par 
ce  paraboloide  et  le  plan  7O: . 

i'  La  longueur  de  la  normale  menée  à  la  parabole,  au  point  M  (r,  y\  est  donnée  par 

MN  =  v'.7M=7*. 

D'autre  part,  l'accélération  normale  est — .   et,  comme 

P 
i_ 

nous  aurons  la  relation 
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e  nous  don 
tion  précédente  devient  ainsi 


L'équation  de  la  parabole  nous  donne    x  =  -^  ;     puis,    r'  =  -^^i-  j    x"  =  -^ ^—  •     La  rela- 


P 


y\/-  ■  " 


JW 


p^ 

et,  fînalenaent,  ij'^  =  y^  +  p^, 

en  prenant  le  signe  —  devant  le  radical  inférieur,  seul  signe  acceptable. 

Nous  déduisons  de  là     y'  =  +  ^y'^  H-  p^,     puisque,  au  début  du  mouvement,   y  est  une  fonction 
croissante  ;  dès  lors, 


f^t  L  [y  +  s!y'  ^  p')  =  f-i-  G. 

Comme  pour    ^  =  0,     y  est  nul,  nous  avons  de  suite  la  valeur  de  C,     C  =  Lp  ;  ensuite, 

V  +  s/.V^  +  p*  =  pe^. 


La   quantité  conjuguée,      \Jy'^  -\-  p-  —  p,      est  égale  à    pe"^      et  nous  obtenons    immédiatement 

y  =  psiit. 
Les  coordonnées  paramétriques  du  point   M,  en  fonction  du  temps,  sont  donc 

(1)  ^  =  "T  ^'^^  ^'  y  =  p  ^h  t. 

La  vitesse  est  donnée  par 

u2  =  a'2  +  xj'^  =  p2  ch^  <(!-+-  sh-  t)  =  p^  ch*  t  ; 

par  suite,  u  =  -7—  =  p  ch^  f. 


(2) 


rfs  ==  p  ch2  <  rff  =  -|-  (1  ^  ch  î>()  dt, 

-^  I     (l  +  ch  ^dt  =  -f-  (<  -+-  sh  ^  ch  0- 


'i°  Nous  venons  de  voir  que  les  composantes  de  la  vitesse  sont 

u^  =  ^  sh  <  ch  ^  Vy  =  p  ch  /. 

Celles  de  l'accélération  sont  ensuite 

Y^  =  p  (ch-  t  -\-  sh^  t),  y,j  =  p  sh  t. 

La  droite  de  support  de  l'accélération  a  donc  pour  équation 

sh  t{x—^  sh-  0  =  (ch2  t  -h  sh2  /)  (y  —p  sh  0; 

à 

posons     sh  <  =  w,     nous  aurons 

ux  —  {l  -h  2u2)  y  -+■  pu  {{  H-  2m2)  —  p  —^  =  0, 

2«T  —  (2  +  4m=')  y  -h  p  (2m  +  3k')  =  0. 
Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  u  ;  l'enveloppe  est  une  courbe  de  troisième  classe. 
Joignons  à  cette  équation  sa  dérivée  par  rapport  à  m,  et  résolvons  les  deux  équations  ;  nous  aurons 
les  coordonnées  du  point  courant  de  l'enveloppe  en  fonction  de  u  : 

lux  —  (2  -h  4m-)  7/  h-  p  (2m  -+-  3m')  =  0, 


X  —  huy  H-  p  (     ^  — r-  1=0; 
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(3) 


p     Ou* 


y  = 


3;ju' 


t  iu-  —  i  ''         iu-  — 1 

Celte  courbe  est  du  quatrième  ordre  ;  elle  est  symétrique  par  rapport  à  Or  ;  le  changement  de  u 

en  —  u  le  montre  immédiatement. 


y 


Les   valeurs  remarquables    de   u    sont    0,     — -      et     -4-  oo  . 

Pour  u  =  0,     X  =  —  p,     y  =  0; 

pour  u  =  £,     X  =  —  p  —  £',     1/  =  —  e"  ; 

la  courbe  part  du  point  A  et  descend  dans  le  sens  des  llôches.  Pour 

u  =  — t,     X  et  y  sont  égaux  a     —  x  ;      pour      u  = h  e, 

X  et  y  sont  égaux  à      -h  x  .     Enlin,  pour     x  =  -hx,    .r  et  y  sont 

de  nouveau  égaux  à    H-  x  ,     mais      -^—      est  nul  et  cette  dernière 

branche  infinie  admet  pour  direction  asymptolique  Ox    Nous  pouvons  alors  figurer  un  schéma  grossier 
de  la  courbe  . 

Il  nous  reste  à  préciser  la  forme  de  cette   courbe  par  l'étude  des   dérivées  et   la  recherche  do 

l'asymptote  qui  correspond  à     /  =  ——^-    Or  les  dérivées  de  x  et  de  j/  par  rapport  à  u  sont 

dx    _    p        ini  i'iu'  —  au*  —  3)  dy    _    3u'  (ipu-  —  3) 

-—  -^  • 


du 


{iu'  —  1)-  • 


(2u»  — I)» 


ces  deux  dérivées  sont  nulles  en  même  temps  pour    u  =  0    et     u  =  \/——;     les  deux  points  cor- 
respondants sont   des  points   de   rebroussenienl  ;   la  tangente  au  premier  point  est  l'axe  des  x;   la 

,          ,       dy               u                                  /"â" 
tangente  au  second  a  pour  coefficient  angulaire  la  valeur  do    -p—  =  -— —  i    pour    u  =  w , 

c'est-à-dire,    -r-  =  -r-v/-^-     Toat  ceci  nous  montre  bien  les  modifications  quil  faut  apporter  au 
dx         4   V     2 

schéma.  Il  n'y  a  plus  qu'à  trouver  l'asymptote.  Kieo  n'est  plus  simple  :  il  sulTit  pour  cela,  de  remplacer 
t  par   —7—   dans  l'équation  générale  des  droites  dont  nous  cherchons  l'enveloppe  ;  ceci  donne 


J2 


0, 


'P 


ou  'ix  —  iy/i  -+-  -^  =  0. 


l                  Jï 
Cette  droite  a  pour  coellicient  angulaire    ^^  , .     ou    »    nombre  supérieur  au  coedicient  angu- 
laire de  la  tangente  au  point  de  rebroussement.  Elle  rencontre  l'axe 
des  X  à  gauche  du  point  A  et  passe  au-dessous  du  point  de  rebrous- 
sement comme  il  est  facile  de  le  vérifier. 

Il  était  facile  de  prévoir  que  cette  courbe  aurait  trois  points  de 
rebrouss(Mnent,  puisque  c'est  une  quarlique  de  troisième  classe. 

3"  La  droite  de  sujtport  de  l'accélération  est  alors  la  droite  qui 

a  pour  équations 

X  — a?  _   Y— y    _    X-: 

T^       ~       Y»       ~     £2. 
dl' 
en  écrivant  qu'elle  rencontre  Ox,  nous  obtenons 

Y^  d^z    '  (//• 

IF 
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Cette  équation  différentielle  s'intègre  à  vue  et  donne    s  =  C  ch  <-h  C  sh  i.     Pour    ^  =  0,    z  et 


dz 

—T-   sont  égaux  à  p  ;  nous  avons  donc  G  =  G'  =  p  et 

trajectoire  du  point  P  sont  alors 


p(ch  i  +  sh  /).     Les  équations  de  la 


(4) 


\    a,'-|-shM, 


th—  =  X 
2 


1/  =  p  sh  f, 
z  =  p{ch  t  -+-  sh  t) . 
4"  Cette  courbe  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  ;  ceci  se  voit  de  suite  en  posant 

Elle  est  évidemment  sur  le  cylindre  parabolique    y-  —  2px  =  0. 

Elle  est  aussi  sur  la  surface  obtenue  en  éliminant  ch  l   et  sh  /  entre  les  deux  dernières  équations 
(4)  ;  ce  calcul  conduit  à 

{y  —  z?  —  y^  =  p\ 

ou  z^  —  ^ijz  -  p2  =  0, 

équation  qui  représente  un  cylindre  hyperbolique. 

Deux  des  projections  de  la  courbe  sont  des  coniques.  La  troisième  a  pour  équation 

'^x  =.  p  sh^  f ,  z  =  jj  (ch  <  -h  sh  f) . 

Pour  obtenir  l'équation  cartésienne,  nous  écrirons 

chf  +  sh/=— ,  chl—sht  =  ^,        sht=-—(- ^), 

p,  z  2  \  p  z  / 

(5)  Spxz'  =  (z^  —  p-y. 

Cette  troisième  projection  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à  Oa:  et 

très  aisée  à  construire  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

L'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  la  courbe  trouvée  est 

une  combinaison  linéaire  des  équations  des  deux  cylindres  : 


Sx  —  p{ — 

^  p         z 


1  (î/2  —  2px) 


2yz  -  p2 


0. 


Toutes  ces  quadriques  sont  des  paraboloïdes  ayant  pour  direction  diamé- 
trale l'axe  des  x.  Pour  /.  =  1,  nous  avons  un  cylindre  parabolique,  pour 
X  =  00,  aussi  ;  pour  ).  =  0,  nous  avons  un  cylindre  hyperbolique.  Pour 
X  >  I,  nous  avons  des  paraboloïdes  elliptiques,  et,  enfin,  pour  a<  i,  des 
paraboloïdes  hyperboliques.  Le  sommet  de  l'un  de  ces  paraboloïdes  a  pour 
V 


abscisse    x  =  — ■ 


H,  d'abscisse 


2X 


V 


pour    X  =  1,     on  trouve  le  point 
pour     X  >  0,     X  est  toujours 


H  A    0 


2 


V 


négatif  ;  alors  en  écrivant  que    a  = ^ —      est  plus  grand  que  1 ,  on  a -^  >  1     ou     —  p  <C  2x, 

p 
a;  > ^  ;     le  sommet  voyage  du  point  H  au  point  0.  Pour  chaque  point,     x  —  a,     de  ce  segment, 

nous  avons     a  = ^—     et  le  paraboloïde  correspondant  est  bien  déterminé  :  il  a  pour  équation 

ta 

—  p  (1/2  _  2pa:)  -H  ±a  {z-  —  3yz  —  p-)  =  0 . 

Coupons  par  le  plan    x  =  h;     nous  aurons  l'ellipse    pj/^  —  2a;*-f- 4aj/z — Sp^  (/t  —  a)  =  0. 

L'équation  en  S  de  cette  ellipse  est 

S2  —  (p  —  2a)  S  —  2ûp  —  4a-  =  0  ; 

l'équation  réduite  est    S'y-  -h  S''^^  —  2p2  {h  —  a)  =  0,     et  les  longueurs  des  demi-axes  sont 


a'  =  p\J. 


t(h  —  a) 

S' 


V  =  ps^ 


t[h  —  a) 


410  MF;r,AMQrE 

l'aire  de  l'ellipse  est    -àb'     ou 


^.     h  —  a        „.  h  —  a 

2;52^  _^_  _  2n«r  = 

^         v'SS'  '^       ,/_2«p-4a» 

c'a* 

Multiplions   par    dh    et   intégrons   de    a    ;i  0  ;    nous  aurons      V  =  tt     ,        L —      C  est  le 

V  —  'iap  —  4a* 

volume  demandé  :   il  est  nul  ()Our     a  =0     cl  inlini  pour     a  = —■     Ce  sont  doux   vérifications. 

G.    LACH,  à   Douai. 

Bonnes  solutions  :  MM.   A.  lluriNgi,,  à  Cannes;  M.  Fti  h.'lv,  professeur  au  collège  de  Hernay  :    lî.    Gavignet,    ii    Uelfort  ; 
J.  Gl'kly,  lycée  de  Nnncy. 
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2568  —  Un  point  M  de  mane  m  est  attin-  pur  un  point  0  aouc  un»  force  proportionne'le  à  la 
distance,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  nilr. 

Ce  point  est  en  outre  soumis  à  une  7-ésistanre  d-i  milieu  proportionnelle  à  la  vitesse  {coefficient  m/i*). 
On  rapporte  le  mouvement  à  deux  axes  rectangulaires  fixes  passant  par  0  et  on  demande  : 

\"  ïùirire  les  équations  différentielles  du  mouvement  ; 

2"  Trouver  l'intégrale  générale  de  ces  équations  dans  le  cas  particulier  où  le  coefficient  h-  est  petit  par 

rapport  à  h'^. 

3°  On  suppo<^era  dans  tout  ce  gui  suit  que  /<•  ))oint  M  ext  situé  sur  O.r  à  l'instant  initial  {abscisse  Xj 
positive)  et  la  vitesse  initiale  y^  dirigée  parallélcuvnl  <i  Og  et  dans  b  sens  positif.  Calculer  dans  ces  condi- 
tions les  valeurs  des  constantes  d'intégration  en  jonction  des  données  initiales.  Quelle  est  alors  la  forme  de 
la  trajectoire  ?  h' tudier  sommairement  le  mouveniput . 

'i"  La  trajectoire  précédente  coupe  une  infinité  de  fois  l'axe  Ox  :  soit  \„  le  m"  de  ces  points  d'intersec- 
tion dans  l'ordre  où  les  rencontre  le  mobile  (A,  étant  la  position  initiale)  :  ca'culer  la  valeur  absolue  de 
l'aire  limitée  par  l'axe  Ox  et  la  portion  de  la  trajectoire  décrite  entre  deux  points  consécutifs  A„   et     A„_^,. 

S*'  En  âfipelant  S,,  Sj,  ...  S„,  ...  les  aires  dont  il  vient  d'être  question^  montrer  que  la  série 

S, -f-S, -t-...  -+-S,. -+-  ... 
est  convergente .  Quelle  rst  In  somme  de  cette  série  '.' 

^ilertificut  de  M Mhétnatiquf s  générales,  (irenoble,   1912. 

i"  Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point   M  ;  les  projections  de  la  force  sur  los  axijs  sont     —  mA'x, 

dx  dif 

—  mk^u,     cl  colles  de  la  résistance  du  milipu.     — m/i' — p-»     —  m'i- — ;— '•    par  suite,  les   équations 
•'  dt  dt 

diJTérenlielles  du  niouvoincut  sont 

'i'j^  .,  ..  fi'  d^U  ,,  .,  '''/ 

m  — —  =  —  mk^x  —  mh*  — —  m  —H—  =   —  mk^u  —  7in*  — ^» 

dt*  dt  dt'  •"  dt 

4l_H/.'-^4-A'x  =  (),  ^pL^h*^-^k^q=0. 

dt'  dt  dt*  dt  ■' 

2°  On  voit  ainsi  que    x    et    y    sont  des  inli^r.ile'*  de  la   mi^m»?  équation  diiïéreotiollc  linéaire,  du 

deuxième  ordre,  à  coellicients  constants,  sans  s  "cond  membre. 

/j»           /Tî* 
L'équation  caractéristique,     r*  -h  h*r  ■+■  k*  —  0,     a  pour  racines —  ii=  y  -j k*  ;    comme  /<* 

est  pclil  par  rjpporl  h  h*,  les  racines  sont  imaginaires.  Pour  simplifier  les  notations,  nous  poserons 
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=  a,  — Â;^  =  —  w^, 

2  4 

a  et  w  étant  positifs. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  alors     —  a  ±  wi,     et  l'intégrale  générale  de  l'équation 
différentielle  est 

e~'"(A  cos  w<  H- B  sin  w<), 
A,  B  étant  des  constantes  arbitraires. 

3°  Nous  avons  donc 

a:  =  e~'"(A  cos  w/ +  B  sin  oj^),  y  =  e~°"(A' cos  wi -h  B' sin  w^). 

,  .  .  .     .  ^  dx 

Pour  déterminer  ces  constantes,  nous  écrivons  que,  pour     <  =  0,      on  a     a?  =  x»,     — -—  =  0, 


dt 


y  =  0,     —j—  =  Uq»     Ce  calcul  facile  nous  donne 

k  =  x„  B  =  ^^,  A'  =  0,  B'=-^. 

Par  suite,  les  valeurs  de  a?  et  y  sont 

*  X  '  V 

X  =  — —  e^^'iix)  Ces  Oit  +  IX  sin  w/),  V  =  — ^  e~''  sin  w/, 

et  leurs  dérivées, 

dx  a^  -i-  W^  C?V  l'n         ,,  .  • 

—r-  = 3["ne      Sin  ut,  —r-  =  — ^  e""'! w  cos  w<  —  a  sin  w/). 

Nous  en  tirons 

y  Uo  fg  ojf  cfy  «(,  w  — atgwf 


X  a-Q       (u  -I-  a  tg  tj<  rf.r  •ï'o('^^  +  '^^)  tg  '^^ 

Nous  faisons  varier  <  de  0  à    -i-  x  ;     a?  et  y  varient  d'une  manière  continue. 

A  deux  valeurs  de    t   différant  de    — i  ^i  et  /,  h .     correspondent  deux  points,     Mi(ar,,  y,), 

M,(a?25  î/î)»     de  la  courbe,  tels  que  l'on  ait 


Xi  =  —  .r,e 

!/2  =  —  J/ie     '■'  , 

V2                  .Vl 
Xi              Xi 

(  dy\    _  (  dy\ 

\  dx  /^_        \  dx  /<,_!_  JL 

On  en  conclut  que  les  points  Mi,  IVI2  sont  sur  une  droite  passant  par  l'origine,  que  les  tangentes  en 
ces  points  sont  parallèles,  et  que  le  point  M2  est  plus  près  du  point  0  que  le  point  Mi.  Par  suite, 
lorsque  t  croît  de  0  à  -+-00,  la  courbe  tourne  indéfiniment  autour  de  l'origine  en  s'en  rapprochant 
de  plus  en  plus,  et  les  tangqjites  en  tous  les  points  situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  0 
sont  parallèles. 

La  courbe  rencontre   Or   pour  les  valeurs  de    t   racines  de  l'équation     sin  ut  =  0  ;     ce  sont  les 

71       2-                (n  —  i)T. 
valeurs  0,     — .    ,    •••»   ,    ••■;    on  obtient  ainsi  les  points    Ai,  A.,  A;j,  ...,A„,  ...     et  les 

tangentes  en  ces  points  sont  perpendiculaires  à  Ox 

Les  maximums  et  minimums  de  y  correspondent  aux  valeurs  de  t  qui  annulent    -j- >    et  qui  sont 

racines  de  l'équation     tg  w<  = —     Cette  équalion  admet  une  racine   dans  chacun  des   iatervalles 

a 
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'    —  I»     el  à  ces  racines  correspondent  les  points 

15,,  B..,  li    ,  ...,     où  la  tangente  est  parallèle  à   0.r.    Ces  points 
sont  situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  point   0,    ayant 

V. 

pour  pente   — 

4"*  L'a're  S„  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 

I„  =  —   (         J-dy  —  yd.r, 

qui  devient,  en  remplaçant    r,  y,  dx,  dy     par  les  valeurs  calculées  plus  haut, 

L'intégrale  indéfinie  est  égale  à 
1  e        "    —  e 


—  ii« 

211/1-1)1! 


et  l'intégrale  définie 

OU  — e 

ix 


—  1 


On  a  donc 


et,  comme  le  deuxième  membre  est  positif, 


4a 


-le 


23- 


f)"  La  série  envisagée  est  une  progression  f,'(''ométrique  dont  la  raison  est    t~  '"    ;     cette  raison 
étant  plus  petite  que  1,  la  série  est  convergente. 
La  somme  est  égale  à 


^P-O 


ou 


l  -e 


4a 


H.  GAUVAIN,  à  Dijon. 

Donnes  solulions  pnr  MM.  Raymond  Ciiibol,  à  Donvrin  (Pns-rle  Calais)  ;  C.  Delvovb  ;  Gavicnkt,  à  Belfort  ;  G.  Hêle,  ;\ 
Nogenl-leKotrou  ;  A.  Ih  tinki.,  A  ("annes  ;  (1.  I.a<;ii,  à  D>uiai  ;  F.  Maiso.nmrt,  lycée  Carnot  ;  H.  L.  Mknnkssikr,  à  Cluny  ;  G.  K.. 
à  Paris  ;  M.  Hioui/r,  à  Bernay  ;  Cli.  Simon,  à  Nogeat-le-Rotrou  ;  Marcel  Winants,  rfpéUteur  à  l'université  de  Liège. 
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2551 .  —  Lt  fléau  d'une  balance  de  précision  a  une  masse  de  80»;  chacun  des  deux  bras  du  fléau,  une 

/      1°""  \ 

longueur  de  75"""  [  à près  ]  ;    /<i  plateaux  ont  chacun  une  masse  de  50».  L'extrémité  de  l'aiguille  se 

déplace  vis-à-vis  d'une  graduation  dont   \0  divisions  ont  une  longueur  de  H""";  la  longueur  de  l'aiguille 
est  2i"   .  /.es  arêtes  des  couteaux  sont  horizontales  el  parallèles. 

l"  Pour  éprouver  la  justesse  de  la  balance^  on  réalise  les  opérations  suivantes  : 
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a)  Les  plateaux  vides,  l'aiguille  est  au  zéro  de  la  graduation . 
.  b)  On  prend  dans  la  boite  de  poids  les  deux  masses  marquées  100^;  on  en  place  une  dans  chaque  pla- 
teau ;  pour  ramener  l'aiguille  au  zéro,  il  faut  placer  une  masse     Wj  =  O^^jQ     dans  le  plateau  de  gauche. 

c)  On  enlève  tous  les  poids,  on  intervertit  les  deux  poids  de  lOO^;  pour  rétablir  l'équilibre,  il  faut 
placer  une  masse    m^  =  l"^?,?     dans  le  plateau  de  gauche. 

La  balance  est-elle  juste  ?  Sinon,  quelle  est  la  différence  de  longueur  des  deux  bras  du  fléau  ?  Quelle 
erreur  relative  commet-on  en  pesant,  par  simple  pesée,  à  l'aide  de  cette  balance,  un  corps  dont  la  masse 
est  voisine  de  50^  9 

2°  Létude  de  la  sensibilité  de  la  même  balance  sous  des  charges  variables  donne  les  résultats  suivants  : 

Fléau  seul  :  ^'^s placés  sur  un  couteau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  de  i,l  divisions. 

balance  vide  :  ïl'"^s  placés  dans  un  pliteau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  de  3,6  divisions. 

Charge  50^  ;  2"^?  placés  dans  un  plateau,  La  position  d'équilibre  se  déplace  de  3,2  divisions. 

Charge  100^/  2'"s  placés  dans  un  plateau.  La  position  d'équilibre  se  déplace  de'2,8  divisions. 

Tous  ces  nombres  sont  évalués  à  0,i  division  près. 

Les  arêtes  des  trois  couteaux  sonl-elles  dins  un  même  plan  ?  Sinon,  quelle  est  la  distance  de  l'arête  du 
couteau  central  au  plan  passant  par  les  deux  autres  ?  La  balance  fléchit-elle  sous  la  charge? 

3°  On  mesure  les  durées  d'oscillation  suivantes  : 

Fléau  seul:  13%5  ;  balance  vide:  22%4  ;  charge  50«  :  27',i  ;  charge  iOU^  :  31%0  ;  tous  ces  nombres  étant 
évalués  à  0',1  près. 

Ces  nombres  permettent-ils  de  contrôler  les  résultats  du  paragraphe  précédent  ?  Quel  est  le  moment 
d'inertie  du  fléau  ?  On  admettra  que  les  masses  accrochées  aux  couteaux  latéraux  agissent  comme  si  elles 
étaient  concentrées  sur  leurs  arêtes  (même  remarque  pour  4°). 

4"  En  mettant  dans  le  plateau  de  droite  une  surchage  permanente,-  on  s'arrange  pour  que  la  position 
d'équilibre  soit  à  5  divisions  à  gauche  du  zéro.  On  met  ensuite  dans  le  plateau  de  droite  une  masse  de  2'"S  et 
on  s'arrange  de  façon  à  libérer  la  balance,  l'aiguille  au  zéro,  sms  imprimer  de  vitesse  à  aucune  pièce.  La 
balance  oscille,  l'aiguille  atteignant  dans  sa  première  course  une  certaine  division  à  gauche.  Quelle  est  cette 
division  '?  Le  procédé  est-il  une  mesure  de  la  sensibilité  ?  Est-il  plus  sensible  que  le  procédé  classique  ?  Dans 
une  pesée,  l'observation  de  cette  première  élongation  maxima  ne  peut-elle  suffire  ?  En  supposant  qu'on 
sache  réaliser  mécaniquement  les  conditions  énoncées,  quels  avantages  aurait  l'emploi  d'une  telle  méthode  au 
point  de  vue  de  la  rapidité  des  pesées  ?  On  négligera  l'effet  de  l'amortissement. 

(École  normale  supérieure  et  bourses  de  licence,  groupe  I,  concours  de  1921.) 

1°  Soient  Mi  et  Mo  les  valeurs  exactes  des  deux  poids  marqués  100^. 
Ml  -t-  w^  placés  à  gauche  équilibrent  M2  placé  à  droite  et,  de  même, 
M.2-t-m2  —  équilibrent  Ml  — 

Pour  que  la  balance  fût  juste,  il  faudrait  que  l'on  eût  simultanément  Mi  h- m,  =  Ma  et 
M2-i- W2  =  Ml  d'où,  en  ajoutant,  mi-f-m2  =  0.  Or  Wi  -^  m.>  =  2"^g,  6,  donc  la  balance  n'est  pas 
juste. 

Soient  x  et  x'  les  longueurs  exactes  des  deux  bras  du  H'-au.  Les  équations  d'équilibre  sont  alors 
(Ml  +  mi)a;  =  Mîx'  et  (M^  +  m.i)x  =  Mior', 

,   ,  ^'  _   M,-f-?ni        Mi-hm^  _   M, -4- Mz-t- w, -i-m2  _  m,  +  Wa 


et 


X  M2  Ml  M,-+-M2  M1  +  M2 

x'  —  X         m,  -h  m. 


X  M,  +  Mi 

Or    OT,  H- m,  =  2'"",  6  ;     x  est  sensiblement  égal  à  To"""!  et    M, -f- M,    à  200s  ;  on  en  déduit 

^'-^^^ÔMiT'  soit  environ  -^    de  millimètre. 
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Soit  c  l'erreur  absolue  commise  dans  la  pe>ée  d'un  corps  d'environ  50^'.  Le  poids    50  -i-  e,    placé  à 
gauche,  équilibre  SO*?  placés  à  droite.  On  a  donc 

(50  -h  i)x  =  50a',  d'où  -^  =  *"  ~  "^   =  0,  00  001  3. 

2°  Puisque  la  sensibilité  varie  avec  la  charge,  les  trois  arêtes  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  et  les 
inclinaisons  du  iléau  peuvent  être  représentées  par  la  formule 

«/sin  'S 

te  a  = '■ , 

"  CiV   ■  p;l  CVS -s  -\-rfd 

dans  laquelle  p  désigne  la  longueur  de  chaque  bras  du  Iléau,  2'f  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux  bras, 
q  le  poids  du  fléau,  d  la  distança  de  son  centre  de  gravité  à  l'aréle  du  couteau  central,  P  la  charge  de 
chaque  plateau  et  p  la  surchage  placée  dans  l'un  deux. 

Comme   f  est  très  voisin  de    — »    si  z   désigne  la  distance  de  l'arête  du  couteau  central  au  plan 

z 

passant  par  les  deux  autres,  cette  formule  équivaut  sensiblement  à 

^        -iVz-hfid' 
Les  quatre  opérations  donnent  alors,  avec  le  rentimctre  pour  unité,  les  quatre  équations  suivantes  : 

4,1x0.14         2x7,5  y^.       ,.  „_„ 

(1)  — =  -— ,  ou  80  a  =  0,575, 

3,6x0,14  2x7,5  .„ 

(2)  '  —  = -.  ou  100: -i-HO(/  =  0,G;>.), 


2  X  7,5 

100  0IJO:-H«()<»00(/ 

2x7.:i 

2U0  OUO  z  H- 80  UOO  (/  ' 

3x7,5 

(3)  ^''^^"'       =    ^„.>nn/^r  ■  Li.  .,nM,;  '  o"  '-^^  z-hHOd  =  0,736, 

2,8  X  cri   ^  2x7, fi ^^^^  .jQ^, .      ^^,  ^^  ^        .^ 

^  '  'ii  300  000  :  H-  80  000  d 

La  première  donne 

d  =  Ocn,  0072. 

Si  l'on  suppose  cette  valeur  de  d  constante,  les  trois  autres  éqnalions  donnent  pour  100  :  respective- 
ment les  valeurs  0,080,  0,081  et  0,  106.  Elles  n'acQusent  pas  de  variation  bien  sûre  :  par  exemple  une 
erreur  de  0,1  sur  la  dernière  lecture,  conduisant  à  admettre  2,9  au  lieu  de  2,8,  donnerait 
3(K)ï-4-80rf  =  813,     et  z  apparaîtrait  comme  absolument  constant. 

3"  Si  K  désigne  le  moment  d'inerlio  du  fltau,    I   celui  du  reste  du  système,  la  période  d'oscillation 
de  la  balance  sera  donnée  par  la  formule  générale 

V     i^qd -i- 'i\\z)fj  ' 

qui,  applicjuée  aux  quatre  expériences  citées,  donne  respectivement,  en  unités  C.li.S., 

,3  ..       «    .  /      "  <...  .        c_.    ,  "-  100X7:5'         _,-  ,.  _  c.    /K-4-2nOx7:6' 


1.5  =  ^.JJ-,         22.4  =  2../K-MOOx7.5\       .  ,    ,^  ^  2../^Ltl 
V   mdij  '  V    («Orf-HlOO:)<?  '  \/    ihOd 


I0[)z)g 


3,.0  =  i,./K  +  300x?Ji'. 
V    (80d-f-300;]9 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  dans  la  première  égalité  rf  par  G,  0072  et  g  par  'J8I, 

K  =  2(;08,5,  100: -f-80(f  =  0.6GO,  20O  :    <- 80rf  =  0.  743,  3O0  : -h80  rf  =  0,816. 

Ces  trois  derniers  nombres  ne  difTi''renl  que  très  p<»u  de  ceux  du  paragraphe  précédent  et  leurs 
dinérences  successives.  0,08.1  ot  0,073  ne  me(l<'nt  pas  en  évidence  d'augmentalidn  de  :  ni,  pir  consé- 
quent, de  llexion  du  Iléau.  Avec     d  =  0,0072,     ils  donnent  respectivement  pour  :  les  valeurs 

8^,5,  8^4,  8%0, 
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tandis  que  les  nombres  du  paragraphe  précédent  conduisent  à 

8^o,        8^o,        ii^9, 

avec  une  erreur  possible  voisine  de  1^^. 

4°  Une  surcharge  de  2"i«  déplace  la  position  d'équilibre  de  3,6  divisions.  La  position  d'équilibre  se 
trouve  donc  reportée,  par  la  surcharge  permanente  additionnée  de  2"^?,  à  5  -h  3,  6  =  8,  6  divisions  à 
gauche.  Si  la  balance  est  libérée  sans  vitesse  initiale  à  partir  du  zéro  et  que  l'amortissement  soit  négli- 
geable, l'aiguille  atteindra,  dans  sa  première  course,  la  division  2x8,0=  17, 2  au  lieu  de 
2xo  =  10.  On  double  donc  ainsi  l'effet  observé  dans  le  procédé  clas>-ique.  Mais,  outre  qu'il  sora  plus 
difficile  de  faire  la  lecture  d'une  division  atteinte  niomentanotnent,  il  y  aura  toujours,  en  réalité,  un 
certain  amortissement. 

De  môme,  dans  une  pesée,  l'observation  de  la  première  clongation  maxima  suffirai!  s'il  n'y  avait 
pas  d'amortissement  et  les  pesées  en  seraient  [)las  rapides. 


2552.  —  ï"  La  seclion  princijmle  d'un  •prisme  a  la  forme  d'un  losange  AI3CD.  l'arallèlem'nt  à  la  grande 
diagonale  AG,  on  fait  tomber  sur  AB  un  raijon  lumineuv  SI  pour  lequel  l'indice  du  prisme  es',  n.  A 
quelles  conditions  le  rayon  émergent  sortira-t-il  parallèlement  à  AG  après  avoir  subi  deux  réflexions  totales 

1 

sur  k\)  et  DG?  n  étant  supposé  donné ,  calculer  dans  ce  cas  l'angle  A  du  losange.  Application  :     n—  -^ . 

v'3  ~  ^ 

2'  Le  rayon  incident  étant  toujours  parallèle  à  AC  et  tombant  sur  AB,  comment  devrait  être  située  la 
deuxième  face  d'un  prisme  ordinaire  d'iniicen,  tel  que  le  rayon  intérieur  IR  émerge  après  réfraction  sur 
cette  deuxième  face  de  façon  à  traverser  le  prisme  au  minimwn  de  déviation?  Montrer  que  cette  deuxième 
face  s'obtient  en  prenant  la  symétrique  de  BG  successivement  par  rapport  à  CD  et  DA, 

3"  On  suppose  que  le  rayon  incident  arrivant  sur  ABGD  contient,  outre  la  lumière  d'indice  n  qui  ne 
subit  pas  de  déviation,  une  autre  lumière  d'indice  voisin  n  -\-  An.  Calculer  l'angle  des  deux  rayons 
colorés  à  la  sortie  du  prisme.  ^Application  :     An  =  0,01. 

4°  On  constitue  avec  le  prisme   ABGD    un  speclroscope,  l'objectif  de    la  lunette  ayant   xine  distance 

focale  de  '20  centimètres.    Quelle  est  la  distance  des   deux  images  colorées  de  la  fente  dans  le  plan  focal  de 

l'objectif? 

(École  normale  supérieure  cl  bourses  de  licence,  groupe  U,  concours  de  192 1.) 

1°  Soit  SIKLMT  le  trajet  du  rayon  considéré.    L'égalité  des  angles  en   I  et  M,   entraine  celle  des 

angle<  en  K  et   L,  donc  KL  est,   lui  aussi,   parallùle  à  AG 

et  fait  avec  les  faces  AD  et  DG  des  angles  égaux  à Les 

angles  d'incidence  et  de  réfraction  en  I  sont  alors  égaux  rcs- 
A  -        3\ 


pectivement  à 

donne 

A 

d'où  l'on  tire  facilement,  en  écartant  la  solution     cos  -—  =  0, 


et  — 


et  la  loi  de  Descartes 


cos 


=  n  cos 


3  A 


cos  A  = 


2 
n  -f-  1 


L'application  numérique  donne     cos  A  =  -~> 


d'où 


k=  --  =  30^ 

D 


3  A 


2»  Le  rayon  considéré  sera  au  minimum  de  déviation  si  l'angle  de  réfraction    -^^ ^   est  la 

moitié  de  l'angle  a  du  prisme  cherché.  Donc     a  =  - —  3A. 


t 
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Or  la  symélrif|ue  CE  de  CB  par  rapport  à  CD  faut  avec  AD  un  angle  CEE  égal  à  '2\  el.  par 
conséquent,  la  symétrique  KH  de  CE    par  rapport  à   AD  fait  i)ir'n  avec  Ali  un  angle    r  —  3A. 

Avec  la  valeur  donnée  pour  l'indice,     x  =  — 

3*  Si  l'on  fait  varier  u  do  An,  l'angle  de  réfrn  tion  r  an  point  1  varie  d'une  quantité  Sr  qu'on  peut 
calculer  en  dillV'renciant  l'équation     sin  i  =  n  sin  r.     ce  qui  donne 

(I;  0  =  ^n  sin  rH- n  ces  r  Ar. 

H  en  résulte,  au  point  M,  dos  variations  Sr  et  Ai'  des  angles  d'incidence  et  de  réfraction  qui  sont 
liées,  de  môme,  par  l'équatiun  obtenue  en  diflérpiiciant    sin  i'  =  »  >in  i-'  : 

(2)  cos  t'Ai'  z=L  An  sin  r'  -h  7i  cos  r' Ar' . 

Mais  si  le  rayon  IK  tourne  do  Ar,  il  est  facilo  do  voir  que  le  rayon  LM  tourne  dan*  le  môme  sens 
de  la  même  quantité  et  il  en  résulte  qu'on  a  Ar'  -  —  Ar.  D'autre  part,  .  t  =  i'  el  r  —  »•'.  L'addition 
des  égalités  (  I  )  el  {"l)  donne  alors 

a    •                    2  cos  — — 
2  «in  r                             ** 
cos  iA^'  =  2An  sin  r,  d'où  Ai'  =  — '■ — :—  An  = —  Au. 


cos  i  .      A 

sin 


L'application  numériqui'  (ioiiiie 


2  ros  45o 

Af  =  — : — — -  X  ".01  =  o.Oj-iOi  =  rn'. 

siri  15° 

.  4"  Lt's  doux  imagos  colorées  de  la  fonte  sont  situées  respecliveinenl  sur  deux  axes  secondaires  de 

l'objoctif  (|iii  fiiil  onlte  eux  l'angle   Ai':  leur  dislance  est  donc 

O.Oo'iOi  X  ?0  =r  1"»,  09. 

it.  CAVIGNET,  à  Bel  fort. 
Bonne  solution  de  M.   L.  Sltrk,  à  tiennes. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX   EXAMENS  ORAUX  (1922) 


Ecole  CENTHALK.   Admission  {/'in). 


I2(»I1      —  Que  repn^srnte    lï^iiialion     p  =  '     (.'est  une    parabole    liont    le    >nminet    esl    d^-signô    par    A. 

sin'-— 
2 

Par  un  point  M  de  celle  parnholc,  on  mi'ue  .MA  p.irallèle  à  0:  et  on  prend  sur  cotte  droite  MM  —  arc  »M.  Lieu  du 
point    M'  ;   vitesse  de   M' . 

—  012.  —  Soit  une  courl)e  plane    p  =  2  sin'  — -1    on  porte  sur  les  perpendiculaires  au  plan  de  cette  courbe  menées 

pur  SCS  ditrérents  points  des  longueurs /'gnies  h  s,  s  étant  l'arc  de  courbe  parcouru  depuis  l'origine.  Mouvement  d'un 
point  M'  de  cette  nouvelle  courbe,  saebant  que  le  point  M  décrit  la  première  d'un  mouvement  uniforme  Montrer  que  la 
tangente  fait  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylmdre;  bodogniptie.  Situer  la  binormale  à  l'IuMice  de  l'espace. 

ch'  ^ 

—  013.  —  On  donne  la  cour>)0    X  =  sli  «p,    y  =:  — — ^;     on  prend  pour  origine  des  ans  le  point  de  la  courbe  qui 

correspond  h  ^  —  a  et  on  con»llère  le  cylindre  parallèle  à  0;  ayant  cette  courbe  pour  base.  In  pouit  mobile  M  se 
déplace  d'im  mouvement  uniforme  .sur  luie  liélice  enroulée  sur  ce  cylindre.  Montrer  «|ue  la  proji  dion  du  mobile  sur  le 
plan  des  sy  est  animée  aussi  d'un  mouvement  uniforme,  lielation  entre  les  deux  vitesses;  caletil  de  l'accélération  du 
pcfnt   M. 

--  014.  —  ('oniposilion  îles  vitesses  et  des  accélérations 

—  ()ir>.  —  Dans  le  mouvement  d'un  plan  sur  un  (tlan.  un  point  du  plan  molnle  décrit  l'aie  des  x  d'un  mouvement 
uniroiiiie,  pendant  que  le  plan  tourne  autour  de  ce  point  d'un  mouvement  uniforme;  déterminer  le  mouTeraent  d'un  point 
quelcontiue  du  plan. 
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—  016.  —  On  considère  un  point  M  qui  décrit  une  droite  D  d'un  mouvement  uniformément  varié  pen- 
g       dant  que  cette  droite  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'une  autre  droite    a   qui  lui  est  parallèle. 

On  demande  le  mouvement  résultant,  la  vitesse  et  l'acc-lération. 
h  -  017.  —  On  considère  un  trottoir  roulant  animé  d'ini  mouvement  uniforme  et  deux  points    A    et    [5 

situés  sur  les  bords;  un  mobile  animé  d'un  mouvement  relatif  uniforme  vu  du  point  A  au  point  H;  on 
demande  le  trajet  parcouru  par  le  mobile  sur  le  trottoir,  pour  que  le  temps  pour  aller  de  A  en  B  soit 
minimum. 

—  018  —  Dans  un  plan,  on  donne  une  droite  D  et  une  circonférence  F  fixes  ;  une 
droite  ^,  mobile,  reste  tangente  à  r  et  se  meut  de  façon  qu'un  de  ses  points  A 
décrive  la  droite  D  ;  mouvement  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  à. 

—  019.  -  On  considère  un  mobile  qui  se  déplace  sous  l'action  d'une  force  constante  en 
grandeur  et  direction;  le  mobile  est  lancé  du  point  0  avec  une  vitesse  initiale  Vo.  On  demande 
l'angle  de  tir  pour  que  la  trajectoire  coupe  suivant  un  angle  droit  une  droite  donnée  D  passant  par 
le  point  0  et  de  pente  positive. 

—  020.  —  De  Mo,  on  lance  simultanément  dans  le  vide  divers  projectiles  avec  la  même 
vitesse  initiale.  Mouvement  relatif  de  ces  projectiles,  par  rapport  à  l'un  deux. 

—  021.  —  Trajectoire  d'un  point  M  attiré  par  Ox  et  Ot/  proportionnellement  à  la  distance  (F,;  =  —  kx,  Fy  =  —  k'y). 
On  suppose  qu'à  l'origine  M  est  sur  Ox,  à  une  distance  a  de  0,  la  vitesse  initiale  étant  t'o. 

—  022.  —  On  considère  un  point  qui  se  déplace  sous  l'action  d'une  force  attractive  proportionnelle  a.  la  distance.  On 
lance  le  point  de  Mo  avec  une  vitesse  initiale  peipendiculaire  .à  la  droite  qui  joint  Mo  au  centre  attractif.  Calculer  cette 
■vitesse  pour  que  la  trajectoire  soit  une  ellipse  dont  le  rapport  des  axes  soit  égal  à  2. 

—  023.  —Un  point  M  est  attiré  par  Ox  et  repoussé  par  Oy  proportionnellement  à  la  distance  (F^  =  —  tx, 
Fy  =  +  k'y).    Trajectoire  de  ce  point. 

—  024.  —  Un  point  est  repoussé  par  un  autre  en  raison  inverse  de  la  distance;  on  le  lance  de  Mo  avec  une  vitesse 
Vo;  de  combien  de  façons  peut-on  atteindre  un  point  M  donné  ? 

—  025.  —  Mouvement  à  accélération  centrale,  la  force  étant  attractive  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance,  sachant  que  le  mouvement  s'effectue  sur  une  parabole.  Trouver  la  relation  entre  le  temps  et  l'angle  polaire  choisi. 

—  026.  —  Un  point  est  attiré  par  un  centre  fixe,  la  force  étant    F  = ;     mouvement  de  ce  point 

—  027.  —  Un  point,  lancé  de  Mo,  à  la  vitesse  Vo,  est  soumis  à  une  force  constante,  parallèle  à  Oy  et  en  sens  contraire 
On  cherche  les  trajectoires  qui  coupent  la  parabole    2f  î/-h— i  j— =  a;».    On  demande  les  trajectoires  qui  coupent  cette 
parabole  à  angle  droit. 

—  028.  —  On  considère  trois  points  A,  B,  C.  On  suppose  qu'un  point  M  est  attiré  par  ces  trois  points  proportion- 
nellement à  la  distance,  les  coefficients  de  proportionnalité  étant  a,  (B,  y.  Voir  s'il  y  a  une  fonction  des  forces;  déterminer 
cette  fonction  des  forces,  les  surfaces  de  niveau  et  les  lignes  de  force. 


—  029.  —  Champ  de  forces  défini  au  point  x,  y,  z  par    X  = 


—  y 


y 


Y  = 


■T-  +  y' 


Z  =  fc. 


Voir  s'il  y  a  une 
fonction  des  forces,  la  trouver;  quelles  sont  les  surfaces  de  niveau  ? 

—  030.  —  On  considère  des  ellipses  homofocales  qui  sont  les  lignes  de  niveau  d'un  champ  de  forces.  Valeur  de  la 
force  en  un  point  du  champ. 

—  031 .  —  On  considère  un  cône  de  révolution  d'axe  Oz,  ayant  l'origine  pour  sommet  et  dont  l'angle  d'ouverture  est 
égal  à  un  droit.  On  suppose  qu'un  point  M  extérieur  à  ce  cône  est  soumis  à  une  force  inversement  proportionnelle  à  sa 
distance  au  cône.  Calculer  les  projections  de  la  force,  et  voir  s'il  y  a  une  fonction  des  forces. 

—  032.  —  On  considère  une  famille  de  tores  engendrés  par  des  cercles  ayant  leur  centre  en  un  point  fixe  A  de  Or 
et  de  rayons  différents.  On  suppose  que  ces  tores  sont  des  surfaces  de  niveau  d'un  champ  de  forces;  quelle  est  la  force  en 
un  point  de  coordonnées  Xo,  yo,  Zo  7  Lignes  de  force. 

—  033.  —  On  donne  un  plan  incliné  à  30"  sur  l'horizon;  on  lance  un  point  pesant  à  partir  de  Mo  avec  une  vitesse 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Etudier  le  mouvement. 

—  034.  —  Réaction  d'un  plan  incliné  sur  un  point  pendant  le  mouvement. 

—  035.  —  Pendule  simple. 

—  036.  —  Etant  donné  un  cercle  vertical,  avec  quelle  vitesse  doit-on  lancer  à  partir  du  point  le  plus  bas  un  mobile 
pesant  M,  glissant  sans  frottement  à  I  intérieur  du  cercle,  pour  qu'il  puisse  faire  le  tour? 

—  037.    -  On  donne   un  cercle  et  un  point  fixe    A   sur  ce  cercle;  un  point   M   mobile  sur  le  cercle  est  attiré  par  le 
...  ,  „  nia . 

pomt  A  avec  une  force    F  = —>     mouvement  du  point. 

—  038  —  Un  point  pesant  se  déplace  sans  frottement  sur  une  droite  et  est  attiré  par  deux  points  A  et  B  extérieurs  à 
cette  droite,  proportionnellement  à  la  distance;  équilibre. 

—  039.  —  Soit  une  hélice  à  axe  vertical;  un  point  pesant  qui  peut  se  déplacer  avec  frottement  sur  cette  hélice  est 
attiré  par  Taxe  proportionnellement  ;\  la  distance  ;  équilibre  de  ce  point 

—  040.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  un  paraboloïde  hyperbolique   d'équation    xy  =  z    (sans  frottement). 

—  041 .  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  dont  le  moment  par  rapport  à  un  point  donné  est  constant. 

—  042.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  dont  l'une  soit  portée  par  une  droite  donnée. 
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—  043.   —  Ln  système  <le  forces  est  r/viiiit  aux  deux  forces  AF,  BG.  Démontrer  que  xjuelle  q,ue  soit  la  façon  dont  on  a 
réduit  l«>  système,  le  volume  du  tétraèdre  (AK,  Bfi)  est  constant. 

—  044.  —  Centre  de  gravité  d'un  tronc  de  cùne  formé  par  la  section  d'un  cone  de  révolution  de  hauteur  4"'"  et  ''e 
rayon  de  Jiase  l'™  par  un  plan    P    mené  par  une  tangente  iii  cercle  de  base. 

—  O'tïi.  —  On  considère  dans  le  plan  du  tableau  supposé  vertical  deux  clous,  A  et  B;  on  pose  un  angle  dont  les  deux 
côtés  s'appuient  sur  ces  deux  clous,  le  sommet  étant  vers  le  bas;  on  suppose  tout  le  poids  appli(|ué  en  ce  sommet.  Il  n'y  a 

pas  de  frottement  :  position  d'équilibre. 

—  040.  —  I  ne  plaque  carrée  pput  glisser  et  tourner  sans  frottement  autour  d'un  axe,  par  un 
de  ses  côtés;  un  de  ses  points  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  de  Ox  ; 
équilibre. 

—  047.  —  On  donn'î  deux  droit-  s  rectangulaires;  on  prend  sur  l'une  d'elles  deux  points,  A  et  B, 
tels  que  OA  =  OB  =  fl;  sur  l'autre  deux  points,  C  et  D,  tels  que  OC  =  n,  OD  =  3a.  On  consi- 
dère le  (|uadrilatère  ainsi  formé  et  on  suppose  que  c'est  une  plaque  homogène.  On  veut  le  faire  porter 
par  trois  hommes  l'un  en  U,  le  deuMiine  en  un  pomt  de  CA  et  le  troisième  en  un  point  de  AO. 
"Trouver  les  positions  de  ces  deux  derniers. 

—  048.  —  Un  flotteur  sphérique   peut  tourner  autour  d'un  axe   normal  au 

«  n 

plan  de  figure  en   0;   il  est  formé  par  une  sphère  de  densité    —  •     de  rayon—- 

fixée  à  une  tige  dont  le  centre  de  gravité  est  G,  tel  que  AO  =  3AG  =  a.  Le 
poids  de  la  tige  est  la  moitié  de  celui  de  la  sphère.  Equilibre,  en  fonction  de  l'angle  de  la  tige  avec 
l'horizontale.  Relation  entre  cet  angle  et  la  hauteur  de  0  .lu-dessus  de  l'horizontale. 

—  040.   —  On  considère  un  cône  de  révolution  de  demi  angle  au  sommet  0;  on  le  coupe  par  un 

plan    I'.    Uiiel  angle  doit  faire  le  plan    P    avec  l'axe  du  cône  pour  que.  si  Ion  pose    le  cône  sur  un  plan  horizontal  suivant 
une  génératrice,  il  reste  en  équilibre  quelle  que  soit  la  génératrice  considérée? 

—  OoO.  —  Equilibre  d'une  ellipse  en  fil  de  fer  suspendue  à  un  clou  lie  clou  passe  par  un 
point  de  l'ellipse). 

—  051.  —  Equilibre  d'une  plaijue  elliptique  située  dans  un  plan  vertical  et  s'appujant  en  A 
et  B  sur  deux  droites  rectangulaires  données  OX  et  OY. 

—  0Ô2.  —  Er|uilibie  de  la  poulie  avec  frottement. 

—  Oô3.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Oj,  0{/,  0:,  un  point  V  sur 
Ox  et  un  point  A  dans  le  plan  zOy.  Equilibre  de  la  barre  AP,  A  étant  fixe  et  P  se  déplaçant  avec 
frottement  sur  Ox. 

—  054  —  On  considère  deux  jd-ms  inclinés  à  450  g,,,-  ihorizon  et  un  triangle  reetangle 
dont  un  angle  est  égal  h  30»  et  riiypoténuse  parallèle  nu  sol.  Il  repose  par  les  deux  sommets 
B  et  (i  opposés  aux  côtés  de  l'angle  droit  sur  les  côtés  de  l'angle  formé  par  la  section  droite 
des  deux  plans  à  45°.  On  demande  la  valeur  du  coefficient  de  frottement  pour  qu'il  y  ait 
équilibre. 

Géométrie  et  géométrie  descriptive  (iM.  Mai.loi/el). 

—  055.  —  Lieu  des  points  du  plan  d'où  l'on  volt  deux  cercles  donnés  sou» des  angles  égaux. 

—  056.  —  Triangles  homologiques. 

—  057.  —  Courbe  inverse  d'un  cercle,  le  pôle  d'inversion  étant  sur  le  cercle. 

—  058.  —  Construire  un  cercle  tangent  à  deux  droites  données  et  passant  par  un  point  donné. 

—  050.  —  Cône  de  révolution  passant  par  trois  droites  concourantes. 

—  000.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  défini  par  deux  plans  tangents  et  un  point. 

—  001 .  —  Construire  une  sphère  tangente  A  un  plan  et  passant  par  trois  i»oints. 

—  00*2.  —  Sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  a  une  droite. 

—  003.  —  Sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  à  deux  sphères  concentriques. 

—  004.  —  Sphère  de  rayon  donné  passant  par  deux  points  et  tangente  à  une  sphère. 

—  065.  —  Lieu  des  centres  des  circonférences  tangentes  k  deux  circonférences  données;  déterminer  les  sommets  et 
les  asymptotes  du  lieu. 

—  000.  —  Lieu  des  eenlros  des  sphères  tangentes  à  deux  sphères  données. 

—  007.  —  Lieu  des  points  d'où  on  voit  une  ellipse  sons  un  angle  droit. 

—  OOM.  —  Construire  une  parabole  connaissant  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

—  000,  —  Construire  une  parabole  coiin.  issant  l'aie  el  deux  tangentes. 

—  070.  —  Conique  définie  par  un  axe,  un  sommet  sur  cet  axe  et  deux  points  courants. 

—  071.  —  Déterminer  une  conique,  connaissant  deux  fmers  et  un  point;  un  foyer  el  trois  point». 

—  07Î.  —  Déterminer  une  hyperbole  connaissant  une  .is\niptote  et  trois  points.  Mener,  par  un  point,  une  tangente  à 
une  hyperbole  définie  par  ses  asymptotes  et  un  point. 
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Géométrie  descriptive. 

—  073.  —  Angle  de  deux  plans,  en  géométrie  cotée. 

—  074.  —  Construire  un  triangle  équilatéral,  ayant  un  sommet  donné,  les  deux  autres  sommets  se  trouvant  sur  une 
droite  donnée  (géométrie  cotée). 

—  075.  —  Etant  donné  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  intérieur  F,  mener  par  ce  point  un  plan  tel 
que  la  section  du  cône  par  ce  plan  admette  F  pour  foyer;  déterminer  l'axe  focal. 

—  076.  —  Ombre  au  flambeau  d'un  cône  de  révolution. 

—  077.  —  Normale  commune  à  deux  cônes. 

—  078.  —  On  donne  un  cercle  G  et  une  droite  D,  dans  un  plan.  Déterminer  le  point  S  de  Fespace,  de  façon  que  le 
plan  SD  soit  un  plan  cyclique  du  cône  de  sommet  S  et  de  directrice  G. 

—  079.  —  Mener  par  un  point  un  plan  qui  coupe  un  cône  du  second  degré  suivant  une  section  projetée  vei  ticalement 
suivant  un  cercle. 

—  080.  —  Hélice  circulaire;  propriétés.  L'hélice  en  géométrie  descriptive;  point  courant  et  tangente. 

—  081.  —  Enroulement  d'une  droite  sur  un  cylindre. 

—  082.  —  Cône  supplémentaire  d'un  cône  donné.  —  Intersection  avec  une  droite. 

—  083.  —  Cône  supplémentaire  d'un  cône  donné;  réciprocité.  Un  cône  de  sommet  donné  a  pour  directrice  une 
circonférence  dans  le  plan  horizontal;  intersection  d'une  droite  donnée  avec  le  cône  supplémentaire  du  premier. 

—  084.  —  Mener  par  urj.  point  donné  un  plan  tangent  au  cône  supplémentaire  d'un  cône  donné,  qui 
a  d'ailleurs  une  base  quelconque. 

—  085.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  une  parabole   P;   soit   (o,  o')    un  point  de  l'espace,  de 
cote  h'o'.   Courbe  inverse  de  la  parabole   P,    par  rapport  au  point  0,  la  puissance  d'inversion  étant  h'o'  ; 

point  quelconque  et  tangente  en  ce  point. 

/^    "  —  086.  —  On  donne  une  conique  G  dans  un  plan,  deux  droites  de  l'«space  et  un  point;  déterminer 

le   cône  passant  par  ce  point,  tangent  aux  deux  droites  données   et  ayant   pour  directrice    la  courbe 

donnée  G. 

—  087.  —  Points  à  l'inûni  dans  l'intersection  de  deux  cônes. 
^ —  088.  —  Points  à  l'infini  dans  l'intersection  de  deux  cylindres. 

—  080.  —  Section  plane  d'une  sphère. 

—  090.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  a  pour  cote  2  et  une  droite  aib^  qui  est  l'échelle  de  pente  d'un  plan. 
Intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère. 

—  091.  —  On  donne  deux  cercles  sécants  dans  le  plan  horizontal:  ce  sont  les  contours  apparents  de  deux  sphères, 
l'une  de  centre  A,  de  cote  2,  l'autre  de  centre  B,  de  cote  5.  Intersection  de  ces  deux  sphères. 

—  092  —  intersection  de  trois  sphères  :  on  donne  trois  points  (a,  a'),  {b,b'],  {c,c'),  qui  sont  les  centres  de  trois 
spiières  dont  on  donne  les  rayons.  Trouver  les  points  communs  <à  ces  trois  sphères. 

—  093.  —  On  donne  une  droite  (Z,  Z)  qui  est  un  axe;  une  autre  droite  la  coupe  en  (a.  a').  Faire  tourner  cette  droite 
autour  de  |Z,  Z')  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  tangente  à  une  sphère  donnée. 

—  09i.   —  Sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre  (géométrie  cotée). 

—  095.  —  Mener  une  sphère  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  donnés.  Deux  de  ces  plans  sont  les 
plans  de  projection,  le  troisième  est  un  plan  de  profil,  le  point  est  quelconque. 

—  096    —  On  donne  une  sphère  et  un  point  (a,  a').  Construire  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  sphère. 

—  097    —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère. 

—  098.  —  On  donne  une  sphère  :  lieu  des  points  de  Fespace  pour  les((uoIs  la  section  par  un  plan  donné  dans  le  cône 
circonscrit  à  la  sphère  ayant  un  tel  point  comme  sommet  est  une  hyperbole  équilatère. 

—  099.  —  Ombres  propre  et  portée  d'une  sphère  tangente  au  plan  horizontal,  éclairée  par  un  point  lumineux  donné. 
Où  faut  il  placer  le  point  lumineux  pour  que  l'ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  plan  horizontal  soit  une  hyperbole 
équilatère  ? 

—  lOO.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  (s,  s');  le  cône  circonscrit  à  la  sphère,  de  sommet  (s,  s'),  est  coupé  par  un 
plan  donné.  Déterminer  les  foyers  de  l'intersection. 

—  101.  —  Ombres  au  flambeau  d'un  hémisphère  creux. 

—  102.  —  Ombres  propre  et  portée  de  l'écuelle,  la  lumière  étant  de  front  et  à  45»  sur  l'horizon. 

^—  103.  —  On  donne  deux  sphères  et  une  direction  A;  mener  une  droite  tangente  aux  deux  sphères  et  parallèle  à  la 
direction  A. 

—  104.  —  Déterminer  un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  donnée  et  tangent  à  deux  droites  données. 

—  105.  —  Construire  un  cône  circonscrit  à  une  sphère,  passant  par  un  point  et  tangent  h  deux  droites. 

—  106    —  Cône  circonscrit  à  une  sphère  et  tangent  à  trois  droites  données  ;  le  déterminer. 

—  107.  —  Un  cône  de  révolution  étant  déterminé  par  son  sommet  et  une  sphère  inscrite,  trouver  la  projection 
verticale  d'im  point  de  ce  cône  connaissant  la  projection  horizontale.  Problème  inverse  :  on  se  donne  la  projection  verticale 
du  point. 

—  108.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe  et  un  plan  tangent. 

—  109.  —  Cylindre  de  révolution  tangent  à  un  cylindre  de  révolution  donné  et  ayant  pour  axe  une  droite  donnée. 


450  EXAMENS  ORAUX  (ECOLE  CENTRALE,  <922) 

—  110.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  un  cylindre  donné  et  passant  par  une  droite  donnée. 
Nombre  de  solutions.  Cas  oii  on  donne  le  rayon  du  cylindre. 

—  111.  —  Faire  passer  un  cylindre  de  révolution  par  une  ellipse  donnée  (géométrie  cotée). 

—  112.  —  Méridienne  de  la  surface  engendrée  par  une  hyperbole  située  dans  un  plan  de  bout  et  tournant  autour  d'un 
axe  vertical. 

—  1i:{     —  Mériilienne  principale  d'une  surface  de  révolution  à  axe  de  front. 

—  1 14.  —  On  donne  une  droite  ^,  l'\  et  un  cercle  dans  un  plan  de  front  ;  contours  apparents  de  la  surface  engen- 
drée par  ce  cercle  en  tournant  autour  de  [1,  A). 

—  115.    -  Par  une  droite  de  front,  mener  un  plan  tangent  ;i  un  elliiisoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

—  lie».  —  Trouver  un  point  de  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  à  axe  terlical  ayant  pour 
sommet  un  imlnt  (s,  t)  donné.  Trace  de  ce  cône  sur  le  plan  horizontal. 

—  117.  —  Intersection  dune  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

—  1  IN.  —  Un  considi're  un  ellipsoïde  de  révolution  ;  par  une  droite  donnée  mener  un  plan  qui  coupe  l'ellipsoïde  suivant 
une  ellipse  semblable  à  une  ellipse  donnée. 

—  119.  —  On  considère  un  elliiisoïde  de  révolution  à  axe  de  front  et  un  plan  quelconque.  Trouver  les  axes  de  la 
courbe  d'intersection  du  plan  et  de  la  surface,  se»  îonimets  ;  tangentes  aux  sommets. 

—  120.  —  Courbe  de  contact  d'un  cylindre  clrrunsrrit  h  un  ellipsoïde  de  r«''volution,  défini  par  sa  méridienne  située 
dans  un  plan  de  front,  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  étant  quelconque. 

—  121.  ,—  Section  d'un  tore  par  un  plan  bitangent. 

—  122.  —  Démontrer  que  le  contour  .i]>]iarent  horizontal  dun  tore  h  axe  de  front  est  une  courbe  parallèle  d'ellipse. 
Contours  apparents  d'une  surface  de  révolution  autour  d'un  axe  quelconque. 

—  123.  —  .Méridienne  d'une  surface  de  révolution  du  second  ordre  connaissant  l'axe  et  trois  plans  tangents  quel- 
conques. Cas  d'un  painboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  dont  on  connaît  deux  plans  tangents. 

—  124.    —  Intersection  d'^un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'une  droite. 

—  125.  —  Un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices  a  pour  directrice  la  section  d'un  paraboloïde  de 
révolution  d'axe  vertical  par  un  plan  de  bout  ;  intersection  du  cylindre  et  d'une  droite  donnée. 

—  126.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Intersection  avec  un  cône  de  révolution  d'axe 
quelconque  donné  par  sa  méridienne  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  paraboloïde. 

—  127.  —  Ombres  d'un  paraboloïde  de  révolution,  les  rayons  lumineux  étant  de  front. 

—  128.  —  In  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice;  mener  A  cette  surface  un 
plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  121).  —  Mener  par  une  droite  verticale  des  plans  tangents  à  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe.  Même  pro- 
blème avec  une  droite  horizontale. 

—  i:}().  —  Section  plane  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe.  Intersection  avec  une  droite. 

—  i:tl.  —  Contour  apparent  de  la  surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  droite  (D,  D'|  autour  de  l'axe  horizontal 
(H,  H). 

—  132.  —  In  pariiboloïde  In  [lerbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  droites  ;  mener  à  ce  para- 
boloïde un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  133.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices,  l'une  (A,  A) 
quelcou(|iii',  I  autre  (I?.  W)  verticale.  Intersection  de  ce  paraboloïde  avec  un  plan  passant  par  ^A,  A)  et  faisant  un  angle 
donné  avec  le  plan  vertical. 

—  134.  —  In  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  jiarun  plan  directeur,  qui  est  le  second  plan  bissecteur,  une  géné- 
ratrice verticale  et  une  génératrice  de  bout.  Section  de  ce  paraboloïde  par  le  plan  vertical  de  projection. 

—  135  —  Trouver  le  sommet  d'un  paraboloïde  hyperbolique  déterminé  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux 
génératrices  de  profil. 

—  13(;  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  un  quadrilatère  gauche  dont  la  projection  horizontale  est  un 
parallélogramme    Construire  le  sommet  ;  section  par  un  plan  quelconque  (géométrie  cotée). 

—  187.  —  Un  par.iboloîde  hyperbolique  admet  le  plan  horizontal  comme  plan  directeur;  Il  est  défini  par  trois  géné- 
ratrices horizontales  de  cotes  0,  1.  2  dont  les  projections  forment  les  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral.  Contour  apparent 
horizontal  et  sommet  de  la  parabole. 

—  13H.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal;  construire  le  diamètre  conjugué  d'une 
direction  de  plan  donnée. 

—  131).  —  Paraboloïde  défini  par  son  sommet,  une  parabole  et  un  point. 

—  l'âO.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  (une  droite  quelconque  et  une  droite 
verticale)  et  une  droite  (D,  D),  axe  d'un  cylindre  de  révolution.  En  déterminer  le  rayon,  pour  qu'il  soit  tangent  au  para- 
boloïde. 

—  141 .  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  les  deux  sommets 
ayant  même  cote  (géométrie  cotée). 

—  142.  —  Propriétés  de  l'intersection  de  deux  cylindres  tous  les  deux  circonscrits  A  un  ellipsoïde  de  révolution  à 
axe  vertical. 

—  143.  —  InlerMction  de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont  de  front  et  dont  les  bases  sont  deux  ellipses  du 
plan  horliontal  comprises  entre  deux  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 
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—  144.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre. 

—  145.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour  base  une  para- 
bole dans  le  plan  horizontal.  Ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale. 

—  146.  —  Par  le  point  le  plus  haut  d'une  sphère,  on  mène  une  paraflèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  verticale  ;  on  a 
ainsi  le  contour  apparent  vertical  d'un  cône  de  révolution.  Intersection  du  cône  et  de  la  sphère. 

—  147.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  verlical  ;  un  cône  a  pour  sommet  l'extrémité 
A  du  petit  axe  de  sa  méridienne  principale,  pour  axe  une  droite  A:  inclinée  à  45°  et  pour  génératrice  la 
droite  AB.  Intersection  des  deux  surfaces. 

—  148.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical  dont  on  donne  la  méridienne  prin- 
cipale ;  on  donne  dans  le  même  plan  de  front  une  verticale  et  un  cercle  qui,  en  tournant  autour  de  cette 
verticale,  engendre  un  tore.  Intersection  des  deux  surfaces  et  tangente  en  un  point, 

—  149.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  de  front  tournant 
autour  d'un  axe  de  front  avec  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  située 
dans  le  plan  de  front  de  l'axe  de  l'hyperboloïde. 

—  150.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  et  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  horizontal, 
les  axes  étant  dans  un  même  plan. 

—  151.  —  Intersection  de  deux  hyperboloï les  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan. 

—  152.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan  de  front  et  dont  les 
méridiennes  ont  un  foyer  commun. 

—  153.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  et  d'un  cylindre. 

—  iSi.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  une  génératrice  verticale. 
Points  doubles  en  projection  de  l'intersection  de  cette  surface  et  d'une  sphère. 

12155.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  hyperboliques  ayant  un  plan  directeur  commun  (la  figure  déQnit  chacun 
de  ces  deux  paraboloïdes  par  deux  génératrices  de  front). 

(Fin.) 
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2658.  —  Intégrer  l'équation  : 

\  dx        X  ) 


•^     \  dx        X 


dx- 
R.  MiDiÈRE,  élève  du  lycée  de  Lyon. 


2659.  —  Considérons  une  ellipse  variable  qui  tourne  autour  de  la  tangente  en  un  de  ses  sommets, 
supposée  horizontale,  et  qui  se  projette  surjim  cercle  fixe  tangent  à  la  tangente  fixe  de  l'ellipse  au  même  point 
et  situé  dans  le  plan  horizontal  qui  contint  cette  tangente.  Montrer  que  le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse  est 
une  strophoide.  /  G.    Boulle.nger. 

2660.  —  On  considère  un  triangle  rectangle  ABC  et  la  perpendiculaire,  BH, 
abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse;  on  porte  BF  =  BU  sur 
le  côté  BA. 

Montrer  qu'il  y  a  une  ellipse  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du 
tableau,  ayant  pour  foyer  le  point  F,  pour  demi-axe  BA  et  qui  se  projette  sur  le 
cercle  de  centre  H  et  de  rayon  HA.  G.  Boullenger. 


NoTB  DE  LA  Rédaction. 

Dans  l'énoncé  du  N»  2648,  au  lieu  de  :  Montrer  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  mobile,  lire  :  Montrer  que  le  lieu  du  voint 
de  contact  d'un  plan  mobile. 
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DEUXIEME    PARTIE 


\i.r;f:imi    it   wm.^si- 


X  (Lar)' 
2570.  —  l'.'ludier  la  variation  de  la  fonclioii       n  = • 

ljii-t:  011  itnt  les  racines  de  Véquation     x  (La  i*  —  /r{Lx  -h  !)  =  0,      suit^ant  les  diverses  valeurs  de  le. 

X  (Lx)- 


La  fonction    y  = 


Lx  -+-  I 


est  délioie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  sauf  pour  celle  qui 


i 


annule  le  dénominaleur,  c'est-à-dire  sauf  pour    ./  =  — 

e 

Pour    x  =  0,     x  =  -4-  £,     la  fonction  x  (Lt r'  (rnd  vers  0  ;  car,  si  nous  posons     L.r  = 


z  est 


une  variable  infinie  et  positive,  et  nous  avons    x  =c~'-,     ar(Lx)-= — t    et  nous  savons  que  ce  rapport 

e 

a  pour  iiniile  0.   la  forclicn   y  est  donc  ii!iinin;f  il  jx  lito  et  négative  peur  les  petites  valeurs  positives 

de  X. 

\  \ 

Pour      .T  = i,  y  est  égale  à   —  x  ;    pour    x  = h  £,  y  eslégaleà    -h  oo  ;    pour    x  =  1, 

y  est  nulle  ;  et  enfin,  pour    x  = -+- oo  ,     »/ ^^t  égale  à     -f- oo  ;     j/ est  égale  à    -f- oo    comme  la  fonction 
xF.x  ;  la  branche  infinie  est  parabolique  dans  la  direction  0»/. 
Voyons  la  dérivée  :  la  dérivée  de  la  fonction  ;/  est 

,  _    !./  (Lx-  -H  21.x -4- 2) 
•^   ~  (Lx^-l)î  ' 

la  quantité  entre  parenlhèses  est  toujours  positive  ;  donc  y'  est  du  signe 
(le  I../,  ru'gative  avant  1  el  positive  après.  La  fonction  est  donr  décrois- 
sante (le  U  à  i,  et  croissante  de  i  à  -h  oc  .    Si  nous  remarquons  enfin  que 

y_^      {LxY 
X  Lx  H-  1 

"x     est  égal  à    —  oo     pour  x  infiniment  petit,  nous  voyoris  que  la  première 
tangenleesl  Oy'  et  nous  pouvons  tracer  la  courbe. 

C.ela  fait,  nous  voyons  que  les  racines  de  l'équation 
x{LxY  -  A- (Lx -4-0=0 
Sont  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  droite 

y  =  A-. 
Si  donc  A- est  jK^ilif,  l'éciualion  a  deu.x  racines  positives,  comprises 

entre     —      eti.     1  (>(      >x.     Pour    A=0,     l(>s  doux  racines  sont  confondues  avec  x  =  1. 
e 

Si  A- est   négatif,  l'équalion  a  une  seule  racine  positive,  comprise  entre    Cet  — 
Bonne  solution  :M    V.   «Javkjnkt,  a  Belfort. 


2671.  —  1o  Kludier  la  fonction     y  =  /(x)  =  c  '(.r* -H  3.t -h  4). 
Construire  la  courbe  rcprt'sentative. 

2°  Trouver  l'aire  totale  comprise  entre  cette  courbe,   0.»   et  Oy. 

3"  Uéquotion     /(»/)  =  x     définit  dans  l'intervalle  (0,  4)  une  fonction  décroissante,  positive  et  continue, 
qui  varie  de     -\-  x      «  0,     y  =  ^{x). 
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Calculer      l  '^(u;)dx     et     I    o{x)dx. 


La  fonclion     e""^(.r-  +3.r  -\-  4)     est  déOnie  pour  toule  valeur  de  x  et  toujours  positive. 

Pour    X  =  —00,     elle  est  intinie  comme  l'exponenlielle  multipliée  en  outre  par  x^;  elle  a  une 

branche    parabolique    dans  la    direction   Oy.    Pour     x  —  0,      elle  prend   la  valeur  4.   Enfin,   pour 

a;  =  -H  30  ,     elle  est  nulle,  car  elle  s'écrit 

xr  H-  3x  -i-  4 


et  nous  savons  que  ce  rapport  est  nul  pour  une  valeur  inlinie  et  positive  de  r. 
Prenons  la  dérivée  :  cette  nouvelle  fonction  est  égale  à 

j/'  =  —  e~^\x^  -!-  a;  H-  1  ) . 
Elle  est  toujours  négative;  la  fonction  est  constamment  décroissante  et  décroit  depuis     -t-  oo 

jusqu'à  0.  Il  est  intéressant  de  prendre  la  dérivée  seconde  : 
y"  =  e""^(.z-  —  x);  elle  montre  que  y'  croit  de  —  oc    à  —  I,  décroit 

—  :i 

de    —  là    et  croit  ensuite.  Il  y  a  deux  points  d'inllexion, 

ceux  qui  ont  pour  abscisses  0  et  1.  La  tangente  au  premier  point 
(point  A)  est  parallèle  à  la  deuxième  bissectrice;  la  tangente  au 
second  (point  B)  fait  un  angle  un  peu  plus  grand  avec  Or.  Il  est 
alors  aisé  de  tracer  la  courbe  GABD. 

2°  Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  Ox  et  une 
ordonnée  variable  qui  correspond  à  la  valeur  x;  il  faut  calculer  l'in- 
tégrale    I    ydx.  Il  est  visible  que  cette  intégrale  est  de  la  forme 

e~^'{ax^  -t-  6j?  -h  c)  -+-  h, 
et  que     /«  =  —  c.     Prenons  donc  la  dérivée  de  cette  nouvelle  fonction  et  identifions  ;  no'js  aurons 

—  ax^  —bx  —  c  +  2a.x-  -+-  6  ^  ./;-  +  3.x"  -i-  4, 
et,  de  suite, 

a  =  —  \,  b  =  —  b,  c  =  —  9. 

Par  conséquent,  l'aire  envisagée,  A,  est  égale  à 

A  =  -  e-'Xx-'  +  S.r  +  9)  +  9. 

Pour    x  =  -\-cc,     elle  se  réduit  à  9.  L'intégrale       /    ydx   est  donc  convergente  et  a  pour  limite  9. 

C'est  l'aire  demandée. 
8°  L'équalion 

a  toujours  une  racine  et  une  seule  pour  toute  valeur  positive  de  x.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  refaire  la 
figure  en  inversant  les  axes  ;  elle  montre  que  toute  parallèle  à  OY,  située  au-dessus  de  OY  (ancien  0.r), 
rencontre  la  courbe  en  un  point  et  un  seul,  ce  qui  justifie  le  fait  annoncé.  Quand  x  augmente,  y  diminue, 
la  fonction  est  décroissante  et  continue.  Celle  qui  est  demandée,  dans  l'intervalle  (0,  4),  décroit  d'une 
manière  continue  de    -f-  x     à  0. 


/  o{x)dx 


de  cette  fonction  inverse  se  fait  de  la  mènoe  façon  pour  toutes 


Le  calcul  de  l'intégrale 

les  fonctions  inverses. 

Soit  f{x)  une  fonction  déjà  étudiée  qui  sert  à  définir  une  fonction  inverse  et 

liy)  =  ^ 
requation  qui  d.Hnit  la  foncUon  inverse.    ,  =  ,(.,;    .'intégrale  demandée,    fyir, 


se  calcule  en 
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intégrant  par  parties,  et  nous  avons  ainsi 

/  ydx  =  y.r  —    i  xdy. 

Or,  la  seconde  intégrale,       /  f{y)dy,     est  ccnnue,  c'est  celle  de  la  fonction  donnée  /"(»/),  F 

Dans  le  cas  actuel,  nous  avons 

r<fU)d.r  =  .irf{x)  -H  «-'■'(t/2  _^  5y  _,_  9)  _^_  c  ; 

en  exprimant  cette  intégrale  en  fonction  de  y,  nous  obtenons 

ye-  -'{y'  -^  3y  -f-  4)  +  e  -"(ly»  -^  5.y  -h  9)  -h  C. 
Les  limites  0  et  \  pour  .*  correspondent  aux  limites  x    et   0  pour  j/,   et  l'aire  demandée  a  pour 
valeur  9.  Ce  résultat  était  évident  géométriquemoiit  :  cette  aire  est  la  même  que  celle  déjà  calculée. 

Ronnes  solutions  :  MM.  Baras,  à  P.ihs  :  A.  Hutinei.,  à  Cannes;  II.  Chibol  ;  Marvu.let,  à  Vesoul  ;  A.  Brodeau  à  Saint-Jean 
d'Angély  ;  G.  Lai;ii  ;  E.  Pkcoobuii  ;  K.  (Javigmet,  à  Belfort. 
Solutions  incomplètes  :  MM.  Sanuer  ;  H.  Seduan. 
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2530.  —  ll'II,'  TparallHe  au   tjrand  axe  de  la  feuille  et  à  20°°  au-dessus  ;  m  sur  le  petit  axe  de  la  feuille  et 

surti'H,. 

uio'  =  iaO"".     o'o  =  TO"",     o'o'^j   =90»,     '{:>oa  =  45',     wa  =  7(»"""i 
uôs*  =  90»,     otS  =  40»",     "^iSA   =  yO», 

rai/on     SA  =  120"".    "ASC  =  iS*. 
Un  cône  de  révolution  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  H'H'i 
un  cercle  de  centre  [o,o')  ;  son  sommet  est  au-dessus  de  ce  plan  hori- 
zontal. Ce  Ci  ne,  limité  à  son  sommet  et  à  sa  base,  est  solide  et  opaque. 
Le  développement  de  la  surface  latérale  du  cûneétant  le  demi-cercle  SACDAi,   on  trouvera  d'abord  les  projec- 
tions du  cône.  On  trace  ensuite  la  circonférence  (a)  la,i<iente  à  SA  et,  en  C,  <>  la  demi-riramférrnce  ACDA,. 

On  demande  les  projections  de  la  courbe  {T)  tracée  sur  le  cône  et  dont  le  dévrloppemenl  est  la  ct,co>tférrn.;' 
(t);  la  droite    sa    correspond  à  SA. 

Cette  courbe  (F)  est  la  directrice  d'un  cylindre  d'Hit  les  ifénératrices  sont  paralltles  ai'.r  di-u.r  punis  drpn.jrc- 
tion.  On  demande  les  projections  de  linlerseciion  de  <  c  cône  et  du  ri/lindre  ;  puis  de  tracer  sur  le  développement 
la  transformée  de  celle  intersection. 

On  représentera  la  portion  du  cône  extérieure  au  a/lindre. 

Sur  le  développement  on  ne  dessinera  que  ce  qui  correspond  à  la  surface  conique  du  solide  représenté. 

{Ecole  Centrale,  1921.) 

Le  ceicle  {z)  peut  être  considi-ré  comme  inscrit  dans  un  triangle  connu  ;  on  détermine  son  centre  à  l'aide 
(le  deux  bissectrices. 

I,'an^,'le  di'velopp.ible  ilu  cftne  ('tant  ('gai  à  deux  droits,  et  la  longueur  de  la  base  étant  ronservéc  dan»  le 
développement,  l'upolhcine  du  cône  est  double  du  rayon  de  la  buse  ;  de  sorte  (]ue  le  c6nc  est  représenté  sur  le 
plan  vertical  par  uu  triangle  équilatéral  dont  le  c(Mr  est  égal  j\  SA. 

Fa  courbe  (F)  Irarée  sur  le  cône,  cl  qui  se  transforme  en  le  cercle  (i).  se  déduit  de  celui-ci  par  la  construc- 
tion inverse.  Soit  M  un  point  du  cercle,  (m,  m')  le  point  correspondant  de  (F),  {sg,s'g')  la  génératrice  qui  le 
contient  et  se  transforme  en  la  droite  SMG.  L'arc  oy  de  la  base  est  égal  k  Farc  développé  AG  ;  mais  vu  la 
simplicité  des  données,  il  est  inutile  de  faire  rbevaucber  le  compas  poiir  mesurer  ces  arcs.  Pour  passer  de  la 
demi-circonférence  S)  à  la  base  du  cône,  il  suffit  de  doubler  les  angles  an  rentre.  A  cet  effet,  nous  construirons 
une  lois  pour  toutes  le  demi-cercle  lUt,  do  centre  S,  dont  le  ra\on  est  la  moitié  de  SA.  et  é^fal  ainsi  à  celui  de 
la  base  du  cône.  Soit  G,  le  point  où  il  rencontre  SM  ;  si  nous  prenons  l'arc  ('.|C.i  égal  à  lare  B<ii,  lare  lu.,  sera 
superposable  ù  Farc  o<j  de    la  base  du  cône.  Pour  placer  le  point   [m,  m')  nous  construirons  son  iiarallile  en 
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portant  sur  l'apothème  s'p'  une  longueur  égile  à  SM.  Enfin  la  sous-tangente  conique  fft  sera  égale  à  la  portion 
(!Tde  la  tangente  du  cercle  (S)  limitée  par  la  tangente  en  M  au  cercle  (î). 

Les  points  les  plus  remarquables  sont  d'abord  :  l»  le  point  (c,  <•')  où  la  courbe  louche  le  plan  horizontal  ; 
2"  le  point  le  plus  haut  (/.  i'i,  3»  les  points  (e,  e'),  /,  /')  dont  les  tangentes  sont  des  génératrices  du  cône,  4"  les 
points  (A,  A'},  (/,  /'  situés  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cône.  Tous  se  construisent  d'une  manière  évidente. 

Le  point  («,»')  appartient,  comme  (c,  c'j,  au  rontour  apparent  vertical  du  cylindre,  et  permet  ainsi  de  le 
construire.  Nous  n'avons  pa^  la  même  ressource  pour  le  contour  apparent  horizontal,  qui  ne  peut  pas  élre 
déterminé  rigoureusement  par  la  règle  et  le  compas.  Nous  nous  bornerons  à  tracer,  le  plus  exactement  possible, 
les  tangentes  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  qui  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Leurs  points  de 
contact  u  et  »  étant  délei  minés  à  l'aide  d'une  courbe  diamétrale,  nous  pourrons  les  vérilier  par  la  sous-tangente. 

Nous  remarquerons  aussi  que  le  point  c,  en  j  arliculier,  n'est  pas  très  éloigné  de  f,  dont  nous  savons  con- 
struire le  cercle  osculaleur.  En  efl'et,  la  courbe  du  plaji  horizontal  peut  dériver  d'un  cercle  par  duplication  des 
angle»  polaires;  de  sorte  que  le  rayon  de  courbure  en  /"est  la  moitié  de  celui  du  cercle  initial,  ou  le  quart  de  celui 
dti  cercle  (;).  La  génératrice  (r)  du  c_\lindrc  diffère  donc  très  peu  de  la  tangente  au  cercle  osculateur  dont  il  s'agit. 

Les  points  (»/,  u';,  (r,  r')  donnent  par  symétrie  les  points  (Mi,»i),  (ri,  rj)  où  la  tangente  de  lespuee  est  de 
profil. 

Le  plan  de  protil  de  (*,  s')  étant  un  plan  de  symétrie  pour  le  cône  comme  pour  le  cylindre,  l'intersection 
complète  des  deux  surfaces  se  compose  de  la  couibe  (V'i  et  de  sa  .symétrique.  L'entaille  faite  par  le  cylindre 
dans  la  surface  latérale  du  cône  se  développe  suivant  le  cercle  (-)  et  un  autre  cercle  égal,  décomposé  par 
la  génératrice  origine  en  im  demi-cercle  AJ  et  un  autre  AJi.  Le  premier  coupe  le  cercle  U»  en  deux  points 
P  et  O  provenant  des  points  (/>,?>'),  (9,  9'»  de  (F)  situés  sur  la  génératrice  de  profil  sb,  .v7»'(du  cône.  Ce  sotitdeux 
points  doubles  de  l'inierseclion  complète  des  surbues,  et  nous  avons  leurs  tangentes  par  le  procédé  ordinaire. 
Ils  correspondent  par  symétrie  aux  points  situés  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cOne.  Le  développement 
montre  d'ailleurs  (|uc  les  tangentes  sont  parallèles  pour  les  deux  points. 

Pour  la  ponctuation,  tout  est  vu,  excepté  les  porlions  des  contours  apparents  du  cylindre  qui  se  trouvent 
à  l'intérieur  de  l'entaille  du  cône.  Nous  réservons  celle  qui  se  trou\e  dans  le  plan  de  la  base,  et  se  trouve 
absorlx-e  par  celle-ci. 

J.  L. 

Très  bonne  épure  de  M.  Roux,  au  Creusot.  Epures  t't;;ilrmcnt  correctes  de  MM.  L.  Sitrï,  a  Keiines,  et  li.  H.\has.  à  Paris. 
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2661  .  —  l"  Trouver  l'équation  générale  des  cercles  tangents  à  une  parabole  et  passant  au  foyer. 

■2>  hoimer  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points  de  rencontre  du  cercle  et  de  la  parabole. 
Envelo|tpe  de  cette  droite  quand  le  point  de  contact  du  cercle  et  de  li  parabole  varie.  Lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  point  de  contact  sur  la  droite. 

:<°    Lieu  du  centre  du  cercle  ainsi  dénni.  Podaire  de  ce  lieu  par  rapport  au  fover  et  enveloppe  du  cercle. 

E.  IL 

2662.  —  Déterminer  le»  courbes  (|ui  ne  sont  rencontrées  (ju'en  deux  points  A  et  II  par  une  parallèle  kune 
direction  (ixe,  A,  et  telles  que  le  point  derencoolre  des  tangentes  eu  A  et  B  décrive  une  droite  lixe.  D. 

Jean  MotnRKi 


imprim.ri-  Comi«-Jacqu.i  -  ii.r-u  Duc.  ^^  HédacUur-Cérant  :  H.  VUiUEKT. 
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REVUE    DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


NOTE  DE  LA   RÉDACTION 

Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  les  solutions  des  questions  proposées  marquées  d'un  astérisque  ne  seront  pas  publiées. 
Dans  le  même  but,  pour  diminuer  un  peu  le  retard  dont  nous  n'avons  pu  encore  triompher,  nous  ne  publierons  pas  les 
solutions  des  questions  2625,  2634,  2649,  2650,  2653,  2662. 


PREMIÈRE   PARTIE 


NOTE  SUR  LES  COURBES  QUI  ONT  MÊME  ÉQUATION  PAR  RAPPORT 
A  DEUX  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  DIFFÉRENTS 
par  M.  Jean  Mourret,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 


Soient  deux  systèmes  d'axes  quelconques  xOy,   x'O'y'.  Considérons  les  deux  points  M,  M',  que  nous 

appellerons  homologues,  ayant  les  mêmes  coordonnées,  x,  y. 
Il  est  facile  de  voir  que  cette  correspondance  entre  les 
points  M,  M'  se  ramone  à  une  affinité  (cas  particulier  de 
l'homologie  dans  le  cas  où  le  centre  est  à  l'inllni).  En  effet,  si 
on  déplace  un  des  systèmes,  x'O'y'  par  exemple,  de  façon  que 
0'  vienne  en  0,  0'.t'  s'appuyant  sur  Ox-,  il  est  bien  facile  de 
voir  que  la  droite  MM'  reste  parallèle  à  elle-même,  c'est- 
à-dire  passe   par  un  point  fixe  à    l'infini. 

De  plus  dans  cette  position,  les  droites  MN,  M'N'  joignant  deux  points  et  leurs  homologues  se  cou- 
peront  sur  Oxx'.  En  effet,  ces  deux  droites,  déterminées  par  les  coordon- 
nées (,r,  y)  de  M  (ou  M'j  et  (a?',  j/'j  de  N  (ou  N'),  auront  même  équation;  par 
suite,  l'abscisse  de  leur  point  de  rencontre  avec  Oxx'  sera  la  même, 
c'est-à-dire  que  Orx' est  axe  d'aflinité. 

Plus  généralement,  si  le  point  M  décrit  la  courbe  C  d'équation 

/'(^•,  ?/)  =  0, 
le  point  M'  décrira  la  courbe  C  qui  par  rapport  aux  axes    x'O'y'  aura  la 
môme  équation    f{x,  y)  =  0. 
On  en  déduit  que  les  calculs  algébriques  seront  les  mômes  pour  les  deux  courbes  C  et  G'. 
En  particulier,  aux  deux  courbes  C,   r  du  premier  système  correspondront  les  courbes  C,  r'  du 
deuxième  telles  que  leurs  points  d'intersection  soient  deux  à  deux  homologues. 

Si  C  est  une  courbe  variable  dépendant  d'un  paramètre  et  ayant  une  enveloppe  r,  l'enveloppe  de  la 
courbe  C  homologue  de  G  sera  une  courbe  r'  homologue  de  r,  c'est  à  dire  qui  a  la  môme  équation 
que  celle-ci  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  auxquels  elle  est  rapportée. 

Toute  relation  entre  x,  y  et  les  dérivées  y',...  ayant  lieu  pour  une  des  courbes  aura  lieu  pour  son 
homologue. 
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SUU  LES  COURBKS  QUI  ONT  MfiVIE  EQUATION 


Inversement,  une  équation  dillércntielle  donnera  comme  courbes  intégrales  dans  les  deux  systèmes 
des  courbes  liornolo^ues,  etc.  Or,  il  peutaniver  que,  dans  les  cas  cités,  des  renseignements  géomé- 
triques évitent  de  faire  les  calculs  pour  un  système  particulier  de  coordonnées.  On  aura  donc  des  ren- 
seignements pour  le  problème  homologue.  En  voici  quelques  exemples. 

I.  —  On  donne  deux  angles  xOj/,  x'Oy'  de  même  sommet 
{côl''s  otientés). 

Par  un  point  fixe  P  on  mène  une  sécante  variable  reneon- 
travl  les  côtés  du  premier  en  A,  B  et  on  rabat  les  segments 
OÂ,  uTi  en  ÛX',  ÔÏÏ'  sur  les  côtés  du  second.  Démontrer  que  la 
sécavle  variable  A'B'  passe  par  un  point  fixe. 

Les  points  A.  A'  sont,  dans  les  deux  systèmes  xOj/,  x'Oy', 

homologues    (x  =  r'  =  0,     y  z=  y'  =  GÂ  =  (JX').  De  même, 

B  et  B'. 

Donc   les  droites  AB,    A  B'   sont   liomolnj^ues.   Comme   l'équation   de    la  première   est  toujours 

vérifiée  par  les  coordonDées  j,„   i/„  du  point  V,   il  en  est  de  même  de  la  seconde,  c'est-à-dire  que  la 

droite  A'B'  passe  par  le  point  V  qui  a  d;ins  le  deuxihno  système  les  mêmes  coordonnées  qi»e   F  dans  le 

premier. 

II.  —  En  axes  rectangulaires,  un  cercle  ;iyant  l'oiigine  pour  centre  a  pour  équation     x^  -^  y-  =  a*. 

En  axes  obliques,  la  courbe  hoiaologue  est  une  ellipse 
ra|)portée  à  ses  deux  diamètres  conjugués  égaux.  On  a  donc 
la  relation 

STF*  =  BP'  .  P'A', 
jniisque  la  même  relation  a  lieu  dans  le  cercle 

fP'M'  =  P.M,     P'A'  =  PA,     BP'  =  BP]. 
Inversement,  à  une  ellipse  on  pourra  donner  comme 
homologue  un  cercle.  Plus  généralement,  si  une   ellipse 
reste  homolhétiqne  à  elle-même,  on  pourra  lui  faire  cor- 
respondre une  famille  de  cercles.  En   elTet,    la  direction 
commune  des  diamètres  conjugués  égaux  pourra  être  prise  pour  axes  OV,  O'y'.  Les  ellipses  considérées 
résultent  des  ellipses  de  centre  0'     (./»-+-  ;y*  =  «^)     P''^''  ""^  translation.  Leur  équation, 

(x  —  xot-  -^  (y—  ?/«)•  ==  a% 
est  donc  la  même  que  celles  des  cercles  en  axes  rectangulaires. 

Considérons  par  exemple  une  ellipse  fixe  E  et  un  point  P.  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  intercep- 
tées sur  (E)  par  lesséranles  issues  de  P  est  comme  on  sait  une  conique  e  homothéti'iue  de  E.  Si  le 
point    P  se  déplace  sur  une  courbe  C,  pour  chercher  l'enveloppe  de  celte  ellipse  e  on  peut,  d'après  ce 

qui  précède,  résoudre  le  problême  analogue  pour  le  cercle  («)  homologue 
de  E.  Alors  le  point  p  se  déplacera  sur  la  courbe  (c)  homologue  de  C.  — 
On  voit  aisément  (ju'on  a  Ji  chercher  l'enveloppe  du  cercle  de  diamètre  p<f, 
qui  est,  comme  on  sait,  la  podaire  du  point  e  par  rapport  à  la  courbe  C. 
On  peut  donc  écrire  son  équation  immédiatement.  Ce  sera  l'équalion  de 
l'enveloppe  cherchée  dans  le  système  primitif. 

11   faut  d'ailleurs   remarquer  que,  pour  ce  problème,  il    ser.iil  plus 
simple  de  considérer  l'ellipse  directement  comme  projection  d'un  cercle. 

III.  —  Soit  \  avoir  les  directions  conjuguées  communes  à  deux  ellipses,  par  exemple.  L'une  d'elles 
ra.'porléo  comme  précédemment,  ayant  pour  êcpiation    x*  -+-  j/*  =  R*,  (C), 
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l'autre  /"=  a.x= -+-26xî/+ cj/^ -|_. ..  =  o,  (r) 

dans  ce  système. 

Leurs  homologues  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  sont  un  cercle  C  et  une  conique  F'   qui 
ont,  comme  diamètres  conjugués  communs,  les  axes  de  r'  d'équation 

c  —  a 


r.'-+- 


f'J'y-fV=0. 


C'est  donc  cette  même  équation  qui  donne  les  directions  conjuguées  communes  dans  le  premier 
système. 

IV.  —  Proposons-nous  enfin  d'avoir  les  courbes  telles  que  le  pied 
de  la  tangente  en  un  point  sur  Ox  et  le  pied  de  l'ordonnée  de  ce  point 
tracent  une  involution  sur  l'axe  Ox. 

En  prenant  l'origine  0  au  point  central,  on  doit  avoir 
OP.OT  z=a' 
(en  supposant  les  points  doubles  réels). 
Or,  on  a  visiblement  le  cercle  de  centre   0   de  rayon  a  comme 
solution  dans  le  cas  d'axes    rectangulaires,   ce  qui  fait  songer  aux 
coniques  qui  admettent  AA'  comme  grand  axe. 
Or  celles-ci  ont  pour  équation 

y^  =  k{x'.  —  a^). 
Par  suite,  les  courbes  qui,   dans  le  premier  système  donné,  ont  la 
même  équation  fournissent  des  courbes  intégrales.  Le  calcul  montre 
d'ailleurs  qu'on  a  obtenu  ainsi  l'intégrale  générale. 
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2601.  —  Calculer^  en  fonction  du  nombre  donné  k,  les  coefficients  p  et  q  du  trinôme  x^  -hpx  -{-q  de 
façon  que,  en  posant  f{x)  =  {x—k){x^  -f-jox  -i-  q),  le  polynôme  f{x)  et  ses  deux  premières  dérivées,  f'{x) 
et  f"{x),  vérifient- identique  ment,  quel  que  soit  x,  la  relation 

(l  +  x^)f'(x)  -  Axf'ix)  +  Qfyx)  =  0; 
puis,  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  p  et  q  étant  portées  dans  l'équation     x'^  -\-px  +  q  =  0,     calculer,  en 
fonction  de  k,  les  racines  de  cette  équation,  et  mettre  l'expression  de  chacune  de  ces  racines  sous  forme  d'une 
fraction  rationnelle  dont  les  deux  termes  soient  du  premier  degré  en  k. 

Si         •  f{x)  =  {x  —  k)[x'' -^px-^q)  =  x^-^{p  —  k)x--\-{q—kp)x—kq, 

on  a  f{x)  =  3x2  ^_  2(p  _  A)x  -^-q-kp,  f{x)  =  6x  +  2(jo  -  k), 

et  la  relation  à  satisfaire, 

(I  _^  x2)[  6a-  H-  2(p  -  k)\  —  4./-[.3x'  +  2(p  -  k)x  -^q-kp]-^  G[.r^  M-  (p  —  k)x^  H-  (7  —  ^^P)^  -  k]  =  0, 

devient,  après  réductions, 

{q  —  kp  +  3)x  -\-p  —  k  —  :\kq  =  0 . 

Cela  entraîne  7  —  kp  =  —  3  et  p  —  'ikq  =  k, 

système  de  deux  équations  du  premier  degré  en  p  et  7,  d'où  f'on  tire 

8/c  .  A-  —  3 

Avec  ces  valeurs  de  p  et  7,  le  trinôme  donné,  égalé  à  zéro,  fournit  l'équation 
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(3A-*  —  1  )x'^  -4-  8kx  -  (A-*  —  3)  =  Ô, 
dont  les  racines  sont 

_    s/:U-^-  U--t-v/â  _         v/3A-  -t-  4A-  -h  /3 

Comme 

v/3A--U--hv^3  =  (A-  -  v^3XâV3—  I),     s!îk*-^\k  -h  v^3  =  (Ah-v^3XâV3-+-1),     3A-» -l^CAv'S- l)(AV3-i-i), 

on  a  iinalement 

_    k—  yl6  _  k  4-  /3 

M.  ROUX,  insliluleur  au  Creuset. 

Bonnes  solutions  de  MM.  lUnAs,  Hnymond;  K.  De^dx,  à  Virclles,  Belgique;  C.  Dkltoti,  à  Lourches;  A.  Hotinkl, 
h  Cannes  i  B.  G«vigsbt,  8'J"  II.  A.  L.,  à  Ij'elfort:  Georges  H*uk  et  Cli.  Simon,  à  Nogenl-le-Botrou  ;  G.  Lhéhanni,  lycée  de 
Besanron  ;  Pierre   Morbllk,  lycée  de    Douai  ;  R.  Tassbl,  à  Vichy;  Baymond  CiiinoL,  ingénieur  à  Douvrin    P.-de-C). 


2602    —   Calculer^  en  fonction  du  nombre  donné  A,  les  trois  intégrales  définies 

_  C'  _JiJ}nxdx__  _  Ç'    A'  sin  xdx  _  Ç'  A  sin  xdx 

~Jo    v^i^TÀ^'côs^  '  "Ju    1  ■+■  A'  ces»  X  '  ~  Jo      */rTA' 

Éludirr  la   variation  de   k  —  C   quand   k   v(trie  de     —  <x>    à    -^- ao    et  trouver  la  limite  vers  laquelle 

tend    lorsque  k  tend  vers  zéro. 

k^  ' 

Puis,  e7i  posant   F(/,)  =  A' —  2I'>,    étudier  le  signe  de  la  dérivée  seconde    l-"{k)   de  cette  fonction    F(A) 
et  étudier  la  variation  de    F(A)    lorsque  A   varie  de   —x    à    -h  »  . 
Posons     A  cos  x  =  u,     d'où      —  k  sin  xdx  =  du;     nous  aurons 

_    /•"      A  sin  xdx        _  _   C'''       du        _   z'-^*       du        _       ^f^  ->-  /c*  -h  <: 
^  =7o    v/r=hA*~côi^    ~  ~ j*      v^l-Hu''    ~./_*      >/i-^u^-    ~    '   /1-hA»-A' 

f"     A»sin.rrfj:                 T*     kdu            f'-^"     kdu  ^,  ,     , 

B  =   I =  -  /      r  =  /      :-  =  2A  arc  Ig  A, 

_    /•"  A  sin  xdx    __  _   r-'      du        _  Ç-^'       du 2A 

^  ~c/p     s/l  -+-  A^*     ~      j*      v'I  H-  A»    ~ j_*      v/f-M^   ~    v/l  -f-'^  * 

et  par  suite,  

^.  -^A'-^A  2A 

^- ^'  =  L TrTTnn-  ^r-i- a»  - '^^^- 

f{k)  e&t  une   fonction  définie  et  continue  pour  toute  valeur  de  la  variable   A;   sa  dérivée, 

2A' 

/'(A-)  =  T-' 

(I   4-  A'-)' 
est  positive  pour  toute  voleur  (le   A;   donc  la  Tonclion     /(<:)=:  A— C    est  constamment  croissante.  Elle 
s'annule  pour     A  =  0,     prend  des  valeurs  éj:alt'S  cl  de  signes  contraires  pour  des  valeurs  de    A  égale» 
et  de  signes  contraires,  car 

'^     "'  ,1  ^"A.  ^  k        ^{  :+:  /.-  v'I  -h  A»  -  A        v^l  -^  A'  '^  ' 

Enfin,   «^lle   aiignienlo  indéfiniment  avec  A  par  des  valeurs  qui   ont   le  signe  de    A;    on  a,  en  clTef, 
(en  supposant  A  positif) 

A*)  =  1' 


\/^--'    V-^ 


-f-l 
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qui,  pour  A;  =  -f-oo,  se  réduit  à  -f- oo  ;  la  dérivée  /"(A)  pour  k  =  dzoo  se  réduit  à  0.  On 
construira  aisément  la  courbe  représentant  les  variations  de  cette  fonction  ;  elle  est  symétrique  par 
rapport  à  l'origine,  où  elle  a  point  d'inflexion,  avec  l'axe  des  x  comme  tangente  ;  ses  branches  inûnies 
sont  paraboliques,  avec  Ox  comme  direction  asymptotique  ;  elle  admet  deux  autres  points  d'inflexion 

symétriques  par  rapport  à  l'origine,  car  la  dérivée  seconde,    f"(k)  =  — ^>    s'annule  en  chan- 

(lH-/c2)" 
géant  de  signe  pour     k  =  0    et    k  =  ±  v/2.     Pour  étudier  la  fonction  dans  le  voisinage  de     k  =  0, 
nous  pouvons  en  chercher  un  développement  en  série  valable  pour  des  valeurs  de   |  k  \   suffisamment 
petites.  Or,  on  a,  pour    \  k  \  <C  i, 

f\k)  =  2A-^(1  +  in"^  =  2/.^[l--|  '^'-^^  ''■'  "  •■•]  =  2/.--  3/.-^-+-  ^  /c«  •-. 

On  aura,  pour  les  mêmes  valeurs  de  k, 

...       ^       ^        2/.-^        3/f«        15/c^ 

A  —  G     est  donc  un  inOniment  petit  du  troisième  ordre  par  rapport  à  k  choisi  comme  infiniment  petit 

2  A  — C 

principal;  sa  partie  principale  est  —  k^  et,  par  conséquent,  la  limite  de    — — — »    lorsque  A:  tend 

o  k 

.    .      2 
vers  zéro,  est  égale  a  -^• 

o 

Considérons  maintenant  la  fonction     F{k)  =  A^  —  2B  ;     si  nous  remarquons  que 


^1   +   /f2  _   /,. 

et  que,  par  suite,     A  =  2L(v/l  -+-  k'^  -4-  k),     nous  aurons 

F(/v)  =  4[L(v/l  -h  k'  -+-  k)]-  —  Ak  arc  tg  k, 

d'où  FU)  =  8i^^^î^t^-4arc,s/.-      "' 


v/r+7?  °  1  -+■  k^ 

et  nk)  = ?^  [Lr^î^TF  +  k)  -  -ij=^]  =  ~^^  (A  -  C) . 

On  a  vu  précédemment  que  A  —  G  a  constamment  le  signe  de  k;  donc  F"(/r)  est  constamment  négatif 
(ou  nul  pour  k  =  0).  Or,  F(A:)  ne  change  pas  quand  on  change  A:  en  —k:  il  suffit  d'étudier  la 
variation  de  cette  fonction  quand   A:  varie  de   0   à    H- ao  . 

F"(A-)  étant  constamment  négatif,  F'(A-)  décroîtra  à  partir  de  0,  donc  sera  lui-môme  constamment 
négatif  et  F(A-)   décroîtra  constamment  à  partir  de  0 

Il  reste  à  examiner  ce  que  deviennent  V\k)  et   F(A-)   pour    A-  =  +  oo  .     Dans  F'(A-),  le  premier 

terme,   8 ■""      — —,    est  un  rapport  de  deux  infiniment  grands  ;  le  premier, 

v/l  -+-  k'^  

SL{^r^^'  +  k)  =  8l[a-  (yZ-^^  1  H-  l)l  =  8LA-  +  8L(\/i^  -+-  1  +  l)  , 

est  équivalent  à  8LA- ;    le   second,     v/1  -]-k^  =  k\/— ni,     est  équivalent  à  A-;    leur  rapport   se 

comporte  comme    8  — —  .    qui  tend  vers  0  ;  donc  ce  premier  terme  tend  vers  0. 
k 

Ak 


Le  second  terme,  —  4  arc  tg  A-,    a  pour  limite  —  4  -—  =  —  Sr,    et  le  troisième  terme,  — 


2  '  1H-A» 

a  pour  limite  0. 

Donc,  pour    A==4-ao,    F'(A-)  a  pour  limite    —  2iî. 
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Pour   F(A')  (qui  se  présente  sous  la  forme    x  —  oo  ),     nous  mellrons    4/.-  en  facteur  : 
F(/r)  =  4A-  I —^ arc  Ig  AI. 

(I.A;» 
Le  premier  terme  de  la  quantité  entre  crocliets  s6  comporte  comme  — - — >    donc  tend  vers   0;   le 

/r 

second  a  pour  liniile     —  ^    cl   F(A)  est  un  infiniment  grand  équivalent  à     —  2-A. 

La  couiho  représentant  les  variations  de  FiA)  est  symétrique  |tar  rapport  à  Oi/,  olle  a  sa  conc^Tvité 
tournée  vers  les  y  négatifs  ;  elle  passe  à  l'orij^ine,  où  elle  est  tangente  à  Ox  ;  enfio,  ses  branches 
infinies  correspondent  à  des  directions  a8ym[ilotiques  de  coenicients  angulaires  rp:  2ir.  Elles  sont 
d'ailleurs  paraboliques,  car  si  l'on  considère  l'expression     F(A) -h  t-h    (pour    A-  =  -i-  oo  ),    on  a 

F(A-)  -h SrA-  =  4[L(/r-+-  A-^  -H  A-)]«  +  4Ar I-  _  arc  Ig  a1  ; 

le  premier  terme  augmente  indéfiniment  ;  quant  au  second,  il  est  le  produit  d'un  infiniment  grand, 

4A-,    par  un  infiniment  petit,     -^ arc  tg  A-,     équivalent  à  sa  tangente,  laquelle  est  égale  à   —  ;    la 

limite  est  4.  L'expression  considérée  augmentant  indéfiniment,  l'asymptote  est  rejelée  à  l'infini. 

P.   L. 

Bonnes  solutions  de  MM.    Bahas,  Haymoml  ;   Geort;es  Hèle  et  Cli.  Simon,  ;\  Nogent-le-Hotrou  ;  A.   Hctinil,  à  Cannes  ; 
G.  LiiëMANNE,  lycée  de  Besançon;  M.  lîotx,  instituteur  au  Oeusot. 


2603.  —  On  donne,  rapportée  à  trois  axes  de  coordonnées  rectan(jnlaxres,    Ox,  Oy,  0;,   la  courbe  V 

X*  ■+-  3a*                 r*  —  3rt* 
représentée  par  les  équations     y  =  — — .     :  =  — —, '     a  riant  une  longueur  positive  /ire. 

i"  Former  l'équation  du  cône  C,  qui  a  jjouv  sommet  l'oriyine  (),  et  qui  passe  parcelle  courbe  V; 
forvxer  Véquation  du  cylindre  S,  de  yénératrices  jiamlh'les  à  la  droite  (y  =  :,  x  =  0)  et  qui  passe  par 
cette  courbt  W 

2'  Former  l'équation  du  plan  P,  passant  jxir  le  point  A  de  coordonnées  (x  =  y  =  0,  z  =  3n)  el 
coupant  le  cône  C  suivant  une  courbe  dont  la  projection  sur  U  plan  xOy  est  un  cercle  (le  problème  a  deux 
solutions  ;  on  ncn  prendra  qu'une  seule). 

3°  Construire  les  projections,  sur  le  plan  xOy  des  seclions  du  cône  C  et  du  cylindre  S  par  le  plan  P; 
construire  les  points  ou  une  droite  donnée  issue  </»■  l'origine  rencontre  la  courbe  y,  projection  de  P  sur  le 
plan  xOy,  en  construisant  dans  ce  plan,  à  main  levée,  par  application  de  la  méthode  générale  indiquée  en 
géométrie  descriptive,  le  point  courant  de  la  projection  sur  le  plan  rOy  de  la  courbe  d'intersection  du 
cône  C  et  du  cylindre  S,  cône  et  cylindre  dont  1rs  bases  dans  le  plan    P  ont  des  projections  connues. 

1.  Pour  obtenir  l'équation  du  cône  C,  il  suffit  de  rendre  homogènes  les  équations  de  la  courbe  F; 
ce  qui  donne 

x^  —  2a'x;/<'  4-  3a*/*  =  0,  x*  —  2a'x:/»  —  3nW*  =  0, 

et  d'éliminer  t  (ou  /')  entre  ces  deux  équations.  .Xjoutanl  et  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

2r*  —  2rt».ç(y  -h  :)('  =  0.  2a»x(:  —  y)l*  -h  6a*/*  =  0. 

x'  x'v  —  z) 

On  tire  de  la  première   équation     /*  =  -— î    de  la  seconde,     /'  =     '  ..  - — î    égalant  ces 

^  *  a-(y-hz)  Ja« 

deux  valeurs,  on  a 

X*  x(y  —  s) 

7^  ="~3 

d'où     3x'  =  (!/-+-  sMj/  —  z)  =  y*  —  :'.     L'équation  du  cône  C  est  donc 
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3x2  — Jy2-|-z2   =  0. 

Pour  obtenir  l'équation  du  cylindre    S,    nous  prendrons  un  point  sur  la   courbe    r  :       x  =  1, 
)>  +  3a*  Xi  —  3a* 

y  =  — â~ïï — '    ^  ~  — 9~2x — '    ^^  "°"^  écrirons  les  équations  de  la  génératrice  passant  par  ce  point  : 

>>  -h  3a*  y.i  —  3a* 


0  11' 

c'est-à-dire    x  =  l,     y  —  z  =  '-r—l    l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  nous  fournit  l'équation 

du  cylindre  S  : 

x(y  —  z)  =  'Sa\ 

La  courbe  F  est  l'intersectiondesdeux  surfaces.  Étudions  les  projections  sur  les  plans  coordonnés. 
En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  (de  C  et  de  S)  nous  aurons 

c'est-à-dire      x*  —  2a2ary  +  3a*  =  0  ;      c'est  la  première  des  équations  données.   Éliminant  y,   nous 
aurons 

c'est-à-dire    rr*  —  'ia^xz — 3a*  =  0,     qui  est  la  seconde  équation  donnée.  Enfin,  la  projection  y  sur  le 
plan  des  yz  a  pour  équation 

3-  -(5;i~)r-^^-^Xy  +  ^)  =  0' 

c'est-à-dire  {y  -+-  z){y  —  zf  —  27a*  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  admettant  une  direction  asymptotique  triple  : 

y  =  z.     Coupant  par  la  droite    y  —  2  =  -r: — »    on  aura  un  seul  point  à  distance  finie,  savoir  le  point  de 

rencontre  des  deux  droites 

3a*  X» 

y-z=— ,  î/  +  =  =  ^' 

.,    .  X*-+-3a*  XV  — 3a* 

d  ou  V    =    :^ '  -   =  ^ • 

^  Sa^X  2n2X 

C'est  la  projection  sur  le  plan  des  yz  du  point  de  la  courbe  ï  qui  correspond  à     x  =  X. 
2.  Un  [)lan  passant  par  le  point  A  est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

z  —  3a  =  mx  ■+-  ny. 
Il  coupe  le  cône  suivant  une  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xij  a  pour  équation 

3a:'  —  tj-  -+■  (rnx  -\-  ny  -i-  '.kiy  =  0. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette  équation  représente  un  cercle  sont 

3  -+-  m"  =  —  l  -hn-  et  »m  =  0. 

Avec     n  =  0,     on  aurait  pour  m  des  valeurs  imaginaires  (m  =  ±2i),     à  rejeter.  On  prendra  donc 

m  =  0  et  n  =  ±  2. 

Prenons    n  =  — 2;     le  plan  P  aura  pour  équation    z  = — 2)/  + 3a;     il  coupe  le  cône  C  suivant 
une  ellipse  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  le  cercle 

3x»— iy2-t-(2j/— 3aj-  =  0 
langent  aux  droites     y  =  ±:  x\/^,    qui  forment  le  contour  apparent  du  cône   C  sur  le  plan  des  xy,   en 

3a 

leurs  points  de  rencontre  avec  la  droite     y  =  -— j    l'équation  de  ce  cercle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^"  '^  (.'/  —  -«)"  —  a-  =  0, 
(jui  met  en  évidence  le  centre  •  (x  =  0,  y  =  2a)  et  le  rayon  égal  à  a. 


46Ï 


ÉCOLE  CENTRALE 


La  section  du  cylindre   S  par  le  plan   P  a  pour  projeclioo,  sur  le  plan  des  xy,    une  hyperbole 

équilalère, 

XI 1/  —  o)  =  a*, 

dont  les  asymptotes  sont  les  droites    x  =  0    el     y  =  a;     les  sommets  réels  de  cette  hyperbole  sont 

situés  sur  la  droite     y—  a  =  x;     ils  ont  pour  abscisses     x  =  dz  a     et  pour  ordonnées     y  =  azha. 

Ce  sont  les  points     x  =  a,     y  =  2a    (situé  sur  le   cercle  précédent)  et  le  point    x  =  —  a,     y  =  0, 

sur  Ox. 

Pour  avoir  les  points  communs  aux  deux  courbes,  on  pourra  former  l'équation  aux  abscisses  des 

points  de  rencontre     x'  —  2a'x  4-  a*  =  0.     Cette  ôciiiation  n'admet  que  deux  racines  réelles,  positives  et 

<^  .    1.  1  ,,  0.  aVï 

séparées  par  le  nombre    x  =  -^,    1  une  de  ces  lacmes  est  a,  1  autre  est  comprise  entre   —    et    — -— . 

si'  22 

Pour  déterminer  l'intersection  du  cône  C  et  du  cylindre  S,,  il  faut  mener  par  le  sommet  du  cône 

(0)  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre    («/  =  :,     x  =  0),     prendre  le  point  de  rencontre  ï  de 

cette  droite  avec  le  plan  P  des  deux  bases    (y  =  z  =  a, 

.r  =  0)     et  mener  par  ce  point  dans  le  plan    P  une 

droite   A   coupant  les  bases  des  deux  surfaces  en  dis 

points  réels.  En  projection  sur  le  plan  des  xj/,   nous 

mènerons   par  le   point  a     (y  =  a,      x  =  0)      une 

droite  ao  coupant  en   des  points  réels  le  cercle  et 

l'hyperbole  équilatère;  comme  a  est  sur  le  cercle  (le 

cône  C  a  une  génératrice    y  =  :,     x  =  0     parallèle 

aux  {.'énéralrices  du  cylindre),  nous  obliendrons  un 

seul  point  m  sur  le  cercle  et  deux  [loints  m,  et  m^  sur 

l'hyperbole  équilatère,  symétriques  l'un  de  l'autre  par 

ra[)port  ù  o;  au  point  m  correspond  une  pènéralrice 

du  cône  projetée  suivant  Om,  aux  points   m,    et  m, 

deux  génératrices  du  cylindre  projetées  suivant  des 

parallèles  à  Oy  qui  rencontrent  Om  aux  points  M,  et  M^;  ce  sont  deux  des  points  de  rencontre  de  la 

droite  Ow  menée  par  rori','ine  avec  la  courbe  y    Les  deux  autres  points  de  rencontre,  N,  et  N,,  seront 

donnés  par  la  même  construction,  à  la  condition  de  remplacer  le  point  m  par  le  point   n,  second  point 

de  rencontre  de  Om  avec  le  cercle.   Les  quatre  points  cherchés,  M,,  M„  N,,  N„  ne  sont  réels  que  si  les 

points  m  et  n  le  sont,  c'est-à-dire  si  la  droite  ((iiisidèrée  fait  avec  Ox  un  an^'le  supérieur  à  60". 

•r*  -+-  :in*       , 
On  peut  vérilier  ce  résultat  par  le  calcul.  La  courbe  y  a  pour  équation     y  =  — — .    les  pomls 

de   rencontre    avec    la   droite      y  =  t.r      ont    pour    abscisses    les    racines     de    l'équation    bicarrée 

X*  —  2a*fx*  H- 3a*  =  0,      qui  ne  sont  réelles  (|uc  si  l'on  a  à  la  fois      <>0      et      p  — :{>(),      donc 

t  >v/3.  V.  L 

Bonnes  solutions  de  MM.  Baras  Baymond  ;   R.  Gavk.net,  89*  B.  A.  L.,  h  Belforl  ;  r.eotffos  II*l«  et  Ch.  Smox,  k  Nogent- 
le-Botrou  ;  (i.  Liiémannk,  lyct-e  de  Besançon;  Baymond  r.iiiBoi.,  in(((-niour  ii  Donvrin  (I'.  de  C  )  ;  Raymond  Ta^sel,  h  Vichy. 


2604.  —  Un  corps  solide  pesant  S  est  constitué  par  trois  plaqurs,  OAC,  OBC,  OAB,  ayant  la  forme 
de  tnau/jlrs  isocèles  reclanyles  égaux,  soudées  deux  à  deux,  d'une  manière  riyide,  suirant  les  côtés  égaux^ 
OA,  Oïl,  OC,  de  telle  fnron  quelles  constituent  Ifx  trois  f  ares  d'un  triédre  trircctaugle  de  sommet  O.  Ces  trois 
plaquer  sont  homogènes.  Les  deux  premières,  OA'l,  OBC,  ont  un  même  poids  P  ;  la  troisième,  O.AB,  a  un 
poids  p.  La  longueur  commune  des  trois  nrHes  OA,  OH,  OC  est  a.  On  négligera  Cépaisseur  des  plaques. 

Ce  corps  solide  repose  sur  la  surface^  parfaitement  polie,  d'une  sphère  fixe  de  rayon  r,  rhnrune  de  ces 
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trois  faces  étant  en  contact  avec  cette  sphère  ;  on  n'étudiera  donc  pas  les  positions  pour  lesquelles  le  solide 
ne  reposerait  sur  la  sphère  que  par  une  ou  deux  de  ses  faces  seulement.  On  négligera  tous  les  frottements. 

i"  Calculer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  solide  S  par  rapport  aux  arêtes  OA,  OB,  OC, 
prises  pour  axes  de  coordonnées. 

2'  Le  corps  S  étant  supposé  placé  de  telle  façon  qu'il  soit  en  équilibre  sur  la  sphère,  calculer,  pour 
cette  position,  le  cosinus  ou  la  tangente  de  Vangle  de  l'arête  OC  avec  la  verticale  descendante  ;  appliquer  au 
p    _    9 


cas  de 


ar., 


3°  a  et  r  restant  constants,  a  étant  en  outre  compris  entre  3r  et  6r,  quelles  conditions  doit  remplir  le 
rapport      — -      pour  qu'il  y  ait  une  position  d'équilibre  ?  Quelles  sont  les  positions  d'équilibre  qui  répon- 

V        '  9^ 

dent  aux  valeurs  extrêmes  de      -~-  ?  Etudier  le  cas  particulier  de    a  = 

P  ^  2 

Soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  de  coordonnées,  dirigés  suivant  les  arêtes  OA,  OB,  OC  du  trièdre.  Les 

faces  OBC,  OCA,  OAB  étant  supposées  d'épaisseurnégligeable,  leurs 
poids  P,  P  et  p  sont  trois  forces  parallèles  que  l'on  peut  sup- 
poser appliquées  aux  trois  points  gi  (  0,   — .  -r-j^gii — »    0,    -:— 


et     ^3 


^,     A     0 
3         3 


Désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du 


centre  de  gravité,  G,  du  solide  S,  on  a 
a  a 


(2P4-p)x  =  P 


3 


(2P+p)y  =  P. 


P-T' 


(2PH-P):  =  P.  -^  +  P.  4 
o  o 


d'où 


X  =  u    =    

^  3 


P 


2P 


2P-HP  3     2P-I-P 

Le  poids  du  solide  est  représenté  par  un  vecteur  2P  +  yo,  passant  par  le  point  G  et  dirigé  sui- 
vant la  verticale  descendante;  soient  cosa,  cosp,  cosy  les  cosinus  directeurs  de  cette  direction.  11 
doit  être  équilibré  par  les  trois  réactions  X,  Y,  Z  de  la  sphère  sur  les  faces,  négatives  (puisqu'elles  sont 
dirigées  vers  l'extérieur)  et  concourantes  au  centre  w  de  la  sphère  {x  =  r,  y  =  r,  z  =  r).  Le  moment 
de  ce  vecteur  par  rapport  au  point  w  doit  être  nul,  autrement  dit,  sa  ligne  d'action  doit  passer  par  le 
point  w  ;  cela  exige  que  l'on  ait 

a     P  -hp  a      P  -\-p  ^        a        2P 


r  — 


2P 


P 


OU 


COS  a 
COS  a 


3     2P-t-y 

COS  p 

COS  p 


3     2P 

COS  Y 


COS  Y 


P(6r  -  a)— p(a -3r}  P  (6r— a)  —  p  (a  —  3r)  3pr— 2P(a— 3r) 


avec    la   relation     cos^  a  h- cos^  f> -t- cos'*  Y  —  ^  ■     On  a  évidemment    cos  a  =  cos  3,     par    suite   de  la 
symétrie  de  la  figure  par  rapport  au  plan  COM  mené  par  0;  perpendiculairement  à  AB. 

p  d  _  ,  „  cos  a  COS^  cos  Y  1 

p" 


Pour 


a  =  5r, 


8 


on  trouve 


1 


d'où 


2  1 

cos  a  =  cos  jî  = -—      et    cos  Y  = -r-      (par  suite     tgY  =  2v/2). 


L'équilibre  ayant  lieu,  les  réactions  de  la  sphère  sur  les  faces  sont  données  par  les  équations  des 
projections 

X  H- (2P  H- p)  cos  a  =  0,  Y  +  (2P -hp)  cos?  =  0,  Z -t-(2P -hp)  cos  y  =  0. 
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Elles  doivent  être  négatives,  ce  qui  exige  que  cos  a,  cos  ^,  cos  y  soient  tous  les  trois  positifs  et  par 

conséquent  de  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

'P  (Or  -a)-p{a  —  3r)]  [3pr  -  2P  (a  —  3r)]  >  0, 

P         ,   ..    ..  .         .  6r—  a  2(a  -  3r) 

et,  par  suite,     —      doit  être  compris  entre     —-     et '--     Pour  classer  ces  valeurs. 

r  a  —  or  3r 

remarquons  que  l'on  a 

6f  —  g    ^    2(a  —  3r) 

a  —  'ir   >  3r 

suivant  que     3r(6r  —  a)  ^  2(«  —  3r)*    ou  encore    9ar  ^  2aV 

.„,..„      ^        ^9''        -,  /•      1  .  2(a  — 3r)  u  fir  —  a 

1"  Si     3r  <  a  <  — -,     il  faudra  prendre      — <-Tr  < 

-  3r  P  a  —  3r 

Qoc-        ^'^     ^       ^r  ^  6r-a     ^    p  2fa  — 3r) 

2°  Si      — -  <  a  <  6/-,     on  prendra      <;  -C_  <^  L. 

2  a  —  3r  P  3r 

l'our 

p             (a  —  3r)                                                                            1                                  2P  -4_  p 
-r:  =  2  :; '       on  a     cos  y  =  0,     cos  a  =  cos  3  =  »     X  =  Y  = — ,   Z  =  0  : 

P  3r  y/i  ^/^  ' 

l'arête    OC    est  horizontale    et  la  face   OAB,    verticale,    exerce    sur  la  sphère  une  pression  nulle  ; 

pour      -Jr  =  :;-'     cos  a  =  cos  ji  =  0,     cosy  =  1,     X  =  Y  =  0.     Z  =  — (2P-hp),     l'aiète  OC 

la  —  or  V  /  / 

est  verticale,  les  faces  OBC,  OCA  verticales  exorcenl  sur  la  sphère  des  pressions  nulles  et  la  face  OAB, 

horizontale,  une  pression  égale  au  poids  du  pystêine. 

Or  3r  3r 

3''  Si     a  =  — »     a  —  3r  =   — »   6r  —  a  =  -^,    les  relations  entre  cos  a,  cos  p,  cos  y  devien- 


nent 


cos  a  cos  p  cos  Y 


— r:- ;     cos  a,  cos  S,  cos  y  ne  peuvent  être  de  même  signe  si    ;>  ==  P. 

P  —  p  I*  —  p  Zip  —  P)  •  ■  r  D  f 

Il   faut  donc  prendre    p  =  P.     Dans  ce  cas,  le  centre  de   gravité  du    solide  S  a  pour  coordonnées 

2a 
X  =  y  =  X  =  -j—  =  r;     il  coïncide  avec  le  centre  de  la  sphère  et  Téquilibre  a  lieu  pour  toute  direction 

prise  à  l'intérieur  du  trièdre  Oxyz  (cos  a  >  0,   cos  3  >  0,  cos  y  >  0). 

P.  L. 

Bonnes  solutions   de   .MM.    Georges  IIklk  et  Cli.  Siuo.x,   à   Nogent-le-Rotrou  ;   M.  Itoix,   instituteur  au  Creusot  :  Baras 
Kaymond. 
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2573.  -  On  pose 

±  =  i-l,  L(i       >)  =  -       ' 


X  '  '  1— OX 

Déterminer  la  courbe  (G)  que  doit  décrire  le  point  M  (j,  y)  pour  que  l'on  ait 

il^  =  i_-L. 

dx  0 

M'Iire  l'rquutinn  de  cette  courbe  sous  la  forme    f(x)  =  /"(»/)• 

Nous  avons  de  suite 


X  l  -  y 

en  appelant   y'    la  dérivée  de   y   par  rapport  à    r.    L'équation 
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Ul  —  X)  = 


1  —  ox 


devient  donc 


X_l 


lX 


{y  —  x)H~y')  {y  —  x){i—y'] 


X  J  \  —  y 


x{\.—y')-\-y-x 


y  —  ^y 


Celte  équation  différentielle  est  homogène  ;  elle  se  résout  en  posant    y  =  tx,     et  devient  ainsi 


ht  = 


(i  —i)({—t  —  l'x) 
—  i'x 


<'.('-!  -LO  =  -('-l)'.       4=  "(7-i7'''^'- 


L'intégration  est  alors  très  facile,  et  les  calculs  successifs  se  font  ainsi  : 

X  ^  Lt  r       dt  ht  ,         , 

L—  =  —L(t-i) __H   /  _ _  = . U  =  U. 

Nous  avons  donc 


l  —  t 


X  =  et 


t 

1  —  / 


1 


puis,  y  —  tx  =  Gt 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  des  courbes  intégrales.  Ces  courbes  forment  une  famille  de 

courbes  bomothétiques  par  rapport  à  l'origine  à  la  courbe 

t  1 


X  =  t 


y  =  '' 


Nous  en  déduisons 


t  y 

X     =  y,  X      =  y  ; 

finalement  x^  =  y". 

Telle  est  l'équation  cartésienne. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  nous  servirons  des  équations  paramétriques  ;  nous   remar- 

1 

querons  d'abord  que  si  nous  changeons  t  en  — ,    x  et  y  s'échangent; 

la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à   la  bissectrice  de  l'angle 
des  axes,  et  nous  ferons  simplement  varier  t  deO  k  \. 

Pour    t  =  0,    a:  =  I,     ?/  =  0  ;     la  courbe   part  du   point  A   de 

Ox.  Pour    t  =  i,     ou  mieux.     <  =  1  —  a,     x  et  y  tendent  vers  — ;  la 


courbe  vient  en  un  point  B  de  la  bissectrice. 

D'autre  part,  l'équation  différentielle  du  début  nous  donne 

,         (l-i)U 

au  départ,  pour  t  =  e,  1  —  y'  =  I,  y'  =  0,  la  courbe  est  tangente 
à  Ox  ;  à  l'arrivée,  pour  t  =  \,  1  —  i/'  =  2,  ?/'  =  —  1,  la  courbe  est  tangente  à  la  deuxième  bissec- 
trice. Il  ne  reste  plus  qu'à  vérifier  que  -^  est  négative  dans  l'intervalle  (0,  1),  ce  qui  est  facile,  et  la 
courbe  est  aisée  à  tracer. 


dt 


Bonnes  solutions  :  MM.  C, .  Lacii,  à  Douai:  R.  Gavignkt,  h  Belfort  ;  F.  Maisonnet,  lycée  Carnot  ;  R.  Ciuroi.,  ingénieur; 
L    Baltgad,  ingénieur;  Bauas  ;  L.  Mbnnessikr,  h  Cluny. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  Hutineu,  à  Cannes  ;  M.  Goniaox,  lycée  Saint-Louis  ;  C.  IIki.b  et  Cli.  Smo.v,  à  Nogent-le- 
hùtrou. 
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2575.  —  Si  par  d'^ux  points,  P  et  Q,  on  mène  les  tangentes  à  une  conique  (C>,  PA,  PB,  (JC,  QD,  qui 
touchent  cette  conique  aux  points  A,  B,  C,  D,  on  sait  qu^il  existe  une  autre  conique  (Ci  qui  passe  aux  points 
A,  B,  C,   D,  et  qui  louche  les  droila  OA,  (JB,  PC,  PU. 

Démontrer  ce  théorème.  —  L'appliquer  à  la  question  suivante  :  lorsqu'un  cercle  coupe  une  hyperbole 
équitalère  en  quatre  points  A,  B,  C,  D,  si  AB  est  un  diamètre  du  cercle,  CD  est  un  diamètre  de  l'hyperbole, 
et  réciproquement. 

Soient  /"  =  0  la  conique  donnce,  x^,  y,,,  :„  et  x,,  j/,,  :,  les  coordonnées  des  points  P  et  Q. 
Désignons  par  /■„, 

la  forme  polaire  du  point  P  et  par  /,   celle  du  point  O. 

Toutes  les  coniques  qui  passent  aux  quatre  points  do  rencontre  de  /avec  les  polaires  des  points 
P  et  Q  ont  pour  équation 

/■4-W.  =0; 
prenons  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  cette  conique. 


nous  avons 


F;=/:-hx^/;,-^Vu/;x. 

f;  =  /:  -h  y^fi■.  H-  VoA'=. 


et  l'équation  de  celte  polaire  est 
en  posant 


Ao  +  >/./ooH-Vo/.o=0. 
/  00  ^  •'^0/ X  "^  Voiov  "+"  ^o/oï» 

/lO    =    ^r,/',!   -\-    y,,/,  y  -f-  -0/1  î- 

Nous  voyons  donc  que  cette  polaire  coïncidera  avec  la  droite    /,  =  0,     pour  la   valeur  de  \, 
i 

Comme     /",o  =  fo\,     la  polaire  du  point  n  sera  aussi  la  droite    /"„  =  0. 

Le  Ihéorrme  est  démontré. 

Cela  posé,  prenons  un  cercle  quelconque,  0,  et  considérons  un 
diamètre  AB  et  une  corde  q-ielconque,  CD,  de  ce  cercle.  Le  dia- 
mètre AB  a  pour  pôle  un  point  P  à  l'inTmi,  et  la  droite  CD.  pour 
pôle  le  point  <J.  Considérons  alors  la  deuxième  conique  passant  aux 
points  A,  B,  C,  D,  et  telle  que  le  pôle  de  CD  soit  le  point  P,  le 
pôle  de  AB,  le  point  Q.  Il  s'agit  do  montrer  (jne  cette  conique  est 
une  hyperbole  équilatère.  A  cet  effet,  nous  remarquons  que  les  deux 
diiections  CD,  CP  sont  conjuiruées  ;  de  même,  les  directions  OB,.  00  ; 
or  ces  deux  angles,  marqués  1,  ont  leurs  côtés  respectivement  perpen- 
diculaires ;  en  les  ramenant  à  avoir  le  même  sommet,  nous  passons  de 
l'un  à  l'autre  par  une  rotation  de  tJO"  autour  de  ce  sommet.  Ils  ont 
donc  les  mêmes  bissectrices  ;  ce  sont  les  rayons  doubles  de  l'involution 
(|u'ilâ  forment  ;  ce  sont  les  directions  asymptotiques  de  la  deuxième 
conique. 
Cela  sutTit  pour  établir  la  propriété  demandée. 
Bonnes  solution»  :  MM.  (ï.  I\ot  ;  G.  L*r.H,  à  Ooiial  ;  Mus^ki.. 
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2591.  —  Un  ballon  B,  de  grand  volume  et  renfermant  un  gaz^  communique,  au  moyen  d'un  tube 
capillaire  t  de  diamètre  constant  (un  millimètre),  gradué  en  millimètres  et  incliné  de  30°  sur  V horizontale ^ 

avec  un  tube  T  de  large  section  contenant  du  mercure. 

On  entoure  B  de  glace  fondante.  Quand  Véquilibre  est  atteint,  on  con- 
state que  le  niveau  est  le  même  dans  les  deux  tubes.  On  porte  ensuite  B  à  la 
température  de  30  degrés  centigrades  (30°  C)  ;  le  7iiveau  du  mercure  descend 
de  I62div,5  dans  le  tube  t. 

i°  Sachant  que  la  pression  extérieure  est  de  1  mégadyne  et  que,  dans 
les  conditions  de  l'expérience,  l'angle  de  raccordement  du  mercure  avec  le  verre  peut  être  considéré 
comme  égal  à  45°,  quelle  était  la  pression  du  gaz  à  0°  C  ?  La  tension  superficielle  du  mercure  est  égale  à 
470  (G.G.S.).  [L'espace  nuisible  et  la  dilatation  du  ballon  sont  ici  supposés  négligeables  vis-à-vis  du  volume 
de  C2  ballon.) 

2°  La  densité  du  mercure  à  la  température  ambiante  étant  13,6.  quel  est  le  coefficient  moyen  de  dila- 
tation du  gaz  sous  volume  constant  entre  0"  et  30°  G  ?  Ce  gaz  étant  supposé  parfait,  quel  est  son  coefficient 


li  i  défini  par  la  relation     p>  = -^  jà  100°  ? 


vrai 

P 

3*  Quel  est  le  travail  gj   employé,  dans  cette  expérience,  au  déplacement  du  mercure  ?  Quel  est  le  tra- 
vail ^2  effectué  contre  la  pression  atmosphérique  ? 

4°  Quel  est  le  travail  Ç;,  effectué  par  le  gaz,  en  admettant,  pour  le  calculer,  qu'il  y  a  à  chaque  instant 
équilibre  de  pression  entre  le  gaz  et  le  mercure  ?  Comparer  Ç3  à  la  somme  'fo,  +  ^2. 
Nota.  —  On  prendra  l'accélération  g  de  la  pesanteur  égale  à  981  (C.G.S.). 

(École  polyleclinique,  concours  de  1922.) 

1.  La  pression  initiale  est  égale  à  la  pression  extérieure  diminuée  de   la  pression  capillaire.  Pour 

calculer  celle-ci,  assimilons  le  ménisque   à  une  calotte  sphérique.   Si  r   désigne  le  rayon  du  tube,  la 

tension  superficielle  A  produit  sur  le  pourtour  du  ménisque  une  force    2-rA  cos  45°  =  -rAy/â     d'où 

T.rS  1/2  A 

résulte,  sur  le  cercle  de  base   ry-,    la. pression —  =  —  \ft.     L'application  numérique  donne 

Ttr^  r 

470      _ 

v/2=i3  294. 


0,05 

La  pression  initiale  est  donc    p,^  =  10** —  ^/t  =  986  706  baryes. 

2.  Si  /désigne  le  déplacement  du  mercure  dans  le  tube  ^  et  [jl  sa  masse  spécifique,  la  variation  de 
pression    p  —  p^     entre  0"  et  30°  correspond  aune  dénivellation  du  mercure     /  sin  30°  =  —     et  l'on  a 

p  —  Po  =  ^  [x^  =  8,125  X  13,6  X  981  =  108  400. 

r)  p 

Le  coeflicient  moyen  de  dilatation  a  est  défini  par  l'expression    a  =  —  ;      t  étant  égal  à  30, 

on  trouve     a  =  0,003013. 

Si    p  =  p„(lH-aO,      -^  =  «Po     et    fi=         '   ^        Pour     t  =  m,     p=     ;    ;     '     =0,00265. 
dt  1  -f-  oLt.  1,0010 

3.  Le  poids  du  mercure  fournil  un  travail  négatif  dont  la  valeur  absolue  est  le  produit  du  poids 
du  mercure  qui  a  disparu  du  tube  t,  ■r.r'^l^g,  par  le  déplacement  vertical  de  son  centre  de  gravité  qu'on 
peut  regarder  comme  égal  à  la  moitié  de  la  dénivellation,  puisque  le  niveau  dans  le  tube  T  n'a  pas 

sensiblement  varié.  Ce  travail  est  donc  égal  à    —izr^lug  —• 


470  PHYSIOCE  ET  CHIMIE 


La  tension  superficielle  appliquée  au  pourtour  du  ménisque  dans  le  tube  l  fournit  un  travail  positif 
égal  au  produit  -rX^'il  et  si  R  désigne  le  rayr.u  du  tube  T,  s  le  déplacement  du  niveau  dans  ce  tube, 
la  tension  suporficiclle  y  fournit  un  travail  négaiif  dont  !a  valeur  absolue  est  -R\^'-it.  Mais  la  conser- 
vation du  volume  total  du  mercure  exige  que  l'on  ail     -.l\-e  =  r.r^l,     ce  qui  donne,  pour  le  travail  de  la 

tension  superficielle,  rexpres>ion     -rAv''î/(  1 —  j     dans  laquelle   le  second  terme  est  négligeable. 

On  en  déduit. 

C  ,  =  —  r.r-l-jig  -j-  +  T.rlh^t  =  —  69i5  -^  1  G9G  =  —  î)  219  ergs. 

Le  travail  de  la  pression  almo.<!phériqup,  que  nous  désignerons  par  ^j  est  négatif  et  égal,  en  valeur 
absolue,  au  i)roduit  de  cette  pression  par  l'auLinentation  de  volume  du  mercure  dans  le  tube  T  où  il 
est  en  contact  avec  l'atmosphère,  r.li't   ou   r.r*/.  On  a  donc 

^i  =  -  r,r*l  X  10»  =  —  127  600. 
4.  Le  travail  ellectué  par  le  gaz  est  le  produit  de  son  augmentation  de  volume,  r.r*l,  par  la  pression 
moyenne  qu'il  exerce  sur  le  mercure  pendant  le  déplacement  de  celui-ci.  Or,  celte  pression  moyenne, 
correspondant  ;\  la  dénivellation  moyenne,  est  c^'ale  à  la  pression  initiale  p,^  augmentée  de  la  moitié  de 
la  variation     /) — />„.     Donc  on  a 

Ç3  =  ^r2/(10«--A.^ÏH_  L  ag). 

En  comparant  celte  expression  à  celles  de  f>,  et  de  Ç^,  on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

fi   H-  11, -4-  fa  =  0. 

On  pouvait  le  prévoir,  puisque  cette  somme  ml  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  appli- 
quées au  mercure  dans  une  transformation  où  celui-ci  ne  subit  aucune  variation  d'énergie,  ni  cinétique 
ni  potentielle. 

Bonne  solution  de  MM.  G.  Hkle  et  Cli    Simon,  à  Nogent-le-Rotrou. 


2592.  —  four  cnunnilre  la  cono  utruliim  d'une  eau  oxyginée  commerciale,  ou  en  prend  S'^'"^  que  l'on 
mélangf  avec  un  exci^s  d'une  solution  d'iodure  de  potassium,  lorsque  la  réaction  est  terminée,  le  liquide  a 
pris  une  rolurulion  hrune  qui  dispnra'tl  au  contact  d'une  solution  d'Iiyposulfite  de  sodium.  ()n  constate  que, 

pour  obtenir  relie  décolora  lion,  il  faut   employer  50  «■'"•'  d'une  solution  d'hi/posul/ite  à—  de  molécule  par 

o 

litre,  h'n  déduire  lu  teneur  en  poids  de  l'eau  oxygénée  contenue  ditns  un  litre  de  la  solution  et  dire  son  titre 

commercial  en  volumes. 

De  cette  eau  oxygénée  on  fait,  jar  addition  d'eau,   une  dilution  telle  quelle  occupe  un  volume  égal  à 

lu  fois  relui  île  la  solution  primitive.   Puis,  dans  [OW"^^  de  cette  eau    oxygénée  diluée  (pie  ion   additionne 

d'acide  sulfurique,  on  fait  tomher  goutte  à  goutte  une  solution   de  permanganate  de  potassium  jusqu'à    ce 

qu'elle  cesse  d'être  décolorée,  h'n  supposant  que   la   concentration  de  permanganate  soit  de  ——  de  molécule 

par  litre,  dire  combien  il  faudra  employer  de  centimètres  cubes  de  celte  solution  pour  que  la  ligueur  prenne 
une  teinte  rose  persistante. 

Enfin,  à  lODc'"'  d'une  solution  de  ehlorun  d,;  baryum  à  ib'  par  litre,  on  ajoute  Ct"*^^  de  l'eau 
oxygéner  initiale,  et  l'tni  dirige  dans  le  liquide  la  lotiilité  du  gaz  résultant  de  la  dissolution  complète  de 
2  grammes  de  mercure  dans  un  excès  d'acide  sulfurique.  Dire,  en  suppo-iant  que  l'on  opère  à  l'abri  du  contact 
de  l'air,  quel  eorps  se  j)}oduira  dans  ces  conditions  et  quel  en  sera  le  poids. 

Ou'itrrivrait  il  si,  utie  fois  celle  réaction  terminée,  on  ajoutait  au  liquide  de  l  acide  azotique'.' 

fhi'aii  irriiiit-il  si,  nu  Heu  d'ucidc  azotique,  on  ajoutait  de  l'ammoniaque  '.* 
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Poids  atomiques  :       Cl  =  3o,f);       0  =  16  ;       S  =  32  ;       Ba  =  l37,o  ;       Ilg  =  20Ô. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène  calculé  avec  la  densité  de  ce  gaz  égale  à  1,103. 

(École  polytechnique,  concours  de  1922) 
L'eau  oxygénée  donne  avec  Tiodure  de  polassium  la  réaclion 

SKI-^IPO^  =  2K0I1-J-P. 
L'iode,  qui  donne  au  liquide  la  coloration  brune,  produit  avec  l'hyposuifile  de  l'iodure  el  du  létra- 
ll]i.onate  de  sodium  suivant  l'équation 

SS^O^iNa^  ^  F  =  S^O^\a^  -h  2NaL 
On  a  employé  SQcm^  de  solution  qui  contiennent  10  millimolécules  d'hyposulfile.  A  ces  10  millimo- 
lécules  correspondent,  d'après  les  équations  des  réactions,  o  millimolécules  d'iode  et  5  millimolécules 
d'eau  oxygénée.  L'eau  oxygénée  employée  renferme  donc  1    millimolécule  par   centimètre   cube   et 
1  molécule  ou  34  grammes  par  litre. 

Or  à  chaque  molécule  correspond  1  atome  d'oxygène  actif,  soit  1 1',2. 

Le  permanganate  additionné  d'acide  sulfurique  donne  avec  l'eau  oxygénée  la  réaclion 

2MnO^K -4- SSO^H^ -h  SH^O^  =  2S0*Mn  +  SO*K^ -^  8H^0 -f- 50». 
L'eau  oxygénée  diluée  ne  contient  plus  qu'un  dixième  de  molécule  par  litre  et  les  100<""^  employés 
représentent  10  millimolécules.  A  ces  10  millimolécules  en  correspondent  4  de  permanganate,  qui  sont 
contenues  dans  40  centirrièlres  cubes  de  la  solution  de  ce  sel.. 

L'acide  sulfurique  réagit  sur  le  mercure  en  donnant  de  l'anhydride  sulfureux  : 

Hg-+- 28041^  =  S041g  +  2H^0  +  S0^ 
Cet  anhydride,  au  contact  de  l'eau  oxygénée,  est  oxydé  et  redevient  de  l'acide  sulfurique,  lequel 
réagit  sur  le  chlorure  de  baryum  : 

BaCP  +  SO^H^  =  S04ia  +  2HCI. 

Mais  comme  on  a  utilisé  2  grammes,  c'est-à-dire  10  milliatomes  de  mercure,  on  a  produit  10  milli- 
molécules de  gaz  sulfureux  et  comme,  d'autre  part,  les  O^m^  d'eau  commerciale  à  une  molécule  par 
litre  ne  contiennent  que  6  millimolécules  d'eau  oxygénée,  on  transforme  seulement  6  millimolécules  de 
gaz  sulfureux  en  acide  sulfurique;  les  4  autres  restent  simplement  dissoutes,  sans  s'oxyder  puisqu'on 
opère  à  l'abri  de  l'air.  Ces  6  millimolécules  d'acide  sulfurique  se  changent  en  6  millimolecules.de  sulfate 
pesant     6x  233,5  =  1401  milligrammes. 

L'acide  azotique,  ajouté  au  liquide,  oxyderait  les  4  millimolécules  restantes  d'anhydride  sulfureux 
et    déterminerait    la    formation    de    4    nouvelles    millimolécules     de    sulfate    de     baryum    pesant 

4  X  23;i,5  =  934  milligrammes. 

L'addition  d'ammoniaque  neutraliserait  la  liqueur  qui  contient  des  acides  sulfureux  et  chlorhydrique 
et  déterminerait  la  précipitation,  impossible  en  liqueur  acide,  de  4  millimolécules  de  sulfite  de  baryum 
SO^Ba,  pesant    4  x  217,5  =  870  milligrammes. 

G.  HÈLE  et  GH.  SIMON,  à  Nogent-le-Rolrou. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


2663  —  On  donne  une  parabole,  y^  —  2pK  =  0,  i-apportéc  à  des  axes  rectangulaires.  En  un  point  A 
de  la  courbe,  on  mèrjc  la  normale,  qui  rencontre  la  parabole  ou  un  deuxième  point  B. 

l»  Calculer  la  longueur  AL»  en  fonction  de  l'ordonnée  t  du  point  A.  Pour  quelle  valeur  de  t  cette 
longueur  est-elle  minimum'? 

•2°  Dans  le  cas  du  minimum,  calculer  la  longueur  de  l'arc  Al?  et  l'aire  limitée  par  l'arc  AB  et  la  corde  AB. 

3'  Le  poiot  A  étant  quelconque  sur  la  parabole,  on  prend  sur  la  tangente  en  A  un  point  M  tel  «lue  la 
longueur  AM  soit  égale  à  la  longueur  AB,  el  tel  que  l'ordonnée  de  M  soit  supérieure  à  celle  de  A.  Montrer 
que  le  point  M    décrit  une  courbe  unicursale   C,  du  quatrième  degré.  Construire  celle  courbe. 

4°  Montrer  qu'a  tout  point  M  de  la  courbe  C  correspond  uu  point  A  de  la  pirahole.  l'ne droite (pielconque 
I)  rencontre  la  courbe  C  en  quatre  points,  auxquelles  correspondent  quatre  points  A  de  la  parabole.  A 
quelle  condition  doit  satisfaire  la  droite  I)  pour  que  ces  quatre  points  A  soient  sur  un  cercle? 
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Celle  condition  t'ianl  remplie,  Irouvcr  et  con-tniire  le  lieu  des  points   de  rencontre  du  cercle  et  de  la 
droito   I).  G.  P. 

2664.  —  On  considère  lu  surface  S  représcnltt'  paraniétriqucment  par 

X  =  3m  (i -hr^)  — «'.  y  =  2v  {\-+-u^)  —  v\  s  =  3(m»  — r«). 

{0  Montrer  qu'en  tout  point    M    de   S,    la  seclioii  faite  par  le  plan  tangent  est  une  courbe  ayant  un  point 
double  en  ce  point  en  lequel  les  tangentes  Ml  et  Ml'  sont  rectangulaires. 

2°  Par  toute  normale.  MN,    à  celte  surface,  il  jiasse  deux  plans   rectangulaires  normaux  à   S  en  tous  les 
points  où  ils  rencontrent  la  surface. 

3°  Les  traces  de  ces  deux  plans  sur  le  plan  langent  en  M  sont  les  bissectrices  de  l'angle  de  MI  avec  MI'. 

H.  HARTHELEMY.  élève  à  l'Ecole  des  Mines. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ALGÈBRi:    KT    ANALYSE 


2576.  —  On  considère  In  fonction     x  =  D.  arc  sin  x. 
1*  Montrer  que  la  fonction     y  =  z  -\-  z'     satisfait  à  une  équation  di/férentielle  de  la  forme 

A  et  b  étant  des  polynômes  entiers  en  x, 

*!'  Intégrer  cette  équation.  Dire  dans  quels  intervalles  les  intégrales  sont  définies. 

3°  Trouver  la  série  entière  qui  représente  la  fonction    - —  et  donner  l'expression  générale  des   coef- 
ficients. 

i  X 

1.  La  roDClion    :  =  I)arcsinx    est  égale  à    -t===j    la  fonction  :' est  égale  à    ..  ^r^î    par 

conséquent,  la  fonction     y  =  z-h  z'    est  égale  k 

i  -h  X  —  X* 

y  = T-- 

Calculons  y';  nous  avons 
,_      1  — 2x  3x(lH-x  — I»)    _    (1  -  a-)(<  —  2x)  -h  3z(i  -\-x  —  x*)    _    —  i'  -t-  2x»  4-  x  ->-  t 

y   —  T      *~         ;  T         ~  T  ■"  ± 

(1  -  X»)  »  (l-x»)«  (1  — x')»  (1— J^')' 

Il  n'y  a  qu'à  diviser  y'  par  y  pour  apercevoir  la  relation  demandée  : 

y'         —  x'  -h  2x'  -h  X  H-  1 
y         (1  —  x-)(l  -+-X  —  x') 
ou     Al/'  -+-  Bj/  =  0,     A  et  B  étant  les  deux  polynômes 

A  =  (1  —  x')(i -f-x  — x').  B  =  x'  — 2x-  — X  — I. 

2.  Pour   intégrer    cette  équation   différentielle,  nous  décomposerons  la  fraction  rationnelle  en 

..                .      ,                                  A               B               C                D 
éléments  smiples  : h 1 1 —s 

1— X         1-+-.''         X  —  a  s  —  p 

«  et  P  étant  les  deux  racines  du  trinôme        x*  —  x  —  1  =  0,        a  =  5-^'        P  =  — 5 

Nous  aurons  Itjut  de  suite  A  et  H,  en  multipliant  successivement  la  fraction  par     i  —  x,     1 -+- x 

3  3 

et  faisant     .r  =  I      ou     .r  =  —  I  ;     nous  trouvons   ainsi      A  =  — 1     B  =  —  — •     Celte  partie   de  la 

3 

fraction  est  donc  — 

2 

en  la  retrancliant  de  la  fraction  totale,  nous  obtenons 

-  ./■'  ->-  2x«  -f-  X  4-  i  -  3x(l  -H  X  -  j*) 
(1  — x')(l-+-x  — X») 


(-1 '—)  =  ^i-; 

\1—  X  Ihx/  1  —  x' 
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2a;3  —  a;2  _  2a;  -4-  1  l  —  2x 

ou 


(1 — X^){l-[-X  —  X*)  i-^x  —  x^ 

f'(x)  i  { 

Cette  quantité  est  de  la  forme      ,,   ,  ;    elle  se  décompose  donc  en \ -^   et,  flnalement, 

^  f{x)  X  —  a  X—  p 

3_  _3_ 

v'         ^  "F  1  1 


y         1  —  X        i  -\-x        x  —  a        X  —  p 
L'intégration  est  dès  lors  immédiale  et  nous  pouvons  écrire 

l|-  =  -|-L  I  [i-x){\  -+-X)  1  -+-L  I  (x-a)(x  -  P)  I  . 

Si  X  est  compris  entre  — l  et  -h  1,  le  premier  logarithme  porte  sur  1 — x*.  Dans  le  cas 
contraire,  il  porte  sur  x^  —  1.  Nous  avons  donc  deux  formes  d'intégrales  suivant  que  x  est  ou  n'est 
pas  dans  l'intervalle     (—1,     +  1)  : 

X^  X  —  1  n  ^*  ^  ^ 


v' 

3.  Pour  développer  la  fraction    —    en  série,  il  faut  faire  la  somme  de  quatre  progressions  géomé- 
triques qui  correspondent  aux  quatre  fractions  simples  : 

3  3     • 

=  -3-  (1  -t-  X  4-  x2  -+-  x'  H ), 


^(1  —  x)         2 


3 

=  —  (— 1-hx  — x2-Hx3  4----). 


2(1  +  x)         2 

Il  \  X  X 

a  X  a         a^  a 

1 

a 

1  1  X  X2 


X  —  P  P  fi^  p3  pn  +  1 

11 

et  l'on  aura  à  évaluer  les  sommes  des  puissances  semblables, 1-  -r->     des  racines  de  l'équation  aux 

a"         p" 

inverses  des  racines  du  trinôme.  Cette  nouvelle  équation  est 

x2  -1-  X  -  1  =  0, 
et  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  sont  données  par  les  formules  de  Newton  : 

S,  +  1  =  0, 

S2  +  S,  —  2  =  0, 
S3  -h  S,  —  Si  =  0, 


On  -h  S„_i  —  ^n-i  —  t), 

On  en  déduit  Sj  =  —  1,  Sa  =  3,  S3  =  —  4,  84  =  7;  la  loi  de  formation-  est  très  simple  :  les 
signes  sont  alternés,  —  et  -h,  et  les  valeurs  numériques  celles  de  la  suite  1,  3,  4,  7,  .  . .,  où  chaque 
terme  est  la  somme  des  deux  précédents.  La  somme  des  deux  premières  séries  est 

3{x -H  x^»  +  x"  H ), 

et  celle  des  deux  autres, 

1  —  3x  4-  4x*  —  Tx^  -h  •  •  . 
Il  n'y  a  qu'à  faire  la  somme  totale  pour  avoir  une  série  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  x   telles 

que  |x|<iïlll. 

Bonnes  solutions  :  MM.  George  Hèle  et  Charles  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou  ;  F.  Maisonnet,  lycée  Carnot  ;  R.  Gavionet,  h. 
Belfort, 
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2578.  —    Variations  de  ta  f onction     y  =  xf 

Si  l'on  change  x  on  —  x,  y  se  change  en  —y;  donc,  la  courbe  qui  représente  les  variations 
de  la  fonction  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine.  Il  suffit  d'étudier  les  variations  de  la  fonction  pour 
les  valeurs  positives  de  x. 

La  fonction  est  continue  pour  ces  valeurs,  excepté  pour  j  =  I.  Nous  étudierons  sa  variation 
dans  les  intervalles    (0,  1  —  e),    (1-he,  4-«). 

La  dérivée  est  ,  "77     1 -h  x* 

elle  est  toujours  positive,  donc  la  fonction  est  croissante. 

Pour  a-  =  0,  y  =  0  ;  pour  x  =:  1  —  e,  l'exposant  de  e  est  infiniment  grand  positif,  donc  7 
est  infini  ;  pour    x  =  1  -h  e,     l'exposant  est  infiniment  grand  négatif,  y  est  inflniment  petit.  Enfin  pour 

x=-+-x,      ?/   =   -f-30. 

On  obtient  ainsi  les  deux  branches  de  courbes  ()l>,  asymptote  à  la  droite     x  =  1,     et     AM. 

1 

a  pour  limilo  c,  donc  la  tangente  à  l'origine  a  pour  pente  e  Com- 


Pour    X  =  0,      —  =  e 

X 


parons  l'ordonni'c  y  de  la  courbe  à  l'ordonnée  Y  de  celle  tangente; 
nous  avons 


y  —  Y  =  xL<?  —  f  I 


comme 


t  -  j- 


1  —  X 


-     est  supérieur  il  1,     e  est  plus  grand  que   p, 


cl     y  _  Y     est  positif.  Donc  la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente. 
^  Cherchons  maintenant  la  tangente  au  point  d'arrêt  A(.r  =  l,  y=0). 


Pour  cela,  il  faut  avoir  la  limite  de 


y 


X  —  1 


pour     X  =  I  H-  £.     On 


peut  écrire 

'/ 


x  2Lx  +  1        J  --  jj 


X  -  1  J-  —  1 


z=  xe 

1 


2(x  +  1l        <• 


'.'(J-  -  Il 


—  1 


'"■"*■",     a  une  limite  dillé- 


niiand   X  Irnd  \ers  1    par  valfurs  supérieures,  le  premier  facteur,     xc 

0 
rente  df  /•  ro.  fl  le  (b'nxi.-mo  se  présente  sous  la  forme  indéterminée    —  • 

Pour  lever  riirl.-lrrniinalion.  posons     x  =  I  h   -^  •    :  étant  inliiii  j.ositif,  nous  avons 


V(X  -   I  ) 


—  1 


et  l'on  sait  (|ue  Cf',lte  (piantité  est  nulle  pour     :  =  -H  x  . 

Donc    — - —    a  pour  limite  zéro  et  la  tangente  au  point  A  est  l'axe  des  r. 

X  —  l 

1 

F'our  étudier  la  branche  infinie  AM,  nous  remplaçons    c'~"    par  son  développement  en  série 
limitée  :  y  =  x|  »  .^-^J—^+  (l-x»)«J' 
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"k  restant  fini  pour  x  =  -i-  ce ,  on    y  =  x 


Ix 


x'-—l         (a-^  — 1)2 
En  divisant  a?  par    x^  —  i     et  par     (x^  —  1)%     nous  avons 

X  If!  X  _      \ 


x^  —  l 


(x^—if 


{X  et  V  restant  finis,  et  en  remplaçant  les  quotients  par  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y ,  nous  pouvons 
mettre  y  sous  la  forme  y 


1  k 

X ! 

X         x' 


k  restant  fini  pour    x  =  4-  x  . 

Ceci  nous  montre  que  la  courbe  est  asymptote  à  la  droite     Y  =  x,     et  que  la  diftérençe 

{  k 

i 

a  le  signe  de pour  les  valeurs  infiniment  grandes  de  x. 

Donc  la  branche  de  courbe   AM  est  au-dessous  de  l'asymptote. 

La  construction  de  la  courbe  fait  apparaître  un  point  d'inflexion  sur  la  branche   AM.  Si  on  calcule 

1 


y",  on  obtient 


y"  =  e 


(l  -  x^-)^ 
Le  point  d'inflexion  a  pour  abscisse    V^. 

On  achève  ensuite  par  symétrie  par  rapport  au  point  0  et  on  obtient  la  courbe  qui  représente  les 
variations  de  la  fonction.  F_  MAISONNET,  lycée  Carnot. 

Bonnes   solutions  par  MM.  Raymond  Baras,   école   nationale   d'arts   et  métiers   de  Paris  ;    Philippe  Carbé,   à  Paris  ; 
C.  Delvoye  ;  A.  Hutinel,  à  Cannes;  E.  Pecqdeur,  à  Airesur-la-Lys  ;  Georges  Hè(.e  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou. 
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2572.  —  1°   Trouver  V équation  d'un  cercle  (G)  tangent  à  Oy  et  rencontrant  l'axi'.  des  x  en  deux  points 
A  et  B,  tels  que   AB    ait  une  longueur  constante.  Lieu  du  centre  du  cercle  (C). 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  du  cercle  (C)  avec  les  tangentes  parallèles  à  Ox.  Construire  ce  lieu. 

3°  Soient  (C)  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  qui  est  orthogonal  au  cercle  (C),  (C")    le  cercle 

décrit  sur  AB  comme  diamètre.  Trouver  le  lieu  décrit  par  l'un  des  points  de  rencontre.  M,  des  deux  cercles. 

4°  On  suppose  que  le  point  de  contact  avec  Oy  décrive  cet  axe  avec  une  vitesse  constante  et  égale  à  a, 

Trouver  les  coordonnées  polaires  du  point  M  en  fonction  du  temps.  Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

1.  L'équation  générale  des  cercles  tangents  à  Oy   au  point  d'ordonnée  ^  est 

x^  -^y^  —  2ax  —  2?»/  -t-  p-î  =  0 . 
Ce  cercle  variable  coupe  O.r    aux  points  dont  les  abscisses 
sont  racines  de  l'équation 

X-  —  2ax  -4-  ^»  =  0. 
Soient  x'  et  x"  ces  deux  racines;  elles  vériQent  la  relation 
x'  -+-  x"  =  2a,  x'x"  =  ô^ 

qui  entraînent  la  relation 

(x'  -  x")2  =  4(a2  —  p»). 
Désignons  alors  AB  par  21,  nous  aurons 

a2  —  p  =  r-. 

Telle  est  la  relation  qui   existe  entre  a  et  p  ;  c'est  l'équation 
du  lieu  du  centre  et  nous  voyons  que  ce  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes. 
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2.  Les  points  docontacl  des  langenles  parallèles  à  Ox  sont  sur  le  diamètre  du  cercle  qui  est  parallèle 
à  O7;  leurs  coordonnées  sont  donc 

•'•  =  «,  y  =  ^  ±:  p. 

en  appelant  p  le  rayon  du  cercle;  or,      p  =  ï  ;     nous  avons  donc  à  trouver  les  lieux  des  deux  points 

x=  a,  y  =  p  H-  a  ; 

et  X  =   a,  »/   =  p  — a, 

a  et  ^  étant  liés  par  la  relation 

a'-?î  =  ^. 
Nous  trouvons  ainsi  les  deux  courbes 


y 


i .7 


±ty  -h  /»  =  0, 


et 


j/-  -h  2.ry  -f-  /'  =  0. 


Ce  sont  deux  hyperboles  ayant  l'origine  pour  centre   et  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport 
aux  axes.   Elles  sont  aisées  à  construire;  il  est  inutile  de  s'y  attarder. 

3.  Le  cercle  (C),  qui  a  pour  centre  le  point    O  et  qui  est  orthogonal  au  cercle  (C),  a  pour  équatioa 

x^'-hy'  =  p*  ; 
le  cercle   (C")    décrit  sur  AH   comme  dinmèlre  a  pour  équation 

X*  -h  y-  —  2ajH-  p  =  0. 
Nous  aurons  le  lieu  des  points  de  rencontre  en  éliminant  a  et  ^  entre  ces  deux  équations  et  la  rela- 
tion ftî  —  ^2  =  IK 
Nous  avons  successivement     p*  =  x-  h-  j/', 

a             <^/   .          „                           X-  -f-  »/- 
2aj-  =  2(a:» +  »/=).  a  =  —, 

X 

y^    -(x^H-y.)-/--  =  0; 

Cette  dernière  équation  est  l'équation  du  lieu  et  s'écrit,  toutes  réductions  faites, 

y\x^- -^  ]f-)  —  l-.r-'  =  Q . 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré  dont  nous  trouverons  l'arc  situé  dans 

y* 
le  premier  quatirant  en  étudiant  s  en  fonction  de  y  :     x  =  — . . 

Nous  voyons  que    y  ne  peut  varier  que  de  0  i  /  ;    x   varie  alors  de  0 

f/,r 
à  4-  30  .     En  formant      — : — .    nous  vorifioDs    facilement  que    x  croit 


0 


.'M 


^iy 


^  constamment  dans  l'intervalle    (0,  H.    L'arc  de  courbe   OM,   rst  alors 

facile  à  tracer.  Nous  aurions  la  courbe  tout  entière  en  prenant  les  arcs 
symétriques  par  rapport  aux  deux  axes  de  coordonnées. 

4.  L'hypothèse  que  nous  avons  faite  sur  le  mouvement  du  point  C  nous  donne     P  =  at,     en  pre- 
nant pour  origine  du  temps  l'instant  où  p   est  nul.  Les  coordonm^es  polaires  du  point    M  sont  évi- 

/                       /                             ^  .       .,       ,         . 

demmenl     p  =  «/,     et     tg  (•>  = — >     tg  w  =  — •>  w  =  arc  Ig ;     celte  dernu.'re  équation  provenant 

p  ni  at 

de  l'équution  polaire  du  lieu  de  M  : 

p  sii)  '■>  =  /  cos  w. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  le  mouvement  du  point  M  (juand  /  croit  de  0  à     -f- ao  .      Dans  ces 
conditions,  p  croit  de  0  à  -h  oc,  et  Igw  décroît  do   -h  »  à  0,  cesl-à-dirc  que  «»  décroît  de      — -      à  0. 

Nous  retrouvons  bien  ainsi  l'arc  de  courbe,  OM,  que  nous  avons  déjà  tracé  et  que  nous  pourrions  ainsi 

placer  avec  précision. 

do  '  dtti  ds 

Les    composantes  habituelles  de    la  vitesse   sont    v,= -y-,  l'r  — p— r-;  or,  -7— =  «1     y.  est 

at  al  al 

constant  ;  d'autre  part, 
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rfw                      1 

.-/\ 

dt    ~   ,         /^      ' 

V  a<2  ; 

*    '    aH^ 

Up  =  — - 

aHt 

-al 


/2  +  uH^  ' 


donc  -r 

/-  H-  a-r- 

Au  départ  Up  est  nul,  et  la  vitesse  est  égale  à  a;  elle  est  dirigée  suivant  Oj/,  ce  qui  montre  à  nou- 

veau  que  la  première  tangente  est  Oy.  En  second  heu,      ——      et  Up  sont  toujours  négatifs,  le  rayon  OM 

tourne  toujours  dans  le  sens  négatif. 

Voyons  comment  varie  Up  en  valeur  absolue  :  nous  avons 

rfup  l^  —  a^l^ 

la  grandeur  positive  —  Vp  croît  d'abord,  quand  t  varie  deO  à  — ,  et  décroît  ensuite. 

a 

Lti  vitesse  v,  donnée  par 

/ 
part  de  a,  croît  quand  t  croît  de  0  à  —  ?   puis,  décroît  et  tend  vers  a  quand  t  croît  indéfiniment.  Le  maxi- 
mum a  lieu  au  point  M,  tel  que    p=a.—  =/etw=r  — 

a  4 

Bonnes  solutions  :  MM  Baras  ;  G.  Lach,  à  Douai  ;  H.  Sebban  ;  J.  Marvillkt,  à  Vesoul  ;  H.  Gaogain  :  A.  Hotinel; 
H.  Baorie  ;  M.  Rioult  ;  M.  Winants;R.  Chirol  ;  G.  Lhémanne  ;  G.  R.,  à  Paris  ;  F .  Maissonbbt  ;  R.  Gavignat;H.  Pecquedr  ; 
G.  Hélo;  R.  Tassel,  à  L.  L    G.  ;  Brodeau. 


2577.  — On  considère  trois  points  fixes  A,  B,  G,  en  ligne  droite,  et  un  cercle  variable,  w,  passant 
aux  points  A  et  B;  soit  w  le  centre  de  ce  cercle. 

Par  le  point  G,  on  mène  la  droite  Gw,  qui  rencontre  le  cercle  aux  points  M  et  M'.  Lieu  de  ces  points 
quant  w  varie. 

Nous  prenons  comme  axe  des  x   la  droite   ABG  et  comme  axe  des  y  une  perpendiculaire  au 
milieu  0  de  AB;  nous  désignons  par    dta     les  abscisses  des  points  A,  B  et  par  b  celle  de  G.  On  peut 
toujours  supposer  a  et  6  positifs,  en  choisissant  convenablement  la  direction  positive  de  Ox. 
Un  cercle  quelconque  passant  par  A  et  B  a  pour  équation 

a;2  +  y2  _  21t/  —  a-  =  0, 
le  centre  w  ayant  pour  ordonnée  a;  par  suite  l'équation  de  la  droite  Gw  est 

X        y 

ï+T-'  =  "- 

Nous  aurons  l'équation  du  lieu  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations.  Nous  obtenons  ainsi 

^x^^a^)(x-b) 
x-\-b 
Cette  équation  représente  une  .cubique  circulaire,  symétrique  par  rapport  à  Ox,  passant  par  les 
points  A,  B,  G  et  asymptote  à  la  droite  A,     x-^-b  =  {i,    qui  rencontre  Ox  au  point  D,  symétrique  de  G 
par  rapport  au  point  0. 

A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  opposées,  qui  seront  réelles  si  x  vérifie 
l'inégalité 

(x'  —  a%t  —  b){x -f-  /<)<  0. 
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Four  discuter  celte  inégalité  il  faut  distinguer  deux  hypothèses. 

I.  6  >  a.  —  Linégalilé  est  vériliée  pour  kï  valeurs  de  x  comprises  dans  les  intervalles  ( —  6,  —  a) 
et     (a,  b). 

Quand  X  croit  de  —b  à  —a,  la  valeur  positive  de  y  varie  d'une  manière  continue  de  -h» 
à  0,  et  quand  x  croit  de  a  à  6,  elle  part  de  0  pour  revenir  à  0,  passant  ainsi  par  un  maximum.  Nous 
avons  ainsi  la  figure  1,  où  nous  avons  représenté  également  la  courbe  correspondant  aux  valeurs 
négatives  de  y. 

^     y 


A 

\ 

y 

D 

\ 

B^ 

1' 

0 

'  v^ 

y 

œ 

X 


Kig.  1. 


Kig.  2. 


Aux  points  A,  H,  C,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Or,  car  les  rapports 


.r  -ir  a         X  —  a 


X  —  b 


augmentent  indéfiniment  quand  x  tend  respectivement  vers  les  valeurs    —  a,  a,  b. 


II.    b  <^  a.    — Dans  ce  cas,  y  est  réel  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  aux  intervalles  (—a, —  b) 
et  (6,  a),  et  l'on  a  la  figure  2, 

Kemarqur.  —  On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  la   dérivée  a  une  seule  racine  acceptable  comprise 
toujours  entre  a  et  6. 

En  etfet,  de  l'équation  de  la  courbe  nous  tirons 

,  2/-(x) 

en  posant 

/(x)  =  x«  -h  *x»  -  b^x  —  an. 
Pour  étudier  los  racines  de  ce  polynôme,  nous  appliquons  le  théorème  de  Rolle.  La  dérivée  est 

/•'(x)  =;  \\bx^  -h  26x  -  b^  ; 


—  b     el    — 


elle  a  pour  racines 

!■  JL'urons  la  siiile  de  Itollc  et  mettons  en  évidence  les  signes  de  f(x)  pour  les  nombres  de  celte  suite  : 

b 


Signe  de  /"(x) 


-6 


0 


b{b*  —  a') 


Si     />  <  a    f/îf/.  2)  la  dérivée  a  une  seule  racine  réelle,  positive,  el  on  vérifie  aisément  qu'elle  eit 
comprise  entre  b  cl  a. 

Si     /;  >  a     [/ig.  I),  la  dérivée  a  trois  racines  réelles,  deux  négatives  et  une  positive.  Celle-ci  est 
comprise  enir.>  n  .t  b,  et  les  deux  négatives  sont  extérieures  à  l'inlervalle  ( —  b,     —  a). 

Il    GAVIGNET,  à  Belforl. 

MM.  II.  Gaugain  et  G.  Roy  ont  montré  que  le  lieu  était  une  courbe  anallagmatique  el  ont  déterrainé  les  pôles  et  les 
déférentes. 
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Fig.  3. 


Solution  géométrique  par  R.  Deaux,  Virelles,  Belgique. 

Un  cercle  quelconque  passant  par  A  et  B  contient  aussi  les  points  cycliques  I  et  J  du  plan  ;  son 
centre  w  est  le  pôle  de  la  droite  IJ.  La  question  posée  peut  donc  être  généralisée  projectivement 
comme  suit  : 

On  considère  un  faisceau  ponctuel  de  coniques  (w)  qui  passent  par  quatre  points  fixes  A,  B,  I,  J  et  on 
joint  un  point  fixe,  C,  situé  sur  AB,  au  pôle  w  de  la  droite  IJ  relativement  à  la  conique  (w).  La  droite  Cw 
rencontre  la  conique  (w)  en  deux  points  M   et  M'  dont  on  demande  le  lieu. 

On  sait  que  le  triangle  EFG  formé  par  les  points  d'intersection  des  couples  de  côtés  opposés  AB 

et  IJ,  AI  et  BJ  et  des  diagonales  AJ  et  BI  du  quadrila- 
tère de  base  ABJI,  est  autopolaire  par  rapport  à  toute 
conique  (w)  du  faisceau;  il  en  résulte  que  les  pôles  w  de 
la  droite  IJ,  qui  passe  par  E,  relativement  à  ces  coniques 
sont  situés  sur  FG. 

Or,  celte  ponctuelle  des  pôles  est  perspective  au 
faisceau  des  tangentes  en  I  (ou  J)  aux  coniques  oj  et  par 
suite  projeclive  à  ce  faisceau  de  coniques.  Donc  le  fais- 
ceau décrit  par  la  droite  Cw  est  lui-même  projectif  au 
faisceau  de  coniques  correspondantes.  En  vertu  d'un 
théorème  classique  dû  à  Chasles,  les  éléments  M  et  M', 
communs  à  un  rayon  et  à  sa  conique  homologue  dans  la 
projeclivilé  précédente,  décrivent  une  cubique  r  passant  par  les  points  de  base  A,  B,  I,  J,  C  des  fais- 
ceaux générateurs.  De  plus  la  tangente  en  G  est  le  raycn  CK  homologue  de  la  conique  dégénérée 
(AB  — IJ)  qui  passe  en  G  et  les  tangentes  en  A,  B,  I,  J  sont  les  tangentes  en  ces  points  aux  coniques 
du  faisceau  qui  correspondent  respectivement  aux  rayons  CA,  CB,  CI,  CJ.  Les  tangentes  en  A  et  B 
touchent  la  même  conique  du  faisceau,  celle  pour  laquelle  le  point  L  est  le  pôle  de  IJ  ;  ces  tangentes 
sont  donc  KA  et  KB. 

Les  tangentes  en  I  et  J  sont  visiblement  CI  et  CJ.  D'autre  part,  comme  les  points  K,  F,  G  sont 
les  pôles  de  IJ  relativement  aux  coniques  dégénérées  (IJ,  AB),  (AI,  BJ),  (AJ,  Bl),  ils  appar- 
tiennent à  la  cubique  r  et  puisque  trois  tangentes  KA,  KB,  KG  issues  de  K  ont  leurs  points  de  contact 
en  ligne  droite,  K  est  un  point  d'inflexion.  La  cubique  se  reproduit  donc  dans  une  homologie  harmo- 
nique de  centre  K  et  d'axe  AB. 

On  sait  que  si  on  joint  deux  à  deux  les  points  A  et  I,  B  et  J,  C  et  K  de  la  courbe  situés  sur  deux 
droiteS;  les  trois  droites  obtenues  recoupent  F  en  trois  points  situés  en  ligne  droite;  la  tangente  en  F 
passe  donc  par  C  et,  en  vertu  de  l'homologie,  il  en  est  de  même  de  la  tangente  en  G.  On  dit  que  les 
points  F,  I,  G,  J  forment  un  quadruple  dont  G  est  le  tangentiel.  Résumons. 

Dans  le  cas  général  le  lieu  cherché  est  une  cubique  passant  par  les  points  A,  B,  G,  I,  J;  les  points 
F,  I,  G,  J  forment  mu  quadruple  ayant  C  comme  tangentiel  ;  K  est  un  point  d'inflexion  dont  la  polaire 
harmonique  est  AB. 

Lorsque  C— B  (ou  A),  l'un  des  points,  soit  M',  est  confondu  avec  B  et  l'autre,  ii,  est  tel  que 
(Bfjiwjji,)  =  —  l  ;     le  lieu  cherché  est  donc  alors  la  droite  AK. 

Quand  le  point  G  est  en  E,  la  droite  EU  fait  parîie  du  lieu,  qui  se  complète  donc  par  une  conique. 

En  supposant  que  I  et  J  sont  les  points  cycliques  et  que  G  est  à  dislance  finie  sur  AB,  les  position3 
A,  B,  L  étant  exclues,  nous  serons  dans  le  cas  du  faisceau  de  cercles.  Dans  ce  cas  le  lieu  cherché  est  une 
cubique  circulaire  ayant  un  point  d'inflexion  à  l'infini  dans  la  direction  normale  à  AB;  elle  est  symétrique 
par  rapport  à  AB  et  elle  contient  les  points   A,  B,  C,  celui-ci  étant  foyer  et  pôle  d'anallagmatie  de  la 
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courbe.   Lu  perpendiculaire  à    AB   en  son  milieu  la  rencontre  en  dem  points  imaginaires  conjugués    F,  G 
dont  les  tangentes  concourent  en  C. 

Lorsque  C  est  à  l'infini,  le  lieu  est  une  hyperbole  équilatère. 

Un  autre  cas  intéressant  qui  se  résout  immédiatement  par  la  propriété  générale  ci-dessus,  est  le  cas 
où  les  coniques  (w)  sont  des  hyperboles  (équilatères)  passant  par  doux  points  A  et  B  et  dont  les  asymp- 
totes ont  des  directions  données. 

Bonnes  solutions  analytiques  par  MM.  Raymond  Bah^s,  ëcole  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris;  Charles  Bkodeac,  à 
Saint  Jean  d'Angély;  H.  Calgai»,  étudiant  au  Creuset.  Maurice  Gomiaix,  lycée  Saint-Louis;  A.  Hitinil,  à  Cannes; 
C.  I.Hr.MANNB,  lycée  de  Besançon  ;  F  Maiso.nsbt.  lycée  Ctrnot  ;  G.  H.,  à  Paris;  G.  Rov  ;  Henri  Sedban,  à  Boulfarik  (Alger)  ; 
Kaymond  Tassel,  lycée  Louis-le  Grand  ;  Marcel  Wl-iants  ;  Georges  Hèlk  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou. 
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2665.  I.  —  Déterminer  un  polynôme  du  4*  degré,  fXx),  tel  tiut  l'intégrale 

f(oc) 


f 


[x^  —  i)* 


dx 


soit  rationnelle;   on    sait   en    outre  que  I3   polynôme  f(x)  prend   la  valeur  9  pour    x=  1,    cl  que   les  deux 
valeurs,  A  et  B,  (ju'il  prend  pour    x=j    et  pour    a- =  J*,    ont  pour  somme    9(/3  —  1)    et   pour  différence 

Donner  la  valeur  de  l'intégrale. 

II.  —    En  partant  de?   l'équation    x^-i-1  =0,     former  l'équation   du   3*   degré  qui   admet  pour  racines 

it  3r  511 

COS---,     ('09—-—.     cos  --— . 
7  7  7 

III.  —  En  partant  de    sin  — ^  =  1.     former,  p.ir  un  problème  de  division,  TéquatioD  qui  admet  pour 

racines  les  valeurs  de    sin  ( -77- H T~)'     Montrer  que  celte  équation  s'abaisse  au  3'  degré.  Elle  est  alors 

identi(iue  à  la  précédente.  Expliquer  pourquoi.  E.  11. 

2666.  —1"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  (jui  passent  par  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  et(]ui 
sont  tangents  à  celle-ci.  Représentation  paramétrique  du  lieu  par  rapport  aux  asymptotes. 

Équation  en  coordonnées  polaires  et  équation  cartésienne  par  rapport  aux  axes  de  la  conique. 

2"  Construire  le  lieu.  la  tangente  en  un  point  du  lieu  et  évaluer  l'aire  limilée  par  les  deux  branches  de  la 
courbe. 

3»  Montrer  que  le  centre  de  gravité  des  points  de   contact  avec  l'hyperbole  des  six  cercles  qui  ont  leurs 
centres  sur  une  droite  quelconque  est  le  centre  de  cette  conique. 

R.  Deaux,  Virelles-les-Chimay  (Belgique). 


Imprimari*  Cuniia  Jacqu.i  —  B«r  u  Duo.  Le  liédacteur-Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR    LA    DÉRIVATION    DES    SÉRIES 

par  M.  W.  Itivier,  chargé  de  cours  à  l'Université  de  Lausanne. 


Uijpoihèse.  —  1°  La  série  \>Uk{^')  est  convergente  pour  toute  valeur  de  r  appartenant  à  l'inter- 
valle (a,  b)  ;  2°  chaque  terme  iik{x)  de  cette  série  admet  une  dérivée  Uu{x)  finie  et  bien  déterminée 
pour  toute  valeur  de  a?  dans   (a,  b)  ;   3°  la  série     '^u'^ix)     est  uniformément  convergente  dans   («,  6). 

Conclusion.  —  La  série  ^u'^^ix)  est  la  dérivée  de  la  fonction  /"(.r)  représentée  par  la  série 
^«/((a;),     pour  toute  valeur  de  x  dans  (a^b). 

Démonstration.  —  Si  ar  et  x„  sont  des  nombres  quelconques,  mais  distincts,  appartenant  à  l'inter- 
valle (a,  b),  on  a 

f{x)—f{x,)    ^^  Uk{x)  —  u„(x^) 

Posons 

(2)  ffk{x)  = ,     pour    X  ^Xo, 

•^—^0  Wc  =  1,2,  ... 

(3)  ^k(xo)  ^  u^{Xo) .  ] 

Il  est  évident  que  les  fonctions  ^k{x)  ainsi  définies  sont  continues  pour  toute  valeur  de  x  appar- 
tenant à  (a,  6).  On  voit  de  plus  que  la  série  ^?A(ar)  est  uniformément  convergente  dans  cet  inter- 
valle. Cette  propriété  résulte  de  la  relation,  vraie  quel  que  soit  x  dans  {a,  6), 

n-f-p  n-t-p 

^'?,{x)=^U',(kn,p), 
n  +  l  n-(-l 

$„,p  représentant  un  nombre  dépendant  da  a:,  n  et  p  et  compris  dans  l'intervalle  (x^,  x),   relation  qui 
se  réduit,  pour     x  —  a-,,,     à  une  identité  et  s'obtient,  pour     x  r^  Xq,     en  appliquant  le  théorème  des 

n+p 

accroissements  tinis  à  la  fonction     y^u/..(a:). 

11  est  ainsi  démontré  que  la  série  y]?/.(a;)  représente  une  fonction  continue  dans  (a,  b)  et  l'on  est 
en  droit  d'écrire 

lini2?A(^)=$l^AW' 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  (2),  (1)  et  (3), 

C.  Q.  F.  D. 
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Remarque.  —  Si  la  convergence  de  la  série     \^Ui(x),     contrairement  à  l'hypothèse,  n'était  pas 
assurée,  le  raisonnement  s'appliquerait  encore  à  la  série,  convergente  en  tout  état  de  cause, 

où   r,    représente  un  nombre  fixe  quelconque  appartenant  à  l'intervalle    (a,  b).  La  convergence  de  cette 
nouvelle  série  apparaît  comme  une  conséquence  du  théorème  de  Gauchy,  si  l'on  utilise  l'expression 

fournie  pour     Vj  "*(*)  —  ma(je"i)j     par   le   théorème  des   accroissements   finis  appliqué  à  la  fonction 

"+i 

n-t-p 

2ua(x). 

n-l 
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2574.  —  7'rois  points  A,  B,  C  se  déplacent  dans  un  plan  suivant  des  lois  arbiirairet.  Connaissant  à 
f  instant  t  leurs  vecteurs  vitesses^  construire  celui  du  centre  du  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points.  —  Dans 
quel  cas  l'extrémité  du  dernier  vecteur  coïnctde-t-elle  avec  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  extrémités 
des  trois  autres? 

Mêm9  question  pour  le  centre  de  la  sphère  qui  passe  par  quatre  points  mobiles  A,  B,  C,  D, 

Rapportons  provisoirement  trois  points  A,  B,  C,  mobiles  dans  un  plan,  ù  deux  axes  rectangulaires 

flxes  et  désignons  par  p  le  rayon  du  cercle  qui  les  contient,  par  x,,,  y„  les  coordonnées  de  son  contre  lo, 

par  a,  p,  Y  les  angles  polaires  des  directions  îles  rayons  wA,  ».>B,  «jC,  par  Y,,  Yj,  V^  les  projections,  sur 

ces  rayons,  du  vecteur  vitesse  V  de  lo.  Le  point  A  a  pour  coordonnées 

•r,  =  ./-o  -f-  p  COS  a,  «/,  =  y^  4-  p  sin  a, 

et  les  projections  de  son  vecteur  vitesse  AA'  sur  les  axes  de  coordonnées  ont  pour  expressions 

dxf          dXn         d?                               dx                   dy,           tii/o           d'j  d% 

— —    =   —r^  H ;-  C08  a  —  p  Sm  «  -r-  >  — -. —  =    — ^ 1 T—  sm  a  -h  i  COS  a  — ;—  • 

dt  dt  dt  ^  dl  dt  dt  dt  ^  dt 

On  met  ainsi  en  évidence  une  décomposition  du  vecteur  AA'  en  trois  autres  :  l'un  équipolloiil  à  Y, 

do  dx 

le  second  dirigé  suivant  cjA  et  égal  à  —  ,  le  troisième  perpendiculaire  et  égal  à  p  —r-  •  On  arri- 
verait géométriquement  au  inèmo  résultat  en  analysant  le  déplacement  infiniment  petit  de  la  ligure 
qui  peut  résulter  des  opérations  suivantes  :  l"  translation  du  cercle  (a*),  2*  dilatation  du  rayon,  3"  rota- 
tion de  chacun  des  trois  rayons. 

U'aprës  cela,  si  Ton  projette  sur  ut.\,  la  projection  de  la  troisième  composante  étant  nulle,  celle  de 

AA'  sera 

,  dp 

Soit  alors  I,  la  projection  de  l'extrémité  1  du  vecteur  Y  sur  le  môme  axe,  de  sorte  que  «ûTT  =  V,. 
Si  l'on  porte  sur  wA     ïôp  =  X\\ ,     on  aura     iTP  =  —f—-       On  en  conclut  que  le  point  I  est  le  centre 

-;'-      tangent  aux  trois  côtés  d'un  triangle  connu.   Se»  côtés  sont  les  perpen- 
dt 


d'un  cercle  de  rayon 


diculaires  élevées  à  wA,  «oH,  wC  aux  points  l\  0.  R  tels  que  ïôF,  <3Q,  ô»K  soient  égaux  aux  projections 
des  vitesses  des  points  A,  U,  C  sur  les  rayons  respectifs.  Le  cercle  pourra  être  inscrit  ou  ex-inscrit 
au  triangle,  mais  aucun  doute  n'est  possible.  «  ar  les  bissectrices  sur  lesquelles  se  trouve  le  centre  sont 
évidemment  parallèles  aux  bissectrices  intérieures  des  angles  des  rayons  oiA,  a>B,  uC. 
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Voyons  dans  quels  cas  le  point  I  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  extrémités  des  vecteurs 

vitesses  AA',  BB',  CC.  D'après  la  décomposition  précédente,  le  vecteur  lA'  est  la  résultante  d'un  contour 

do 
dont  le  premier  côté,,  parallèle  à  ojA,   est  égal  à     p-H— 7— >     le  second    étant  perpendiculaire  à  ojA   et 


dt 
dy. 
égal   à     p  — 1— •    Les  égalités     lA'  =  IB'  =  IC    équivalent  donc  à 


dt 


rfa  I    _       d^ 

di  \  "     ^ 

Suivant  les  sens  des  rotations,  le  triangle  ABC  restera  semblable  à  lui-même,  ou  bien  deux  côtés 
auront  des  directions  invariables. 

On  établit  de  la  môme  manière  que,  si  quatre  points  A,  B,  C,  D  se  déplacent  arbitrairement  dans 
l'espace,  l'extrémité  I  du  vecteur  vitesse  du  centre  oj  de  la  sphère  déterminée  par  ces  quatre  points 
est  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre  constitué  de  la  même  manière  que 
dans  le  problème  précédent. 

Enfin,  pour  que  I  soit  le  centre  d'une  sphère  passant  par  les  extrémités  des  vecteurs  vitesses  de 
A,  B,  G,  D  il  faut  que  les  directions  des  quatre  rayons  coA,  loB,  wC,  wD  aient  à  chaque  instant  des 
vitesses  angulaires  égales.  Il  n'en  est  plus  ainsi,  en  général,  lorsque  le  tétraèdre  ABCD  reste  semblable 
à  un  tétraèdre  Gxe. 

J.  L. 


2580.  —  On  considère  l'équation  différentielle 

{x-^  yy')  {xy'  —  y)  -  ch/'  =  0. 
a  un  faisceau  de  lignes. 

i"  Trouver  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  et  l'enveloppe  de  ces  lignes. 

2"  7'rans former  l'équation  différentielle  par  la  méthode  des  polaires  réciproques  et  intégrer. 

3°  On  trouve  ainsi  un  faisceau  de  coniques  homofocales.  Trouver  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par 
rapport  à  ces  coniques,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point,  le  lieu  des  pieds  des 
normales  issues  d'un  point. 

1.  Nous  savons  que,  pour  trouver  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales,  il  suffit  de 

1 

changer  y'  en 1     dans  l'équation  donnée. 

y 

Il  est  facile  de  voir  que  nous  retombons  ainsi  sur  l'équation  donnée.  Par  conséquent,  l'ensemble 
total  des  lignes  intégrales  de  l'équalion  proposée  se  compose  de  lignes  orthogonales  deux  à  deux. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  ces  ligues  en  cherchant  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  les 
deux  éléments  de  contact  sont  confondus,  c'est-à-dire  en  exprimant  que  l'équation  du  second  degré  en 
y'  a  une  racine  double.  Cette  équation  s'écrit 

,j;yy'2  _,_  (.^.2  _  y2  _   c^^y'  _  xy    =    Q, 

et  l'enveloppe  a  pour  équation 

(x'^  —  y*  —  c^f  -\-  kx'^if  ■=.  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

x^  —  J/"  -H  "iixy  — c-  =  0,  x^  —  y-  —  ^ixy  —  c^  =  0  ; 

elle  se  compose  donc  des  quatre  droites  isotropes  qui  passent  aux  deux  points  de  Ox  ayant   pour 

abscisses     -\-  c     et    —  c. 

2.  Pour  transformer  l'équation  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  prenons  comme  conique 

fondamentale  le  cercle  imaginaire 

et  appelons    x,  y,  y'    et    x,,  j/,,  j//     les  deux  éléments  de  contact  qui  se  correspondent. 
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La  tangente  ii  une  courbe  intégrale  de  ré'iualion  donnée  a  pour  équation 

elle  doit  coïncider  avec  la  polaire  du  point    (x,,  y,),    Xjt, -+- Yy,  h-  1  =  0, 

et  ceci  donne  les  deux  relations 

Xi  ,  * 

y  = »        y  — î/-r  =  — --• 

Nous  aurons  de  même,  en  partant  de  la  tangente  à  la  deuxième  courbe, 

I/i'  =  -y.  î/.-î/.^.  =  -  — • 

Ces  relations  nous  donnent 

xy  —  1/  =  —  '        y  — ' 

Vi'  -^< 

y  = 


yx  —  x,j/,  x,y,  —  j/, 

en  portant  dans  l'équation  diiïérentielle, 

yi'    î/i  —  ar,y,'         t/i 
Cette  nouvelle  équation  s'écrit 

c'a:,y,(t/,  —  x,y,')  -h  x,  -h  y,y,'  =  0, 
ou,  en  supprimant  l'indice, 

t/j/'(l  —  c'-x-)  -h  c-x|/-  -H  X  =  0 . 
Posons    î/"  =  ''y     elle  deviendra 

s'(l  —  c^'x»)-!-  2c»x2  H-  2x  =  0. 

C'est  une  équation  linéaire  qui   admet  la  solution     :— j- ;     d'autre   part,   l'équation  sans 

second  membre  s'écrit 

dz   _      ?c«j 

T"  ~    c»x»  —  1  ' 

et  donne  immédiatement 

2   =   ).  (C'X»—  1). 

La  solution  générale  de  la  nouvelle  équation  est  donc    z  —  \c^.v'  —  1) —> 

Les  courbes  intégrales  de  la  première  faniillo  ont  donc  pour  équation  taiigenlielle 

Uhi*  —  L'-  —  [a  -I-  —An-  =  0. 

Posons    ).  = —  ;     l'équalion  devient 

c* 

uu'  -H  y* .- —  w*  =  0, 

c' 

et  l'équation  ponctuelle  est 

X*  .  r' 

Nous  reconnaissons  \ii  le  système  des  coniques  homofocales  qui  ont  pour  loyers  communs  les  deux 
points  déjà  signalés  (c,  0)    (—  c,  0). 
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3.  Soit    ux -]- vy -i- w  —  0    une  droite  fixe;  en  ridentitiant  à  la  polaire  d'un  point(a?,  y),  nous  avons 


V              ( 

i  —  ix)w 

= 

u 

y 

e 

X  -\-  c^ 

IV 

Le  lieu  du  pôle  de  la  droite  fixe  a  donc  pour  équation 

u  u 


y  ,    2  " 

X  4-  c* 

«' 

X         y         c^         ^ 
ou  —-\ =  0. 

u  V  w 

C'est  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  ;  ce  résultat  est  très  connu. 
Pour  avoir  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point,  il  suffit  d'éliminer  a  entre 
l'équation  générale  des  coniques  bomofocales  et  l'équation  de  la  polaire  du  point  donné  (x^,  î/o)  : 
a?^  „  c^  xXq  c2 

1  1 

A  cet  effet,  nous  résoudrons  les  deux  équations  linéaires  en     —      et      —>    nous  calculerons 

\j.  (^—  l 

fx  et     \i — 1,     et  nous  écrirons  que  la  différence     i^  —  (!^  —  1)     est  égale  à  1.     Nous  obtenons  ainsi 

X\X  •''0/  /  \  e\  X\X  3'n) 

..        +  î/(y  -  !/o)  =  0,      F  =  _ 


puis,  -=  yy,— 


y  (y  —  yo) 
xxoyiy  —  yo)       yyoi^  —  ^o)  —  ^oyiy  —  yo) 


y{xyo  —  y^o)  ..     ^  ^     cHx—xo) 


[X  —  1  X  —Xo  y(xyo  —  yxo) 

l'équation  du  lieu  est  enfin 

XJX  —  X^)      ^  c\x  —  Xo)  ^    j_Q 

y  {y  — y»)      yi^yo  —  y^o) 

x{x  —  x,)(xy,  —  yXo)  -+-  c^{x  —  x,){y  —  y^)  -+■  y  {y  —  y^){xy,  -  yx,)  =  0. 

Elle  représente  une  cubique  circulaire  ayant  pour  point  double  le  point  donné  (x^,,  y^). 
Portons  les  axes  au  point  (x^,  y^),  c'est-à-dire  changeons  x  en    x^^  +  x,    y  en    y^-^-y  ',    l'équation 
deviendra 

x{x  4-  x,){xy^  —  î/To)  +  y{y  +  î/o)(^!/o  —  y-^o)  +  c^ary  =  0, 
et  les  tangentes  au  point  double,  à  la  nouvelle  origine,  sont  données  par 

ïXo  (xt/o  —  yxç)  H-  î/j/o(xt/„  —  yx,)  H-  c-xy  =  0  ; 

elles  sont  rectangulaires;  la  courbe  est  donc  une  strophoïde. 

Ce  résultat  est  très  facile  à  prévoir  géométriquement.  En  effet,  si  nous  menons  une  droite  A, 
quelconque,  par  le  point  (a^g,  t/J,  il  y  a  une  seule  conique  du  faisceau  tangente  à  cette  droite,  par 
conséquent,  un  seul  point  du  lieu  sur  la  droite  A. 

D'autre  part,  comme  deux  coniques  du  faisceau  passent  au  point  {x^^,  i/o)  et  s'y  coupent  à  angle 
droit,  le  point  de  contact  vient  deux  fois  au  point  {x^,  y^),  sur  les  tangentes  à  ces  deux  coniques  ;  ce 
point  est  un  point  double  où  les  tangentes  sont  rectangulaires.  Le  lieu  est  donc  une  cubique  à  point 
double,  avec  tangentes  rectangulaires  en  ce  point.  La  conique  impropre  formée  par  les  deux  points 
cycliques  fait  partie  du  faisceau.  Deux  des  points  à  l'infini  du  lieu  sont  donc  les  deux  points  cycliques. 
Cela  suffit  pour  montrer  que  le  lieu  est  une  strophoïde. 

Pour  avoir  le  lieu  des  pieds  des  normales  issues  d'un  point  A  (a,  P),  il  suffit  d'écrire  que  la  normale 
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aupoinl  (r,  7)  passe  au  point  A,  puis,  d'éliminor  :a  entre  l'équation  de  la  conique  et  celle  qu'on  obtient 


ainsi  : 

a  —  .r  p  —  j/ 


Celle-ci  donne     f^  = 


a_  Il 


i/(a  —  X) 

il  n'y  a  qu'à  porter  cette  valeur  de  a  dans  l'éciuation  de  la  conique  : 

.njix  —  x)  c*y{r—x) 

— •  V  — =  0. 

>-y         ^         P-^-  -  ^y 

Nous  trouvons  d'abord     »/  =  0;     puis, 

ix(a  -  X)  -+■  î/(p-  y)]{?j-  ^y)-  c'-(^  — •'•)(?  -  î/)  =  0. 
C'est  la  mùme  cubique  que  celle  trouvée  pour  lieu  des  points  de  contact.  Ce  résultat  était  évident, 
puisq'ie  par  chaque  point  du  plan  passent  deux  coniijues  rectangulaires. 

Bonnes    solutions  :  MM.  F,  Maisonnbt,    à    (■hamberet  ;  II.   CmnoL,  ingénieur;  C.  Dblvote,  à  I.ourrhes  ;   R.  Gavicnbt,  à 
Helfort. 

Assez  lionne  solution  :  M.  A.  IIutinel. 


2581 .  —  On  considère  la  courbe 

ny-  =  x^ . 

Trouver  les  équations  ponctuelle  et  langentielle  de  la  développée  de  celte  courbe  {sous  forme  paramé- 
trique et  autrement). 

Construire  celle  nouvelle  courbe. 

Sans  tenir  compte  de  sa  forme,  mo7itrer  qu'elle  a  un  point  double  et  deux  points  de  rebrousscnient. 
Calculer  les  coordonnées  de  ces  points. 

Hn  posant    y  =  tx,     nous  avons  de  suite  les  équations  paramétriques  do  la  courbe  : 

X  =  al'-,     y  =  at*. 
L'équation  de  la  normale  au  point   t^  x,  y,  est  alors 

(X-x)x'-+-(Y-i/)y'  =  0; 
ici  (x  —  at^)2at  -+-  (1/  —  at^)3at*  =  0, 

ou  2x-h'My  —  2rt/-  —  3a/*  =  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  dérivant  l'équation  par  rapport  au  paramètre  /,  et  cal- 
culant ensuite  .r  et  y  en  fonction  de  t  ;  nous  avons  ainsi 

3y  =  aikt  ■+■  lil^)  =  4a/(l  -h  3/»)  ; 
puis  ix  =  lat*  4-  3a/»  —  '4o/»(l  H-  3/»), 

2.r  =  —2at*  —  9nt'. 
Les  équations  paramétriques  de  la  développée  sont  donc  : 

•r=--^(2-+-9/'),  y  =  -^(1-4-30. 

C'est  mit!  r.oiirbo  du  quatrième  dejîré,  très  facil«  h.  conslruire. 

Pour  avoir  l'équation  tani^entiolle,  nous  iloutiliorons  la  droite  trouvée   plus  haut  avec  la  droite 
courani»'  du  plan  ;  nous  aurons  ainsi 

_2 J^  _   a(2/»H-3/*) 

U  r     ~  —  w 

Egalons  le  premier  rapport  au  second,  nous  aurons     t  =  - —    Egalons  le  premier  rapport  nu 
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troisième  nous  aurons     fiv -]- au{'it*  -h  3<*)  =  0,     et  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  /  par  -^   pour  avoir 

l'équation  cherchée  : 

/  8y2         16«*  \        . 
2w  -+-  aul  — —H--— -^     =  0, 
\  9u^         27tr  J 

La  développée  est  une  courbe  de  quatrième  classe  qui  admet  pour  tangente  triple,  la  droite  de 
l'infini. 

Or,  une  courbe  du  qualrième  ordre  est  en  général  de  douzième  classe  ;  ici  la  classe  perd  8  unités. 
Cela  tient  aux  points  doubles  de  la  courbe  ;  cette  quarlique  unicursale  admet  trois  points  doubles  ;  nous 
pouvons  prévoir  que  deux  d'entre  eux  seront  des  points  de  rebroussement.  Vérifions  ce  fait. 

Pour  avoir  les  points  doubles,  nous  égalons  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  correspondent  à  deux 
valeurs  différentes  de  t  et  de  t'  ;  nous  aurons  ainsi  les  deux  équations 

supprimons  le  facteur     t  —  t'  ;     il  nous  restera 

m  -h  t')  -f-  9(<5  -+-  iH'  -+-  tt'^  +  p)  =  0,        1  +  3(r-  +  w  ■+-  r-)  =  0, 

et  nous  résoudrons  le  système  en  prenant  pour  inconnues     t-\-  i'  =  u,     il'  =  v  ;     ce  calcul  nous  donne 

2m  h-  9(u'  —  2mu)  =  0,  .1  +  3(u2  —  u)  =  0  ; 

1 

la  seconde  nous  donne  u  =  u^  -h  — » 

O 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  la  première, 

2m -h  9m»  —  ISiv^u^ -h  — ^  =  0,  9m3+4m=0. 

2i                    2i 
Cette  équation  nous  donne  trois  valeurs  de   m  :    m  =  0,    u  =  -—■,    u  = —■ 

1 
Pour  la  première,    u  =  — .    et  les  deux  valeurs  correspondantes  de  t  sont  données  par  l'equation 

o 

1 

f*  +  —  =  0,     qui  a  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ;   le  point  correspondant  est  un  point  double 

O 

isolé,  ce  point  est  d'ailleurs  situé  sur  Ox,  car  y  est  nul  pour    1-1-3/^  =  0. 

14  1 

Pour  la  seconde  valeur  de  m,     'o  =  -^ ~  ~"  "o''    l'^l^ation  qui  donne  les  deux    /   du  point 

double  est  __ 

2if        1 

"-—-¥  =  «■ 

Le  premier  membre  est  le  carré  de    t  — r-  '  le  point  double  correspondaHt  est  un  point  de 

rebroussement. 

L'autre  valeur  de  m  donne  aussi  un  point  de  rebroussement  et  ces  deux  points  sont  imaginaires 
conjugués. 

L'équation  ponctuelle  ne  peut  se  trouver  facilement  qu'en  faisant  usage  d'un  radical  qui  entre  dans 
la  valeur  de   t^    fournie  par  l'équation  bicarrée 

9a/* -h  Sa/'" -h  Sx  =  0. 

Solulions  incomplètes  de  MM.  Marcel  Winants,  A.  IIutinel,  <\  Cannes;  F.  .Maisonnkt,  lycée  Carnot. 
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2584.  —  Ktant  donnés  dans  un  plan  deu.i  ares  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  consxdrre  les  courbes  (C) 
de  ce  plan  qui  possèdent  la  propriété  suivante:  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  H  la  projection 
de  0  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe,  la  médiane  01  du  triangle  OMH  a  une  longueur  constante  a. 

I"  Former  l'équation  différentielle  (E)  qui  lie  les  coordonnées  j-,  y  d'un  point  quelconque  d'une 
courbe  (C). 

2"  Montrer  que  si  l'on  passe  en  coordonnées  polaires  p,  w,  d'origine  0  et  d'axe  polaire  Ox,  Céquation 
différentielle  (E)  devient  l'équation  (E')  : 

,     3p*rfa.î  -h  (p»  —  4a2)(rfp«  -h  'Mu,')  =  0. 

U"  Intégrer  cette  dernière  équation  différentielle,  en  se  servant  du  changement  de  variable     z-  =  a*u. 

4"  Déduire  de  l'équation  (E),  indépendamment  de  toute  intégration,  que  si  une  courbe  (C)  ne  se  réduit 
pas  à  un  cercle^de  centre   0,   son  rayon  de  courbure  en   M  est  égal  à   30H. 

5"  Montrer  que  l'équation  générale  des  courbes  (C)  peut  s'écrire^  en  désignant  par  ^  une  constante 
arbitraire. 


=  cos  '  (o,  —  ^)  -4-  sin  »  (w  —  p). 


En  conclure  la  forme  des  courbes  (C). 

1"  Dans  le  Iriangle  OMH  on  a 

ÔM'  +  ÛTî'  =  2ÔÏ 


(Certificat  de  Mathématiques  gènêralet,  Paris,  t9t3.] 
MH' 


ou,  en  remplaçant  Mil    par  UAI  —  Ull',    el  01    par  a*. 


nu 


:v.) 


UM   ■+■  30H    =  4n». 
Soient  x,  y  los  coordonnées  du  point  M;    OM    est  égal  à    a- H- y*, 
el  UÎl'   est  le  carré  de  la  distance  de   l'origine  à   la   tangeote  en   M. 

V  —  y  —  y'{\  —  .r)  =  0.     Par  suite, 

— î         (xy' —  v)* 

un  =^ — ^. 

Remplaçons  O.M",   (ÏÏÏ'  par  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente,  nous 
obtenons  l'équallun  diflérenlielle  demandée 

:]{xy'  —  yy  H-  (1    »-  ;/'«)(x»  4-  ?/-  —  4«^^  =  0. 

du 


2.  (]('tlo  ('qiiation  poiil  s'écrire  encore,  en  ifinplaçaiit  j/' par    -j— ^ 

3irdy  —  ydx)*  ■+■  (rfx*  -h  dy*}(x^  -h  y*  —  4a' j  =  0. 
Si  l'on  passe  en  coordonnées  polaires,  on  a     .r*  -+-  y'  =  p*, 

xrfy  —ydx  =  p'(/«i),  W'a'-hrfy'  =  dp'-+-p*dto', 

el  on  obtient  ainsi  Téqualion 

(E')  3p*rf6,«  -t-  (p»  —  4<i>X^?'  ^-  ?'rf'"')  =  0. 


3     Nous  en  tirons 


io  V     0*  -  a* 


ip  V     p*  -  a' 
Pour  intégrer  cette  équation,  nous  poserons  tout  de  suite 

4fl*  -  p'    _ 
p»  —  a*     ~ 
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d'où  nous  tirons 

■jdo  =  —  a- 


et  l'équation  différentielle  devient 

,     ,  3  z'dz  if      A 1 


En  intégrant,  nous  obtenons 


(' 


-  P)  =  — p  '-irc  t-  -^  -  arc  t-  3I. 


On  peut  faire  apparaître  dans  le  second  membre  un  seul  arc  tg  ;  pour  cela,  nous  remarquons  que 
l'on  a 

2  arc  tg  —  =  arc  tg ^—  =  arc  tg ; 

2  ^_^  i~z 

4 

puis, 

2  arc  tg  ^  —  arc  tg  z  =  arc  Ig  -^ —  arc  tg  z  =  arc  tg  -^ ^— - —  =  arc  tg  —f — - 


4z 

4  — z!» 

14-- 

4z2 

Nous  avons  ainsi 


1  z^ 

±  (co  —  p)  =  —  arc 


2  °   322-t-4 


et  enfln,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  en  fonction  de  p, 

(4a2  _  pS)3 


(p2-|-8a*j'V-a2) 
Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E'). 


=  tg2  2(0)  -  p). 


4.  Revenons  à  l'équation  (E) 

(E)  (x^  -4-  î/2  —  4a2)(l  +  y'2)  -|-  3(xj/'  -  y)'^  =  0, 

et  difîérentions  cette  équation  par  rapport  à  x  ;  nous  obtenons 

(x«  +  if  —  ia^)rj'y"  +  (1  -h  ij'-){x  -^  yy')  +  3{xy'  —  y)xy"  =  0. 
Remplaçons    x-  +  y-  —  \a^    par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (E);   nous  avons  successivement 

i  -f-y 

-  H^y'  -  yfy'y"  +  (  i  +  y'^n^  +  yy')  h-  ^xy'  -  xj)xy\ i  -t-  y'^)  =  o, 

3y"(xi/' -  r/)[- t/'(xy' -  y)  4- x(l -+- i/'2)J -+- (x+ t/y')(l -+-y")'  =  0, 

(x  -4-  î/î/')[3î/"Crv'  - 1/)  H-  (I  -H  y"-f]  =  0 . 

Or,    x-f-yy'     ne  peut  être  nul  si  la  courbe  (C)  ne  se  réduit  pas  à  un  cercle  de  centre  0;  on  doit 
donc  avoir 

3!/Vi/'-v)  +  (l  +  ïT  =  0,  ou  ii±pi  =  ±ii;fal, 

y  \/i-i-î/^ 

et  cette  égalité  montre  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  30II. 
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5.  Elevons  au  cube  la  relation  donnée 

/  2a  \  *  ^  J. 

( j     =  cos  ^  (w  —  p)-i-8in  '  (w— p); 

la*  —  -ï-  r       —  -2.  1 

-j-  =  cosM*^  — ?)-i-sinî  ;w  — ^)H-  3  cos  '  (w—  p)  sin  '  (w  — ^)|cos  '  (w  -p)_+-sin  »  (a,  _  p)  I 

— j-  =  ■!  -h  3  cos  •»   <o  —  p)  sin  '  (w  -  ^)f J     . 

Faisons  passer  1  dans  le  premier  membre  el  élevons  au  cube,  nous  obtenons 

-^  -iy=27.cos'(<^-^;sin»(.-P)-^  =27  ^' ^i"' 2(.  -  P)  ^ 

P  /  P*  p- 


nous  avons 
4a» 


ou 


ou 

Nous  en  tirons 

et 


sin*  2(w  —  ^)  = 


.,  _    ^4a«  -  p«)» 


27a»p* 


C08»  2(w  -  p) 


_           i^a^-p*)"          fp«  — a»)(p«-t-8a»)' 
—  *  ...  ..  <        ^ —  .  . » 


i7a'3* 


27aV 


lg2  2(«u-^)  = 


(4a«  -  pS)» 


(p*  — a*;(p2-j-ya«)» 

C'est  précisément  l'équation  obtenue  en  intégrant  l'équation  (E')  dans  la  troisième  partie  de  la 
question. 

Si  l'on  prend  comme  axe  polaire  la  demi-droite     «"  =  p,     l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


/  2a 


=  cos  '  w  -+-  sin  "  0», 

ou,  en  coordonnées  rectilignes 

—        J.  J. 

J  »  -f-  J/  5  =  (2a)  »  . 

On  en  conclut  que  les  courbes  (C)  sont  des  hypocycloïdes  à  quatre  rebroussements. 

G.  LACH,  à  Douai. 

Bonnes  solutions  par  MM.  L.  FIalteau,  ingénieur  des  travaux  publics;  C.  Dblvoti  ;  G.  LiiiMANNR,  lycée  de  Besançon; 
F.  Louvet;  F.  Mai!«o.nnkt  ;  H.  L.  MKSNEssiEn.  à  Cluny .  Maurice  Monsbao.  prytanée  militaire  de  la  Flèche;  G.  R.,  à  Paris; 
M.  Roux,  au  Creusol;  Marcel  Winant»,  à  Liège  ;  Georges  Hklk  et  Ch.  Simoh,  à  Nogent-le-RoU-ou. 

Remarques  géométriques  et  généralisation.  —  I.  —  M  étant  le  point  mobile,  Il  la  projec- 
tion de  0  sur  la  tangente  en  M,  soit  I  le  point  qui  divise  MH  non  plus 
on  parties  égales,  mais  dans  un  rapport  constant  quelconque  k.  Sup- 
posons 01  =  C'"  =  a.  Le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  a  coupe 
MU  en  un  deuxième  point  r.  Si  HT  = /f.  [H,  on  aura  MI' =  (/f  h-2)IH. 
Donc 

MI 


>ll' 


=  C**". 


J'ai  démontré  dans  cette  Ilevue,  en  1S96,  que  les  courbes  définies 
par  cette  propriété  étaient  les  épi  el  hypocycloïdes.  Au  cas  de  l'énoocé,  /c  =  !,  la  courbe  est  une 
hypocycloïde  à  qiiatro  robroussemenls,  de  classe  4  et  de  degré  6. 

II.  —  Bien  que  l'énoncé  se  piésente  sous  la  forme  d'un  exercice  de  calcul  dOliM miin'.  il  «  .«il  inté- 
ressant do  résoudre  la  question  analytiquemonl  par  un  calcul  différent. 
Prenons  l'équation  de  la  tangente  Mil  s.ms  la  forme 

X  cos  t  -h  y  sin  t  =  f{l)  ; 
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les  coordonnées  de  M  s'obtiennent  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  : 

—  X  sin  t-^  y  cos  t  =  f\t), 
d'où  Xu=  f  cos  t  —  f  sin  t,  Vyt  =  f  sin  /  -f-  /"'  cos  t  ; 

d'ailleurs  xu  =  f  cos  /,  y  h  =  f  sin  t, 

et,  si  XI  —  xm  =  —  k{xi  —  xu), 

(1  H-  A:)a!;i  =  (1  -h  k)f  cos  l  —  f  sin  t, 

(1  H-  %!  =  (1  -h  /f)/"  sin  <  H-  f  cos  ^ 
et  enfin,  si  arf  -h  t/f  =  aS 

(l  +  /f)V^  +  P  =  (1  -H/v)2a«, 
équation  dont  l'intégration  est  élémentaire,  car  elle  s'écrit 

d'où  /  =  a  sin  [(i  -h  k)t  -+-  a], 

a  étant  une  constante.  Cette  forme  de  /"définit  une  épi  ou  hypocycloïde. 

Le  rayon  de  courbure  en  M  est  mesuré  par      \  f  -\-  f"  \  ,    soit  ici 

R  =  (/t2  +  2/c)/-(0  =  (k^  +  2/c)C)H. 

Si     k  =  l,     on  a  bien    R  =  30H,     et  dans  tous  les  cas,  la  longueur  R  à  porter  sur  la  normale  en 

M  doit  être  portée  dans  le  sens  de  0  vers  II. 

L.  BICKART. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2667.  —  On  considère  dans  un  plan  (P)  deux  cercles,  (C)  et  (C).  qui  ne  se  coupent  pas. 

1°  Trouver  le  lieu  (L)  des  sommets.  S,  de  deux  cônes  homocycliques  ayant  pour  sommet  commun  le 
point  S  et  pour  bases  les  deux  cercles. 

2°  S  étant  choisi  sur  (L),  comment  doit-on  prendre  S'  sur  (L)  pour  que  les  deux  cônes  qui  ont  pour 
sommets  S  et  S'  et  pour  base  commune  (G)  aient  en  commun  un  second  cercle  ?  Si  les  points  S  et  S'  se 
déplacent  sur  (L)  de  façon  que  cette  condition  soit  réalisée,  le  plan  de  ce  second  cercle  passe  par  une  droite 
tixe. 

3°  Des  cercles  (G)  et  [C)  on  déduit  par  inversion  deux  autres  cercles  (Gi)  et  (Gi).  Quel  est  le  lieu  du  centre 
d'inversion  pour  lequel  (Ci)  et  (Gi)  ont  même  axe  ? 

J.  GoissARD,  professeur  au  lycée  Pasteur. 

2668.  —  On  considère  un  ellipsoïde 

X-        xp-        z^ 
a^       0^       c* 
et  une  sphère  qui  coupe  l'ellipsoïde  suivant  deux  courbes  planes.  Soient  P  et  Q  les  plans  de  ces  deux  courbes 
et  D  leur  droite  d'intersection. 

1°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  sphère,  lorsque  la  droite  D  est  tangente  à  l'ellipsoïde. 
2°  11  existe  un  cône  du  second  degré  qui  contient  ces  deux  courbes  planes.  Trouver  le  lieu  du  sommet  de 
ce  cône,  dans  les  mêmes  conditions. 

E.  H. 

2669.  —  On  considère  une  équation  du  quatrième  degré 

ax'*  +  46x3  ^_  6(.aj2  _j.  t^^i^  _^_  ^  —  q^ 

dont  on  représente  les  racines  par  a,  p,  y,  S. 

1°  On  demande  de  former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  diverses  valeurs  de 

y  —    ~~r^ 

Y  +  0 
2°  Gelte  équation  est  du  sixième  degré  et  réciproque.  Elle  s'abaisse  au   troisième  degré   et  permet  de 
résoudre  l'équation  proposée. 

3"  Voir  ce  qu'il  faut  pour  que  cette  équation  du  sixième  degré  admette  pour  racines 

j  et>2    ou    —j    et    —f. 

E.  H. 
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2582.  —  Deux  navires  \  et  B  décrivent  des  droites  qui  se  croisent  en  0  avec  des  vitesses  respectives 
Vi  et  u,. 

\"  Étudier  les  variations  de  leur  distance  AL5  —  rf  et  de  r<tu'ilp  BAO  =  x  eu  fonction  du  temps. 
Distance  minimuTn.  Conditions  de  rencontre. 

2"  Lieu  du  milieu  de   AB.   Enveloppe  de  lu  droite  AB. 

3"  Montrer  que  troi%  observations  chronométrées  de  la  distance  d  ou  de  l'angle  x  su  fusent  pour  obtenir 
ces  éléments  à  chaque  instant. 

4"  On  prend  deux  fois  des  observations  chronométrées  et  simultanées  de  d  et  x.  Si  l'on  connaît  la  route 
et  la  vitesse  v^  du  navire  A,  la  trajectoire  du  navire  B  est  déterminée.  Calculer  sa  vitesse  v,  ainsi  que  l'angle 
AOB  =  OL. 

1°  Nous  prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  Ox,  Oj/  que  décrivent  les  navires  A  et  B, 
et  nous  désignons  par  a  l'angle  lOj/.  A  l'instaiil  /,  l'abscisse  de  A  est  a  -h  y,/,  l'ordonnée  de  B  b  -h  v,t, 
et  par  suilo,  on  a 

d-  =  (a  4-  Vitj*  -^-(b-hv..t)^  —  2{a-+- 0,0(6 -ht?,/)  cos  a, 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  /, 

d^  =  (v'-,-hv?,  —  2y,t'2  cos  a.)t*  -h  it[av,  -+-  bvn—  (awj  -+-  Ao,)  cos  z]  +  a-  -h  b*  —  'iab  cos  x. 
Le  second  membre  est  un  trinôme  du  denxi» me  (ley;ré  par  rapport  à  /,  dans  leiiuel  le  coefticient  de 
/'est  positif;  par  suite,  le  trinôme  a  un   inininuiin  (juand  /  est  égal  à  la  dtMiii-sommc  des  racines, 

c'est-à-dire  pour 

_    (av.,  +  f IV,)  cos  a  —  {av,-{-bvt) 

v\-h  v'i  —  iviVi  cos  a 

La  valeur  de  ce  minimum  est 

(v'i  -hvl  ~  2u,M.j  cos  a)(a-  -i-  b*  —  'iab  COS  a)  —  [(or,  -h  6t>,)  COS  r  —  {av,  ■+-  6i?,)J* 


ou,  en  simplifiaDt, 


t'î  ■+■  l'i —  ï^iw»  cos  a 

(nv,  —  bv,)-  sin*  a 


OJ  -h  r-,  —  io,»'..  COS  a 

Pour  qu'il  y  ait  rencontre,  il  faut  que  ce  minimum  soit  nul;  on  doit  donc  avoir    at'i — bvt  =  0, 

V,  a 

ou  —  =  — • 
Vf  b 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir;  en  effet,  los  points  A,  H  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'au  point  n, 

et  pour  cela  il  faut  qu'il  existe  une  valeur  de  t  lelle  que  l'on  ait 

a-\-  Vit  =  0,  b-hvJ  =  0; 

. .  ,    .  Vf  a 

on  en  déduit  —  =  — 

v-,  b 

Soit   X  l'angle  de   AB  avec   Ox  ;   comme  la  pente  de   AB   est —t    on  a 

a -h  Vit 

lgx=  ■    -■  -  {b-^v,t)<ina 


b  ->-  v,t 

a-\-Vit 

1  - 

b-h  Vtt 

cos  a 

[  y,  cos  «  —  i>i)(  4"  à  cos  a  —  a 

i;u9  a 

a -h  Vit 
On  voit  (jue  tg  x  est  une  fonction  homograplii(|ue  de  /. 

2.   Les  coordonnées  du  milieu  de   AB  sont 

x  =  — (a-i-w,n,  ♦/ =  -r(*-+-faO. 
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En  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons 

2a?  —  a    _    2î/  —  6 

Vi  ~  V2  ' 

cette  équation  représente  une  droite  qui  est  le  lieu  du  milieu  de   AB. 

^        ,        y 


L'équation  de  AB   est 


I  =0, 


a-{-  Vil         b  -+-  Vit 
ou  ViVot^  —  (V2X  -f-  Viy  —  av.,  —  bvi)l  —  bx  —  axj  -\-  ab  =  0. 

Nous  aurons  l'équation  de  l'enveloppe  en  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  /; 

nous  obtenons  ainsi 

(v2X-\-  Viy  —  av,  —  ôui)*  h- 4uiU./6x4-  ay  —  ab)  =  0. 


On  reconnaît  l'équation  d'une  parabole  tangente  à  O.i;  au  point  d'abscisse 

avo  —  bv. 
point  d  ordonnée 


bvi 


et  à  Oi/  au 


Dans  le  cas  particulier  oii    av.,  —  bvi  =  0,     cas  de  la  rencontre,  la  droite  AB  reste  parallèle  à  elle- 
même. 

3.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  dr  est  un  trinôme  du  deuxième  degré  par  rapport  à  t,  et  que  tg  x 
est  une  fonction  homographique  de  i\  on  peut  donc  écrire 

si  pour  trois  valeurs  distinctes  de  l  on  donne  les  valeurs  correspondantes  de  d}  et  de  tg  a?,  on  aura  trois 

équations  pour  déterminer  a,  p,  y  et  trois  équations  pour  déterminer 
m,  n,  p.  On  pourra  ainsi  obtenir  rf*  et  tg  x  pour  une  valeur  quelconque 
de  t. 

4.  Soient  di,  d^  et  Xi,  Xo  les  valeurs  de  rf  et  de  x  aux  instants  /i,  /..; 
désignons  par  Ai,  A2  les  positions  de  A  aux  mêmes  instants.  Le  seg- 
ment AiAo  est  bien  déterminé,  car  on  a    AiA^  =  Ui'/2—  '1). 

Menons  par  les  points  Aj,  A.,  des  droites  faisant  avec    AiA>    les 

angles  a^i,  x.,,   et  prenons  sur  ces  droites  les  longueurs     AiBi  =  rfi, 

B,Bo 
A2B2  =  rfo'     La  trajectoire  de  B  est  BiB^  et  sa  vitesse  est  —  • 

En  prenant  comme  axes  de  coordonnées  la  droite  AiA^  et  la  perpendiculaire  à   A, A.,  au  point  Ai, 

on  calculera  aisément  la  longueur  B1B2  et  l'angle  AiOBi. 

A.  HUTINEL,  à  Cannes. 


2585.  —  On  considère  l'équation  différentielle 

rf'v        r.    .        dy  0 

—r~  H-  2  sm  0 -^  +y  =  A  s\n—-  cos  x, 
dx^  dx       ^  2 

où  6  a  une  valeur  constante  telle  que    0  ^  0  <[  2ti:. 

1"  Trouver,  pour  les  diverses  valeurs  de  0,  l'intégrale  générale  de  celte  équation. 

2°  En  supposant  que  0  n'a  aucune  des  valeurs    0,  — »    tc,  '— ^,     trouver  l'intégrale  particulière  qui 

■  e  •  dy 

satisfait  aux  conditions  initiales         y  =  0,  ~-  =  i. 


poui 


x  =  0. 


3*  Chercher  vers  quelles  formes  limites  tend  l'expression  de  celte  intégrale  particulière  lorsque    0    tend 
vers  chacune  des  valeurs     0,     -^>    -,   -—  . 

{Certificat  de  Mattiématiques  générales,  Paris,  i9i9  ) 
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4.  l'our  obtenir  l'intégrale  générale  F(a?)  de  léquation  proposée,  nous  calculons  d'abord  l'intégrale 

générale   f{x)   de  l'équation  sans  second  membre,  puis  une  intégrale  particulière    g{x)   de  l'équation 

avec  second  membre,  et  nous  avons 

F{x)  =M-^gix) 

Calcul  de  f{x).  L'équation  caractéristique,  r'  -h  2r  sin  0  -^  1  =0,  a  pour  racines  —  sio  6  ±  i  cos  0. 

L     cos  0  :;£  0.  —  Ces  racines  sont  distinctes,  et  l'on  a 

{\)  f[x)  =  e~^  *'"  \K  cos  (x  cos  0) h-  B  sin  {x  cos  0)J. 

IL     cos  0  =  0.  —  Les  racines  sont  égales,  et  par  suite, 

(2)  /"(x)  =  t'-  -^  ^'"  ^(A  -H  Bx). 

Calcul  de  g(x). 

1.     sin-^:3^().  —  Si    i    n'est  pas  racine  Je  l'équation  caractéristique,  c'est-à-dire  si     sin  0:^0, 

ou     0  r£  ::,     on  [)cul  trouver  une  intégrale  ^(j;  <ie  la  forme     A  cos  x-+-  B  sin  r. 

Remplaçons  dans  réquatioii  avec  second  membre  y  par    A  cos  x  -i-  B  sin  x,     nous  obtenons 

0 
2  sin  0(—  A  sin  x  -h  B  cos  x)  =  4  sin  -— -  cos  x  ; 

pour  que  ceci  soit  vérifié  quel  que  soit   x,  il  faut  qu'on  ail    A  =  0,     B  =     ^  ^.^~     =  '—j^-    On  a 

donc 


4  sm  — 

= 

1 

2  sin  6 

0 
cos  -— 

2 

0 
cos  — 


Supposons  maintenant     sin  0  =  0, .  0  =  -.     Dans  ce  cas,    i   est  racine  de  l'équation  caractéris- 
tique ;  on  peut  trouver  une  intégrale  ^(x)  de  la  forme     x(A  cos  x  -h  B  sin  x). 

Remplaçons    y    par  celle  valeur  dans  l'équalion  donnée,  qui  se  réduit  à     y' -H  •/  =  4  cos  x,     nous 

obtenons 

x( —  A  cos  X  —  B  sin  x)  -f-  2(—  A  sin  X  H-  B  cos  x)  -H  x(A  cos  x  h-  B  sin  x)  =  4  cos  x, 

et  pour  que  ceci  ait  lieu  quel  que  soit  ./ ,  il  faut  (ju'on  ait    A  =  0,     B  =  2  ;     par  suite, 

(4)  g[x)  =  2x  sin  x. 
0 

IL     sin  —  =  0,    0  =  0.  —  L'équation  n'a  plus  de  second  membre  et  1  on  a 

(5)  g{x)  =  0. 
11  n'y  a  plus  qu'à  rassembler  les  résultats. 

a)  0  n  a  aucune  di'i  valeurs     0,     — -»     :t,     — — -• 

2  - 

Nous  prenons  pour  f{.r)  la  valeur  (I),  pour  //(x)  la  valeur  (3),  cl  nous  avons 

sin  X 


(a)  F(x)  =  c~^  *'"  '^jA  cos  (x  cos  0)-h  B  sin  (x  cos  e)] 

b)  0  =  0.     f[x)  a  la  valeur  (1),  g{x)  la  valeur  (5), 

(p)  F(x)  =  A  cos  X  4-  B  sin  x. 

c)  0  =  -^  .    /"(x)  a  la  valeur  (2),  ^(x)  la  valeur  (3), 

(y)  F(x)  =  c-'(A  H-  Bx)  -H  v^ï  sin  x. 

d)  0  =  Tt.     /"(x)  a  la  valeur  (1),  g{x)  la  valeur  (-èj, 

(8)  F(x)  =  A  cos  X  -h  B  sin  X  -I-  2x  sin  x. 

c)  0  =  -T--    f[x)  a  la  valeur  (2),  ^(x)  la  valeur  (3), 


0 
cos-r 
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(e)  F{x)  =  e'-(A  +  Dx)  —  /  2"  sin  X. 

2.  Ecrivons  que,  pour    x  =  0,     la  valeur   (a)   de    F{x)   s'annule  et  que  sa  dérivée    F'(a?)    prend  la 
valeur  1  ;  nous  obtenons  aisément 


0 
cos  — 1 

A  =  0,  6  = 


0 
cos  0  cos  — 


Par  suite,  l'intégrale  demandée  est 


6 

cos 1 

-  T-  çin  fi      •       /  ^N  Sin  X 

<p{x)  =  g-  a;  sin  H  ^^^  ^^  ^^^  q-^  _^ 


0  ^  "  0 

cos  0  cos  -r-  cos— - 

3.  Si  6  tend  vers  zéro,  4>(x)  a  pour  limite     sin  a?.     Si  0  tend  vers— »     on  peut  écrire 

4                  ,.      sm  (x  cos  0)          sm  x- 
lim  *(x)  = e— ^  lim ^^ -+ 

71  cos  Ô  -rt 

cos  -r-  cos  -- 

4  4 

sin  (x  cos  0^  X  cos  ô 

Or,  quand  cos  0  tend  vers  zéro,    ^^ — - — -    a  même  limite  que   -— >    ou  x.  Par  suite, 

^  cos  6  cos  0 


lim  *(x)  =  (1  —  s/2)a:e-'+  v/2  sin 


X. 


...  3Tt 

On  verrait  de  même  que,  pour    0  =  -— -, 

a 

lim  *(x)  =  {i-\-  ^l.)xp/  —  r^  sin  x. 

Supposons  enfin  que  0  tende  vers  «.  Nous  pouvons  écrire 

1  _r<;infl     .       /  .x  siu  X  COS  0  —  g"  ^  8*"  ^  slu  (x  COS  0) 

^  ■'        cos  0  ^  ^  „  0 

COS  6  cos  — - 

2 

et 

sin  X  cos  6  —  g—  a?  sin  e  gin  (x  cos  0) 


lim  *(x)  =  sin  x  —  lim 


0 
cos^ 


Pour  calculer  la  limite  de  cette  fraction,  nous  prenons  le  rapport  des  dérivées  par  rapport  à  0, 
—  sin  X  sin  p  —  e~  ^  s^"  ^  cos  (x  cos  Q)(—  x  sin  6)  —  sin  (x  cos  Q)e~  ^  ""  ^(—  x  cos  0)   . 

1.0 
T-  sm  -— 

2  2 

pour    6  =  TT,    ce  rapport  prend  la  valeur    —  2x  sin  x,     et  par  suite, 

lim  *(x)  =î  sin  X  4-  2x  sin  x. 
Remarque.  —  On  peut  vérifier  ces  résultats  en  partant  des  intégrales  générales  (^),  (y),  (8),  (s)  et  en 
déterminant  les  constantes  arbitraires  de  façon  que  chaque  intégrale  satisfasse  aux  conditions  initiales 

H.  L.  MENNESSIER,  à  Cluny. 

Donnes  solutions  par  MM.  L.  Balteau,  à  Paris  ;  Raymond  Bauas,  école  d'arts  et  métiers  de  Paris  ;  R  Deaux,  à  Virelles 
(Belgique)  ;  C.  Delvoyk  ;  \\.  Gavignet,  89»^  B.  A.  L.,  à  Bellort  ;  Georges  Uèlk  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Botrou  ;  A.  Hdtinbl,  à 
Cannes;  F.  Maisonnkt,  à  Chamberet  (Corrèze)  ;  E.  Pbcquedh,  à  Aire-sur-la-Lys  ;  M.  Roux,  au  Creusot. 

»♦« 
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2579.  —  On  considère  l'ellipse    — r — \- -^ 1=0,     et  on  demande  : 

l"  De  former  V^quation  générale  des  cercles  (C)  a\ianl  leurs  centres  sur  Or  et  qui  sont  doublement 
tangents  à  l'ellipse  ; 

2"  De  trouver,  pour  une  tangente  fixe  à  l'ellipse,  en  un  point  {x^.  y^,),  le  lieu  des  points  limites  des 
divers  faisceaux  linéaires  de  cercles  formés  par  les  cercles  (C)  et  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  (Xg,  t/„)  ; 

3"  /Je  démontier  que  ce  lieu  se  compose  de  deux  droites  passant  au  point  (Xp,  y,)  et  de  former  le  lieu 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissés  du  point  0  sur  ces  droites. 

1.  Un  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox  a  pour  équation 

r»  -h  y*  —  iiax  -h  X  =  0. 

Pour  avoir  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  l'ellipse,  il  sufOt  d"y  remplacer  y'  par 

b^x* 
b* 7—-    Ceci  donne 


0. 


Le  cercle  sera  doublement  tangent  à  l'ellipse,  si  cette  équation  a  une  racine  double  ;  ce  qui  donne 
la  relation 

a»  _  (i»  _l- X) -£-  =0. 


De  cette  relation,  nous  déduisons  ). 


L'équation  générale  dos  cercles  doublement  tangents  à  l'ellipse  et  ayant  leurs  centres  sur   Ox  est 
donc 

X*  -^  jy»  •—  2«.r  -+-  -^ b-  =  0, 

et  la  corde  des  contacts  qui  correspond  à  ce  cercle  a  pour  équation 

c'x  a "a 

a*  ~     '  '    ~     C' 

qu'on  obtient  en  annulant  la  dérivée  de  l'équation  aux  abscisses  par  rapport  à  x. 
Pour    a  =  0,     lo  cercle  est 

X*  -+-  !/-  —  A'  =  0, 
et  la  corde  des  contacts,    x  =  0.     C'est  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

Quand  a  augmente,  la  corde  s'éloigne   de    Torigine  ;  elle   atteint   le   sommet  de   l'ellipse   pour 

X  =  —  »    c'est-à-<lire  quand  le  cercle  a  son  cenlre  au  point  de  rebroussement  de  la  développée.  A  ce 

a 
moment,  on  obtient  le  cercle  osculateur  h  l'ellipse  en  son  sonmiet.  A  partir  de  cet  instant,  les  contacts 
avec  l'ellipse  cessent  d'être  réels. 

a'a'  b* 

Voyons  maintenant  le  rayon.  Nous  avons     p' =  x* f- **  =  — r(^'""  *'^-     ^®  rayon   est 

réel  tant  que  a  est  plus  petit  que  c.  Pour    a  =  c,     nous  avons  un  cercle  de  rayon  nul  qui  a  son  centre 
au  foyer,  propriété  bien  connue  du  foyer. 

2.   Prenons  une  tangente  fixe  à  lellipse  au  point  {x^,  y^)  :  la  droite 

xxo        î/!/o       I  _  n  • 
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elle  détermine  avec  le  cercle  un  faisceau  linéaire 

;r2-+-y2  — 2aa;H--^-62-+-2Àf-^-+-  ^^  -  i]  =  0. 

Nous  aurons  les  points  limites  du  faisceau,  en  cherchant  les  centres  des  cercles  de  rayon  nul  de 
ce  faisceau,  c'est-à-dire  les  points  doubles.  Pour  cela,  nous  annulons  les  trois  demi-dérivées  partielles, 
ce  qui  nous  donne 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  a  et  \  entre  ces  trois  équations. 

La  seconde  d 
dans  la  troisième, 


6^1/                                                                             h^     X  y 
La  seconde  donne    X  = —;     la  première  donne  ensuite     a  =  x ^;     et,  en  portant 


'^'"!/Y4r^-4^^vV^^-H^(2-^-^)  =  o. 


V  a^y,  ^J\  c'  e-     y,  'J  y,  \  a^  6» 

Le  lieu  des  points  limites  est  une  conique. 

3.  Pour  montrer  que  cette  conique  se  décompose  en  deux  droites,  divisons  le  premier  membre 
par  6^,  et  écrivons  l'équation  ainsi  : 

(a^y^x  —  b^x^y){xy^  -  yx^)  -+-  a^c^y,{y  -  y^)  -+-  aH'yyoi^i  —  ^ ^  j  =  0. 

Prenons  alors  les  trois  dérivées  partielles  : 

—  b-'x,(xy,  —  yx,)—x,{a^y,x  —  b^x,xj)  -+- a^c^y,-haH^y,[^i  —  — ^ ^j —  yly  ; 

a^chjjy  —  2yp)  -t-  a^c^yy,. 

Il  est  visible  alors  qu'elles  sont  toutes  nulles  pour  a;  =  a-^,  y  =  y^.  La  conique  a  donc  pour 
point  double  le  point  (aj^,  j/o)  ;  elle  se  décompose  en  deux  droites  qui  se  croisent  en  ce  point.  Il  est 
facile  de  voir  aussi  que  celte  conique  passe  aux  deux  foyers.  Elle  se  compose  donc  des  deux  droites 
qui  joignent  le  point  (x^,  y^)  aux  deux  foyers. 

Quant  au  lieu  demandé  dans  la  dernière  partie,  il  se  compose  évidemment  des  deux  cercles  égaux 
décrits  sur  OF  et  sur  OF'  comme  diamètres. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  une  droite  quelconque,  A,  perpendiculaire  à  la  tangente, 
et  qui  rencontre  l'axe  Ox  en  w.  Il  y  a  un  cercle  ayant  son  centre  en  w  et  doublement  tangent  à  l'ellipse  ; 
ce  cercle  forme  avec  la  tangente  un  faisceau  linéaire  qui  a  deux  points  limites  situés  sur  la  droite  A. 
Sur  chaque  droite  A,  il  y  a  donc  deux  points  du  lieu  et  deux  seulement.  Le  lieu  est  une  courbe  du 
second  ordre. 

Si  nous  considérons  le  cercle  w  tangent  à  l'ellipse  au  point  {Xq,  t/„),  pour  le  faisceau  relatif  à  ce 
cercle,  les  deux  points  limites  sont  confondus  avec  le  point  (a.-,,,  t/,,)-  Gomme,  d'autre  part,  les  deux 
foyers  et  leurs  symétriques  sont  visiblement  quatre  points  du  lieu,  et  que  ces  points  sont  deux  à  deux 
en  ligne  droite,  nous  voyons  que  la  conique  se  décompose  en  deux  droites  qui  se  coupent  au  point 
(ï'o.  î/o)- 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Hutinkl,  h  Cannes;  G.  Lhémannf.,  à  Besançon  ;  R.  Gationet,  à  Belfort. 


2583.  —   On  considère  une  hyperbole  équxlatère  passant  aux  sommets    \   el    B   d'une  ellipse  et  au 
centre  de  cette  ellipse. 

Tro'iver  le  lieu  du  centre  ;  l'enveloppe  des  asymptotes  ;  l'enveloppe  des  axes  ;  le  lieu  des  foyers . 
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Soit  0  le  centre  de  l'ellipse  ;  posons    OA  =  a,    OH  =  b,    et  prenons  comme  axes  de  coordonnées 
les  droites  OA  et  OB. 

Léqualion  ;.'énérale  des  hyperboles  équilalrres  passant  par  les  points  0,  A,  B  est 

z'  -H  ).xi/  —  y-  —  ax  -{-  btj  =  0. 

Lo  lieu  de  leurs  centres  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  OAB,     x-  -+-  y-  — —  x  — —y  =  0. 

Pour  que   la    droite     ux -i- vy -i- w  =  0    soit  asymptote,  il  faut  qu'elle  rencontre  la   courbe    on 
deux  points  à  l'infini.  Formons  l'équation  aux  ordonnées  des  points  de  rencontre  ;  de  l'équation  de  la 

droite   nous  tirons    x  =  —  — j      et  en  portant   celle  valeur  dans   l'équation    de   l'hyperbole, 

nous  avons 

t;V-^-"'\"       ,       vif -h  w  vrj-hïv         , 

^  —  hj  —^ î/    -H  a  —^ h  01/  =  ^  • 


«*  -¥■  «» 

nv{bu  -+-  av) 

V-  -H  «- 

m{a  —  hm) 

u       I  u  u 

Ecrivons  (jue  celle  équation  à  deux  racinos  infinies,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  y*  et  de  y 
sont  nuls  ;  nous  obtenons 

\ i    =0, > \-  a \-b  =0. 

ti-  M  M-  U  U 

Nous  aurons  l'équation  fatigentielle  de  l'enveloppe  des  asymptotes  en  éliminant  X  entre  ces  deux 

équations.  On  trouve  aisément 

Vû[u''^  -H  «')  -H  uiibu  -t-fli')  =  0. 

On  reconnaît  l'équalion  tangentielle  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 
l*our  la  construire,  nous  tirons  de  l'équation  lanyontielle 

uxiibu  •\- av)) 

w  =  — 

et  réquation  de  l'asymptote  devient 

ux  -h  vy  — "^"  "  =  0, 

ou,  en  posant    u  —  —  vm, 

f[m)  =  y-  m.,  -4- -"^'_^J''    =  «• 

Kn  résolvant  les  deux  équations  /"(m)  =  0,  f'{m)  =  0  par  rapport  à  x,  y  nous  obtiendrons  les 
équations  paramétriques  de  l'enveloppe. 

Pour  que  la  droite  uz  -h  uy -+-  tr  =  0  soit  axe  de  l'hyperbole,  il  faut  cl  il  suffit  qu'elle  coïncide 
avec  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  perpendiculaire.  Ce  diamètre  a  pour  équation 

u{±r  -hly  —  a)  f-  v(}x  —  2(/  -H  A)  =  0  ; 

pour  qu'il  coïncide  avec  la  droite    ux-f-uy-f-  w  —  0,     il  faut  qu'on  ait 

2ti  -+-  Xv  '/M  —  2v    __    —  au  ■+■  bv 

u  V  w 

Éliminons  X  entre  ces  deux  équations;  pour  cela,  nous  multiplions  les  deux  termes  du  premier 
rapport  par  u,  ceux  du  second  par  —  v;  nous  ajonlons  terme  à  terme  les  deux  rapports  ainsi  modifiés 
et  nous  égalons  lo  ri-sullat  :mi  troisième  rapport.  Nous  obtenons  ainsi 

2{M>-h  r')  —au  -+-  hv 

u^  —  r»      ~  w 

ou  2/r(u»  -+-  u»)  -h  (u»  —  v*)(nu  —  bv'^  —  0. 

L'enveloppo  des  axos  est  encore  une  hypocycloïde  h  trois  rebroussemonls. 
Enfin,  les  foyers  de  l'hyperbole  sont  définis  par  les  deux  équations 

/;•  -  /;»  -  4( A  -  C)  /(x,  y)  =  0.  /•;/;  -  4B/(j-,  y)  =  0. 
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qui  s'écrivent 


X-(y-  —  x"^)  —  Tj.{bx  -+-  ay)  -+-  A{y-  —  x^)  -+-  iax  —  iby 


6'-  =  0, 


—  1-xy  -+-  X{ax  —  by)  —  4xj/  h-26x  -f-  2ay  —  ab  =  0. 

On  aura  le  lieu  des  foyers  en  éliminant  X  entre  ces  deux  équations.  Le  calcul  est  assez  pénible  et 

conduit  à  un  lieu  du  sixième  degré. 

A.  HUTINEL,  à  Cannes. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Delvovb;  Georges  Hèle  et  Ch.  Simon  à  Nogent-le-Rotroii. 


2586.  —  On  donne  la  courbe  C  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 
X  =  cos^  t,  y  =  sin'  /,  z  =  cos  2l, 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

1°  Calculer  la  longueur  de  celte  courbe. 

2°  Calculer  l'aire  de  sa  projection  sur  le  plan  xOy. 

3°-  En  combien  de  points  la  courbe  G  est-elle  coupée  par  un  plan  parallèle  au  plan  xOy  ?  Lorsqu'un 
point  décrit  la  courbe,  comment  varie  ses  distances  au  plan  xOy   et  à  l'axe   Oz? 

4°  Trouver   la  méridienne  (dans  le  plan  zOa?)  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe  G 
lorsqu'on  fait  tourner  cette  courbe  autour  de  O2. 

5°   Calculer  Vaire  que  balaye  la  courbe  G  sur  cette  surface  dans  ce  mouvement  de  rotation. 

(Certificat  de  Mathématiques  générales,  Paris,  J9î9.) 

La  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy  est  une  hypocycloide  à  quatre  rebroussements  dont 

le  paramètre  a  pour  longueur  1.  La  courbe  totale  admet  deux 
plans  de  symétrie  :  le  plan  des  xz  et  le  plan  des  yz  ;  ces  symétries 
se  manifestent  par  le  changement  de  f  en  —  t,  et  par  le 
changement  de  <  en  n  —  t  ;  la  réduction  de  l'intervalle  total 
s'opère  comme  d'habitude  et  il  suffit  finalement  de  faire  varier  t 


de  0  à 


2 


Alors  le  point  M  en  projection  parcourt  l'arc  AB, 


la  cote,  2,  varie  en  décroissant  de     -f- 1     à    — 1     et  la  courbe 

traverse  le  plan  de   xy  au  milieu  de   AB. 

1*  Nous  avons 

dx  =  — 3  cos'  t  sin  tdt,  dy  =  3  sin^  t  cos  tdt^ 

dz  =  —  2  sin  2i  ; 
donc 

ds"^  =  (9  sin*  t  cos«  t  -f- 16  sin^  /  cos^  t)dt-, 

ds  =  o  sin  t  cos  tdt,  ' 

5  sin-  t 


s  = 


-hCt«. 


La  longueur  de  l'arc  AB  est 


celle  de  la  courbe  totale  est    4  x  —  =  10. 


dx         dy         dz 
Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont    —7-  .    — —  1     -r—  » 

as         ds        ds 


y.  = —  cos  t, 

5 


j3  =  — -  sm  /, 
5 


la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  Oz  ;   la  courbe  est  une  hélice  du  cylindre  qui  la  projette  sur  le 
plan  des  xy,  parallèlement  à  O2. 

U  serait  facile  de  construire  les  deux  autres  projections  ds  cette  courbe  ;  nous  ne  le  ferons  pas. 
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2.  La  dillérenliclle  de  l'aire  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy  est 

13  3  3 

d\  =  —{xdy  —  ydx)  =  —  (sin*  /  cos*  t  -\-  sin'  /  ces*  t)dt  =  —  sin-  /  ces-  t     dt  =  —  sin*  2/rf/; 
z  z  2  8 

■   .  ^  1  —  cos  4/ 

or,  sin»  il  —  ; 

t 

donc  dk  =  ~    1  —  cos  4/)^^ 

3/  3 

et  A  = -— -  — -^  sin  4/ -H  C. 

Ib        o4 

-  3- 

L  aire  du  premier  quart  s'obtient  en  faisant  varier  f   de  G  à    — ;    elle  a  pour  valeur  -r^;    l'aire 

totale  est  quatre  fois  plus  grande  ;  c'est 

3.  Si  on  se  donne  z  =  h,  h  étant  un  nombre  compris  entre  —  1  et  -h  \,  les  valeurs  du 
paramètre  qui  correspondent  aux  points  de  rencontre  avec  le  plan  z  =  h  sont  données  par  l'équation 
cos  2<  =  h.     Posons  alors     a  =  arc  cos  li  ;     nous  aurons 

2/  =  ikr.  +  a  ou  2/  =  2/f-  —  a  ; 

ces  équations  donnent  quatre  valeurs  de  /  comprises  entre  G  et  2-.  H  y  a  donc  quatre  points  de  ren- 
contre de  la  courbe  avec  le  plan  z  =  h.  Cela  se  conçoit  sans  peine,  puisqu'il  y  a  quatre  arcs  symé- 
triques de  celui  que  nous  avons  indiqué  ou  égaux  à  celui-ci. 

Quand  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xy  décrit  la  première  moitié  de  l'arc  AB, 
:  décroît  de  1  à  0  ;  quand  elle  décrit  la  seconde  moitié,  :  décroît  de  G  à  —  1  ;  sur  l'arc  suivant,  BC, 
:  croit  de  —  I  à  -+-  1  ;  etc.  La  distance  du  point  M  à  0:  se  projette  sur  le  plan  des  xy  en 
vraie  grandeur  ;  c'est  la  distance  du  point  0  au  point  qui  décrit  l'hypocycloïde  ;  les  variations  de  celte 
distance  sont  évidentes  sur  la  figure. 

4.  L'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe  C  en  tournant  autour  de  0: 
s'obtient  en  éliminant  t   entre 

ar»  -H  î/2  =  cos*  /  ■+■  sin''  t,  z-  =  (cos»  /  —  sin*  0'  ; 

la  première  se  simplifie,  en  divisant  le  second  membre  par    cos*  t  -h  sin*  /  ;     ce  calcul  donne 

j2  H-  j/»  =  cos*  t  —  sin*  /  cos*  /  -h  sin'  /  ; 
et,  comme  :*  =  cos*  t  —  2  sin-  /  cos*  /  -+-  sin*  t, 

nous  avons  cos*  t  -h  sin*  t  =  2(ar*  -h  i/*)  —  :*, 

sin*  t  cos*  l  =  X-  -\-y*  —  :*, 
et,  par  suite,  4(x*-+- >/-)  — 3:*  =  1. 

La  surface  est  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  autour  de  0;. 
La  méridienne  de  cette  surface  est  l'hyperbole 

4x«  -  3:*  —  !  =  G. 

5.  L'aire  engendrée  par  la  courbe  donnée  en  tournant  autour  de  0:  est  donc 

ir.xds. 


. 


où  :  est  la  variable  d'intégration,   x  l'abscisse  de  l'hyperbole  et  ds  la  didérent'elle  do  l'arc  de  celte 

méridienne, 

l     ^  2xdz 

Nous  avons  d'abord        x  =  -—  ^/.{j»  -h  \ ,  j)uis,     rf.r  =    .  ,;,  . —  • 

z  -\  JJ"  -t-  1 

/        "•>:*  \  21  s*  -4-  4     .  , 
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l'aire  est  donnée  par  l'intégrale 


Or,  en  intégrant  par  parties,  nous  avons 


j  v/2iz2  4_  4^2  =  zs/21z"  -H  4  —    /  — = 


212^^3 


la  seconde  intégrale  s'écrit 


et  nous  avons  finalement 


Il  faut  prendre  la  variation  du  second  membre  de    —1     à    +1     et  la  multiplier  par   —  ;     cela 

4 


donne 


i+v/i-^4- 


^^/l5-.-|j-L 


1 


vZ-l 


-(iO  +  -4-L^  +  ^ 


4    V        W21        5  -  v/21 
Telle  est  la  valeur  de  l'aire  ;  ce  nombre  peut  encore  s'écrire 

5  +  v/2Ï 


t( 


''■^iw^ 


Bonnes  solutions  :   MM.    Pecqobur  ;   M.   Winants  ;    L.    Mennessibr  ;    F.    Maisonnet  ;    C.    Delvoye;    A,    Hutinkl  ;    Babas; 
Dklatour  ;  G.  Hèle  ;  M.  Roux  ;  G.  R.,  à  Paris  ;  L.  Baltbau  ;  R.  Gavignet. 
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2612.  —  On  mesure  la  densité  relative,  par  rapport  à   l'eau  à  0",  d'un  liquide  par  la  méthode  du 
flacon.  Les  trois  équilibres  relatifs  à  cette  mesure  ont  donné  les  résultats  suivants  :  la  tare  T  équilibre 

le  flacon  vide  ■+-  78^,470, 
le  flacon  plein  de  liquide  -h  4^','220, 
le  flacon  plein  d'eau -\-  33^,190. 
i"  Décrire  succinctement  la  technique  de  la  mesure.  En  négligeant  toutes  les  corrections^  quel  nombre 
trouve-t-on  pour  la  densité  relative  cherchée  ? 

2°  Quel  nombre  trouve-t-on  pour  cette  densité  relative  si  l'on  tient  compte  de  la  poussée  de  l'air? 
On  négligera  l'effet  de  la  température .  Calculer  la  limite  de  l'erreur  absolue  sur  le  résultat,  prove^ 
nant  d'une  erreur  absolue  possible  de  2  mg .  dans  chaque  équilibre . 

3°  Par  quel  nombre  est  exprimé,  dans  le  s;/slème  C.  G.    S.,  le  poids  spécifique  de  ce  liquide  à  0°? 
Par  quels  facteurs  numériques  faut-il  multiplier,  d'une  part  la  densité  relative  et  d'autre  part  le 
poids  spécifique  trouvés  tous  deux  précédemment,  pour  les  exprimer  Vun  et  l'autre  : 

a)  dans  le  système  M .  T .  S . , 

b)  dans  le  système  mètre,  kilogramme-force,  seconde  ? 

Masse   du  litre  d'air  :  l8,3  ;  masse  spécifique  de  l'eau  ;  1  G.  G.  S.  ;     g  =  981  G.  G.  S. 

(École  centrale,  concours  d'admissibilité  de  1922.) 
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4.  Le  poids  brut  du  liquide  est     M  =  78,470  —  4,220  =  74,250, 

—  de  leau     —     M'  =  78,170  -  3.},  190  =  45,280. 

Une  valeur  approchée  de  la  densité  relative  est  donc 

d'=_lillË^=  1,6398. 
4.i,2S0 

2.  Pour  tenir  compte  de  la  poussée  de  lair.  il  faut  écrire  les  équations  d'équilibre  de  la  balance 

de  la  manière  suivante,  c  désignant  la  correction  sur  les  poids,  V  le  volume  du  flacon,  (i  la  masse  spé- 

cidquc  du  liquide,  e  celle  de  l'eau  et  a  celle  do  l'air  : 

M(l  -  c)  =  V>  —  Va  et  M'(l  —  cr)  =  Vc  —  Va, 

M  fi  —  a 


^'^^  M' 


(1    _    M        Jj_{  ^^ 


/M  \ 

Puisqu'on  suppose     e  =  1,     le  terme  correctif  est    a  l  — M  =  0,0013  x  0,6398  =  0,( 

d  =  1,6390. 


,00083. 
\   i*i  / 

et  la  densité  relative  cherchée  est 

d  =  1,6390. 

M 
i'uiir    ('valuer    rciicur  possible,  il    suffit,  évidemment,   de  considérer  le  premier  terme,      — — , 

M 

derf. 

Désignons  par;j,  q,  r,  les  trois  nombres  fournis  par  les  pesées,  il  faut  faire  alteulion  que  le  pre- 
mier intervient  dans  chacune  des  diflérences  M  et  M'  et  que  l'on  a 

M    =   ?^~? 
M'  p  —  r' 

La  diilérenciation  de  celte  expression  donne 

^  JM     _    {q—r)Sp  —[p  —  r)Aq-i-{p  -  q)Sr 


M'  (p  -  rr 

Les  différences     p  —  q     et    p  —  r    sont  positives,   mais     q  ~  r    est  négatif.  On  calculera  donc 

l'erreur  maximum   en   supposant      A/>  =  —  2  mg,       Aq  =  —  2  mg      et      Ar=-+-2mg,      ce  qui   ne 

change  pas  la  valeur  de   M,    mais  substitue  à  M'    le  nombre  45,276.  On  trouve  alors  1,6399  au  lieu  de 

1,6398.  L'erreur  cherchée  est 

0,0001. 

3.  La  valeur  de  rf    représente  la  masse  spécili(|ue  on  unités   C.    <i.   S,;    il  faut  donc  la  multiplier 
par  981  pour  avoir  le  poids  si)écifi(juc  dans  le  même  système  : 

m  =  1,6390X981  =  1607,8. 
La  densité  relative  étant  le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même   nature,  le  nombre  qui  la  repré- 
sente est  indépendant  du  système  employé;  c'est  toujours  1,6390. 
Quant  au  poids  spécifique,  il  a  pour  dimensions 

Il  =  ML-=T-». 
I>uhc,  pour  passer  d'un  système  M,  L,  T,  à  un  système  M',  L',  T',  il  faut  multiplier  par  le  facteur 

M 

Le  premier  système  étant  le  système  G.  G.  S.,  et  le  second  le  système  M.  T.  S.,  on  a      -77-  =  10», 

L'  T' 

—  =  10'    et      -mT  =  1,     d'où 

A-,  =  ^  et  m,  =  10,078. 

^  M' 

Le  second   système    étant  le  système  mètre,  kilogramme-force,    seconde,  on    a      -j^  =  9810, 
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L'  T' 

—  =  10^    et      -TjT  =  1,     d'où 

Solutions  partielles  de  M.  Lhémanne,  à  Besançon  et  de  MM.  G.  Hèle  et  Ch.  Simon  à  Nogent-le-Ilotrou  . 


A 

f 

\     — »-  Sens  dei propagatiofo 

B 

C       ^S             d&  la,  lumière. 

2613.  —  Oa  considère  un  dioptre  sphér'ique  de  centre  C,  de  sommet  S,  d'axe  principal  SG  et  de  rayon 
de  courbure  égal  à  3  millimètres  (voir  la  figure).  On  n'utilisera  que  les  rayons  centraux  peu  inclinés  sur 

l'axe  du  dioptre   et  passant  du  verre  dans  l'air  au  travers  de  ce 
dioptre. 

i°    Trouver  la  place  des  foyers  du  dioptre  sphérique  de 
sommet  S,  l'indice  relatif  du  verre  par  rapport    à  l'air  étant 
égal  d,52. 
2°  Un  petit  objet  réel  AB,  plan,  perpendiculaire  à  l'axe  SC,  est  placé  dans  le  verre,  à  une  certaine  dis- 
tance du  sommet  S  du  dioptre,  le  point  B  étant  sur  l'axe  SG.  Calculer  la  valeur  que  doit  avoir  la  longueur 
SB  pour  que  l'image  A'B',  donnée  de  l'objet  AB  par  le  dioptre,   soit  virtuelle  et  se  forme  à  une  distance  du 
point  S  égale  à  SO"^™.  Tracer  la  marche  d'un  faisceau  de  rayons  issu  du  point  A  de  l'objet. 

L'objet  AB  ayant  une  longueur    AB  =  1°"°,    calculer,  en  degrés  et  à  l'approximation  relative  de      , 

la  valeur  de  l'angle  sous  lequel  l'œil,  placé  très  près  du  dioptre  et  quon  supposera  en  S,  verra  l'image  A'B' 

dans  les  conditions  précédentes . 

3°  Calculer  de  combien  varie  en  valeur  absolue   la  longueur  SB  si  l'on  suppose  que   la  dislance  de 

l'image  A'B'  au  point   S  varie  d'une  petite  quantité  {par  exemple  de  2cni)   autour  de  sa  valeur  précédente 

égale  àSOc». 

(École  centrale,  concours  d'admissibilité  de  1922.) 

1.  La  formule  générale  aux  distances  conjuguées  par  rapport  à  un  dioptre, 

n,  n.,  n,  —  n.> 


Pi         P>  ï' 

devient,  avec  les  valeurs  numériques  données,  et  en  prenant  le  millimètre  pour  unité, 

1,52   _     1     _    0,52 
Pi  p,    "       3     ■ 

On  en  déduit,  pour  les  distances  focales, 

2.  La  même  formule,  où  l'on  fait    p.>  =  300,    donne 

1>52X300 
Pi  =  ^3 =8,60. 

L'objet  est  donc  excessivement  près  du  premier  foyer  Fi.  On  a  indiqué  la  marche  d'un  faisceau 

issu  du  point  A  et  limité  d'une  part  par  le  rayon  passant  par  le 
centre  C,  d'autre  part  par  le  rayon  parallèle  k  l'axe  et  passant, 
après  réfraction,  par  le  foyer  F,.  Le  faisceau  réfracté  est  presque 
parallèle  et  l'image  A'B',  à  l'échelle  de  la  figure,  serait  à*  plus 
d'un  mètre  à  gauche. 

1 
L'angle  ASB,  AB  étant  égal  à  1°"",  a  pour  tangente      -rr^--    Cet  angle  étant  petit,  l'angle  de  réfrac- 

8,0 

tion,  opposé  par  le  sommet  à  ASB',  est  égal,  en  radians,  à  l'angle  d'incidence  multiplié  par  l'indice 

1,52 

du  verre,  soit  »     Un  radian   valant   sensiblement  57°,    l'angle  cherché,   diamètre  apparent  de 

o,t> 
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l'image  vue  du  point  S,  aura  pour  valeur 

a  =  ^  X  57  =  10». 

De  ce  diamètre  apparent,  on  peut  déduire  la  grandeur  de   l'image   A'B',  ce  qui    revient  encore  à 
appliquer  la  formule  générale 

y,         "î    Pi 

dans  laquelle  on  ferait    n,  =  1,52,    n.^  =  1,    p,  =  300    et    p,   =  8,60. 

3.  La  variation  de  la  distance  SB'  étant  pelile,  il  est  naturel  de  calculer  la  dérivée  de  p,  par  rapport 

à  p..  Or  l'équation  en  p,  et  p-i,  après  qu'on  a  remplacé  les  indices  par  leurs  valeurs,  donne 

45^»2  ,  dp,  456  X  .300 

d  où  —  


^'  ~    52p,  -h  300  dp,         (52p,  h-  30U)» 

Pour    p.  =  300,     on  a 

^  =     /''\^     =  O.OOOoi. 
dp,         300  X  53=^ 

Si  l'on  suppose     dp,  =  20,     on  trouve  sensiblement 

dp,  =  G— ,01. 
On  arriverait,  bien  entendu,   au  mi'me  résultat,  mais  d'une  manière  moins  générale  et  moins  con- 
foime  à  l'énoncé,  en  calculant,  à  l'aide  de  l'équation  aux  dislances  conjuguées,  les  valeurs  de  p,  cor- 
rcpponxlant  à    p,  =  300  -+-20    et  à    p..  =  300  -  tO. 

Solution  exacte  de  MM.  G.  IIki.e  et  Ch.  Simo.n.  Faute  de  signe  dans  celle  de  M.  G.  LH<MANtni 
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2670.  —  On  considère  la  fonction 

_    X*  —  l 

^  ~     xLx 
i"  Trouver  les  valeurs  tle    i/,  y',  y"   et  calculer  leurs  valeurs  numéricpies  pour    r  =  i. 
Donner  les  trois  premiers  termes  du  développement  en  série  à  partir  de    .i-  =  i. 

2°  Montrer  qu'il  existe  une  relation  linéaire  et  rationnelle  en  x  entre    z  =  -     et  :'.    En  déduire  que  i 

n'est  pas  (léveloppable  en  série  entière.  Dire  pourquoi. 

3"  Ktudier  les  variations  de  y  et  construire  la  courbe  représentative. 

E.  H. 

2671.  —  K  désigne  un  nombre  imaginaire  donne    a-h  bi  ;    :  dTsiiinc  le  nctnibre  variable    «  -f-  yi  ;     Il  un 
nombre  positif  et  t  une  variable  réelle  ;  montrer  que  le  nombre 

représenle  le  point  courant  <rnn  ccfcle. 


la,priu..ri.  Coa,ta-J.cu.t.  -  B^r-i-Duc.  ^«  Hédacteur^Gérant  :  H.  VUIUEUT. 
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2587.  —  Notalion.   — Le  symbole  th  u  désigne  la  tangente  hyperbolique 

sh  u  e"  —  c^"- 


tli  u 


ch  u         e"  H-  c" 

I.  —  Exprimer     Y  =  Ih  Su     en  fonction  de     X   =  Ih  u. 

Soit  Y  =  /(X)  la  fonction  obtenue.  Calculer  avec  une  décimale  exacte  l'aire  comprise  entre  la 
courbe    Y  =  /(X)     et  les  droites    X  =  3Y,     X  =  0,     X  =  1. 

Développer  /"(X)  en  série  convergente  procédant  suivant  les  puissances  entières  positives  croissantes 
de\. 

Soit  <p(X)  la  fonction  formée  par  l'ensemble  des  trois  premiers  termes,  à  coefficients  non  nuls,  du 

développement   précédent.    Discuter,  suivant    les  valeurs  du  paramètre  réel  l,  ta  réalité  des  racines  de 

l'équation. 

o  (th  m)  =  3  thu  +  X. 

II.  —  Exprimer,  pour  n  entier  positif,     Y  =  th  nw     en  fonction  de     X  =  th  u. 

Soit  Y  =  F(X)  la  fonction  obtenue.  Décomposer  les  deux  termes  de  la  fraction  rationnelle  F(X)  en 
facteurs  du  premier  et  du  second  degré  à  coefficients  réels. 

Montrer  que  la  relation  Y  =  F(X)  équivaut,  si  l'on  pose  X  =  sin  x,  Y  =  sin  y,  à  une  rela- 
tion simple  entre  les  tangentes  trigonométriques     tgf—  4-—  |     et     tg( ^"  y   ). 

Etudier  les  variations  de  la  fonction  Y  =  F(X),  X  variant  de  — oo  à  -h  00  et  les  représenter 
graphiquement . 

Soit  l'équation     F(X)  =  F(Xo),  Xq  étant  une  constante  donnée  différente  de —  l  et  de  -]-i.  Calculer 

ses  racines  à  l'aide  de  X^  et  des  tangentes  trigonométriques  des  angles  [k  entier).  Discuter  la  réalité. 

I.  —  Pour  calculer  th  Su  en  fonction  de   th  u,  calculons  immédiatement  th  nu  dont  nous  aurons 

besoin  dans  la  suite  : 

e".  _  g-"          e-"-  —  i         ^,  ,  '   e""  —  e"'"  e-""  —  1 

th  M  —  ^-  =  — —  =  A,  th  nu 


Éliminons  e-"  entre  ces  deux  équations  ;  nous  avons 

„         i  -+-  X 


e'"  — 


1  — X 

et,  par  suite, 

th  nu  =    V^-^^  =    (i-HX)"-(4-X)" 

/1-|-X\"      ,  (4 -h  X)" -+-(<— X/' 
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Dans  le  cas  de     ti  =  3, 


Y  =  lh3u  =  __Z__  =  /-,x 


I  -+-  3X^ 

Construisons  la  courbe     Y  =  /"(X).     Celle    courbe  passe  par  L'origine  ;  la  tangente  à  l'origine  est 
Y  =  3X,     c'est  une  tangente  d'inllexion,  car  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine. 
Divisons  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  : 

^^         3       1H-3X^    ' 

X  X 

on  voit  que  lasymptote  est  la  droite     Y  =  -—    et  le  signe  de    — —  ou  •\e  X  donne  la  position  de 

la  courbe. 

Prenons  la  dérivée 

(X*  —  i)* 
Y'  —  1    ^  -^      ; 

~      (I-I-3X»)» 

elle  est  toujours  positive  et  s'annule  pour  X  =  -i-  1  et  X  =  —  1,  il  eu  résulte  que  la  fonction  v«l 
toujours  croissante  et  que  les  tanj;oiiles  aux  points  d'abscisses  —  1  et  -h  1  sont  des  tangentes 
inilexionnelles  horizontales. 

L'aire  demandée  A  est  celle  qui,  sur  la  figure,  est  couverte  de  hachures  : 

A  =  aire  (OBC)  =  aire  (OAC)  —  aire  ^OAB)  ; 
Y 


X 


dX. 


donc  A  est  donnée  par  l'intégrale 

Faisons  apparaître  au  numérateur  la  dérivée  du  dénominateur 
et  nous  obtenons 


Calculons  Li  ;  pour  cela  posons 


2  = 


/''  A      «XrfX            4 
'    ~./„     9     1H-3X»    ~    i» 

L(i  -h  3X') 

1  -h  '                           1 

I- 


1         r 


nous  aurons  Ll  -j j  =  2i  ar -+- — - -h -jr- 

série  qui  est  convergente,  puisque 


in-hl 


)• 


Donc  nous  pouvons  écrire 


'-A<- 


2  2 

L2  =  4  + 


0<^<-7r 


.{  3 .  27 

1 


(  1  H 1 h  •••  H 

fixa*  \  3^         3*  3»" 

ce  qui  donne  0  <  c  «<  0,002. 

//  m  résulte  ({lie  l'airi'  \  est  égale  à 


-io.(i<.^0,(Dl,à-i^prùs. 


Pour  développer  la  l'onction  f{\)  en  série,  nous  remarquons  quelle  peut  se  mcllre  sous  la  (orme 

3    V  I  -t-3X=   ' 


v  =  l.- 


il  suflit  donc  do  développer    — — —    en  strie   entière.  (Vesl  la  somme  d'une  progression  géoraé- 

1  •+■  3X 
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trique  de  raison     —  SX^  ;     par  suite, 

/W  =  -3-+YX(I-3X2-4-9X*-27X«-f-----h(-3X^)"-h-..), 
développement  qui  n'est  valable  que  lorsque     X-  <  —  • 

La  fonction  formée  par  les  trois  premiers  termes  non  nuls  du  développement  est  al 

9(X)  =  3X  -  8X3  ^_  24X3  ; 
nous  avons,  par  suite,  à  discuter  l'équation 

(1)  Mih'u  —  8th'u  =  \. 

Pour  cela,  construisons  la  courbe 

Y  =  24X*  —  8X3  ; 
prenons  la  dérivée 

y  =  24X^(5X2—  1)  ;. 

elle  s'annule  pour -=>   0  et    -=,    et  nous  avons  le  tableau  de  variation  suivant 


ors 


v/5 


v/^5 


X 

Y' 

—  oc 

-+-G0 

—  1 

-H 

1 

v/5 

0 

0 

0 

1 

u 

-H  1 

H- 

-t-  00 

+  :o 

X 

—  16 
16 

0 
16 


+  16 

-h  X» 


Nous  obtenons  alors  la  courbe 
indiquée  ci-contre. 

Si  nous  coupons  cette  courbe  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  X,  soit 
Y=:). ,  les  abscisses  des  points 
d'intersection  nous  donneront  les 
valeurs  de  X  qui  sont  racines  de 
l'équation 

24X»  — 8X3  ^). 
Si  une  de  ces  valeurs  Xq  est  comprise  entre     —  1     et 
-I-  i,     il  lui  correspondra  une  valeur  de    u    et  une  seule, 
donnée  par  la  relation     th  «  =  Xq. 

Nous  voyons  alors  immédiatement  que 


SI 


16 


et  si  I  >-  I  < 

II.  —  Nous  avons  vu  que 


si         I  ''  I  >  16,         l'équation  (1)  n'aura  pas  de  racines  ; 
<C  I  >*-  I  <C  Ï6,        elle  aura  une  racine  ; 
16 


elle  aura  trois  racines. 


Y  =  tb  nu  = 


(1-hX)"  — (1  — X) 


(l  +  X;''-f-(l— X)»  U 

Nous  allons  d'abord  décomposer  le  numérateur  en  facteurs  du  premier  et  du  second  degré,  pour  cela 
cberchons  ses  racines  : 

(1-hX)''-(1-X)"=.0, 

/  1  _)_  X  \  " 
ou  encore,  puisque     X  =  1     n'est  pas  racine,    (  —  )   =  1. 

Donc,  en  posant   z  = — -. 

1  —  A 

(2)  N  =  (1  -  X)"(z"  -  1)  =  (1  -  X)"(z  -  :  j(:  -z,)...{z-  z,._.). 

Nous  allons  distinaruer  deux  cas  : 
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=0  =  1. 


27Î  i- 

cos  — h  *  sin 

9p  -), 


-2p 


|o     n  =  'ip. 


ip-r. 


•Ip-r. 


z,.  =  cos  -j- h  I  ^in  — —  =  —  1, 

-P  ^P 

2(iJn-  iW.                 tCip—  {)- 
(     =..  .=cos  _^  +  ts.n 

Nous  remarquons  que  :>  pI  :j^_>.  sont  imaginaires  conjuguées  ;  donc  le  produit 

2/- 
(:  —  :>.)(:  —  Zj/j-x)  =  z*  —  2r  cos  — h  1,  est  réel  ; 

il  osl  égal  à 

— : ^-r-[  \-  cos^  — h  sin-  -— —  )  • 

(i  — X)«V  tp  ip  J 

Groupons  alors  les  fadeurs  de  l'égalité  (2)  deus  à  deux,  nous  obtenons  : 

N  =  (l-X)"(--z„)(=-z„)(: -=.)(= ---.>-.)  •  (:- =.X=  -  >>-.•)    ••  (:-=;..)(=- =^^0, 
N  =  VP\(\*cos*  -^  -i- sin^-J-Yx*cos«  ^H-sin»|l^  ..Yx»co8«  ^^^7  *^"  -4  sin'  ^^~^^'^^\ 


tp  ±p 


^P  ^P 


^P 


=0  =  1, 


=  cos 


2- 


de  degré     (2p — 1)     en  X. 

2r 


2"     »  =  2p  -H  1 . 


:._,,,  =  cos 


2p-^t 

2.'ip- 


i  sin 


2/)   '    1 

2.2/^7: 


2;;   (   1  2/î  -f-  1 

Nous  reinanjuons  (|u"il  y  a  ciH^ore  un  iioiulno  pair  de  rarines  imacinairps  ;  elles  smil  conjiipuées 
(Jeux  a  deux  ;  donc 


2/.-  4 

(:  -  :x)(:  -  Sîp-h.-x)  =  :*  —  2:  cos  ^   -+-  1  = 

(iroupons  deux  à  deux  les  termes  de  l'égalilé  (2)  actuelle 


— — \.„  1  X'  cos'  — -h  sin*  — - 

(1— X)'V  2/) -h  1  ip  +  l 


N  =  (1  -  X)^"  '  '(:  -  Zo)  •  (=  -  =.)(=  -  :.>)  •  (=  -  =,)(=  -  =..  .)•(=-  =,.)(=  -  =,■+.). 
Nous  obtenons,  en  ellecluanl  les  calculs, 

N  =  2'p-»-'X(  X'cos'    .    "    .   -h  sin-    .    "    .  V  X' cos' 


•2p  -+-  1  •2p  4-  1 


^  '"   .   -h  sin'  ^  "    .   )    •• 
2p-\-l  2p  -f-  1  7 

•       (x«  ces»  -r^—r  +  sin'  ^  ^\  V 


i  --h  \ 


qui  est  de  degré     'ip  -]-  1     ev   \. 

Décomposons  mninlrnaut  le  (Iftiomniatrur  ,  [lusons  j-ncore  —  =  -i     nous  aurons 

(3)  \)  ^H-  \)'\z"  4- 1)  =  (  I  -  X)"(:  -  :o)(:  _:,)•••(:-  z...  ,)• 

•    Séparons  aussi  les  deux  cas  oii  n  est  pair  et  ofi  h  est  impair  : 


i"     n  =  2p. 


z,,  =:  eu> ^  I  MM  , 

ip  tp 

z,  —  cos  — — f- 1  sm  —— , 
ip  tp 


:,,._i  —  cos  -^-î— h  t  sin      '^ 


«/' 


^P 
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les  racines  :>.  et    2o^,_x_i     sont  imaginaires  conjuguées  ;  par  suite. 


,            (:'X-+-1)7:  .   ^    (2X+I).: 

X-  cos^  -^ — : h  sni^ 


(iroupons  alors  deux  à  deux  les  facteurs  de  l'égalité  (3),  nous  obtenons 


D  =  Vp  X^  cos2 


sin- 


4/j 


X.  cos' ^  +  sin' 4^V- Tx^  cos=  i?P^Jil  +  sin'  <^P  - '>= 


qui  est  de  degré  2p  en  X. 


Ap 


Zn  =  ces 


=  CCS 


3- 

2pH-l 


i  sin 


-+- 1  sin 


2°     n  =  2p  -f- 1 . 


4p  / 


2p-+-l 

3- 
2p-i-i  ' 

(2p  +  l)^ 


*P 


ip 


(2/J^l)7r  .    . 

=  ces  — ; h  i  sin  — ; — 

Hp-i-  l  2/9  -h  1 


=  —  1 


(4;)  4-1)-        .    .       4» -+-!)- 

z,,,  =:  cos  — ■ h  i  sm  -^ 

"'  2p  -H  1  2;;  -h  1 

Les  racines  -„  et    ::.2y,_>.     sont  imaginaires  conjuguées,  et  nous  avons  de  même 

(-      -.X2      -^^-)-    (t_X)'A-^   ^°'    2(2p-hl)^'        2{2p  +  i) 
Groupons  deux  à  deux  les  termes  de  l'égalité  (3),  en  laissant  seul  le  te-rme  réel 
obtenons  finalement 


I)  ^  2'P+M  X'-cos^ 


4/3  4-2 


sm^ 


4p-f-2 


X'-  cos^ 


3^ 


3:: 


4p4-2 


sm- 


X^  cos'- 


4/?  4- 2 


sm' 


Zi)  ;      nous 


(2p-lh 


4p  4-  2  '""        ïp  -+-  2 

qui  est  de  degré  2p  en  X. 

Pour  trouver  la  relation  demandée  lorsque     X  =  sin  a?     et    Y  =  sin  y,    nous  remarquons  que 


1  4-  sin  X 

1  —  sin  ./ 


1  —  cos  (  -—  4- 


1  4- cos 


(t-^) 


sin' 


4         2 


cos^ 


.r  \  .,  /  -         X 

—  )  —  cos- h  — 

2  /  \  4         2 


sin- 


z  COS'^ 


4  2 


c'est-à-dire, 


Exprimons  alors 


1  -hX  \" 


1  — X 

et,  par  suite,  immédiatement, 


{T^)-'«'{i^i) 


en  fonction  de  Y  ;  nous  trouvons 


l4-X  \" 


i  — X 


l-hY 


=  ^) 


Si  a?  et  1/  sont  compris  entre —    et    -(--5-' 


'^'t 


=  t<ï"  I I 
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Étudions  maintenant  les  variations  de     Y  =  F(X). 

(i_^X)"-(i-xr 


Y  = 


fi-hxr-t-(i  — \)" 

A  cet  eiïet,  séparons  les  deux  cas  où  n  est  pair  et  où  «  est  impair. 

i"  Cas  :    n  =  "ip.     —   La  décomposition  laite  précédemment  nous  a  montré  que  le  numérateur 

contient  X  en  facteur  et  est  de  degré    (2p  —  1)  ;     le  dénominateur  est  de  degré  îp. 

La  fonction  Y  est  donc  du  signe  de  X  ;  elle  s'annule  pour     X  =  0. 

Lorsque  X  devient  infini  par  valeur  positive  ou  négative,  ta  fonction   Y    tend  vers  0. 

La  dérivée, 

8p{l  — X')»'^' 


Y'  = 


D= 


.1  le   signe  de    (1  —  X*)  ;     elle  sannule  et  change   de  signe  pour 
\  =  —  I     et    X  =  -hi. 

Nous  voyons  donc  immédiatement  les  variations  de  la  fonction 
et  nous  pouvons  construire  la  courbe  représentative. 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  la  tangente  au  point  X  est  une  tangente  dinllexion. 

2"  Cas  :  n  =  2ï)-»-  1.  —  Le  numérateur  est  de  degré  2/) -h  1  et  a  X  en  facteur,  le  dénomi- 
nateur est  de  degré  2p,  la  fonction  a  toujours  le  signe  de  X,  elle 
s'annule  pour     X  =  0. 

Lorsque   X    devient  infini,  Y   devient  infini.  On  voit  facilement, 
en  développant  le  nuniér.ilour  et  le  dénoininaleur,  que  la  droite 

1 

est  asymptote.  _ 


Y  =  X 


2p-f-I 


La  dérivée,       y'  =  4(2/>h-1) 


est  toujours  positive  ;  elle  s'annule  sans  changer  de  signe  pour     X  = -h  1     et     X  =  —  I  ;     les  varia- 
tions de  la  fonction  sont  alors  évidentes;  nous  obtenons  la  courbe  ci-dessus. 

JHscussion  tlp  rri/uniion     F(X)  =  F(Xo).  —  Celle  équation  revient  à  la  suivante  : 

(4^r=(4^)". 

ou  encore,  en  extrayant  les  racines  n""", 

l-hX  !-+-X..   ,.. ^. 

v'cos  Sx  -t- 1  sin  2t:  : 


los  rariiif's  de  létpnilioii  sont  donc  données  par  n  égalités  de  la  forme 

1-f      X  1    +X,       /  U-.  .      .  'ikT.\ 

= ç-     cos  -—    -t-  I  sin ;  0 


»  —  I  ; 


en  résolvant  par  rapport  k  X, 


X  = 


\J  cos 


i  sm h  1 


)-( 


cos 


2Ar 


2At: 


t  sm 


XJ  cas ht 


:o(< 


n 


sin-^-l)-H( 


ik- 


cos 


I  sm h  I  ) 


cl,  en  exprimant     cos 


2Ar 


.      2A-  ...  A-^ 

et     sin  on  fonction  de     te 

n  n 


\  =   — 


X.  +  Ug±- 


I  -h  iX„  tg 


A- 


0  ç.  A- 
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Dans  le  cas  où     n  =  2»,     il  y  a  deux  racines  réelles  :     X  =  Xq,     correspondant  à     k  =  Q, 

4 

et     X  =  — —  correspondant  à     k  =  p. 

Dans  le  cas  où    n  =  2p  -hl,    il  n'y  a  qu'une  seule  racine  réelle,    X  =  X^,    correspondant  à    k  =  0. 

Remarque.  —  Ces  deux  résultats  sont  évidents  sur  les  courbes,  il  suffit  de  couper  par  des  parallèles 

à  l'axe  des  X  d'ordonnées  F(Xo). 

MARVALDI,  lycée  Louis-le-Grand. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Mussel  ;  G.  Lach,  à  Douai  ;  .1.  Marvillet,  à  Vesoul  ;  L.  Mennkssiep,  à  Cluny  ;  G.  Hklk  et  Ch.  Simon, 
à  Nogent-le-Rotrou  ;  A.  Dei.mas,  à  Toulouse  ;  R.  Gavignet,  à  Belfort. 
Solution  incomplète  :  M.  M.  Roux,  au  Creusot. 


2588.  —  Un  plan  vertical  est  rapporté  à  deux  axes,  l'un,  Qx,  horizontal,  l'autre,  Oy,  vertical  dirirjé 
vers  le  haut. 

1"  Ecrire  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  pesant  M  qui  se  meut  dans  ce  plan,  sachant  qu'il  passe 
par  l'origine  des  coordonnées  à  l'origine  du  temps,  et  que  sa  vitesse  lors  du  passage  en  0  fait  Vangle  % 
avec  Ox  et  a  pour  mesure  \/itgh,  où  g  désigne  l'accélération  de  la  pesanteur  et  h  une  longueur  donnée. 
Lorsque  a  varie,  h  restant  constant,  on  a  une  famille  de  trajectoires  paraboliques  (T)  admettant  toutes 
pour  directrice  la  droite     y  =  h.     Donner  l'équation  de   la  parabole  de  sûreté,  enveloppe  de  ces  courbes 

(T). 

2°  On  fait  toujours  varier  a,  laissant  h  constant.  Former  l'équation  du  lieu  (L)  des  points  des 
courbes  (T)  où  la  tangente  fait  l'angle  j3  donné  avec  Ox.  Trouver  l'enveloppe  des  lignes  (L)  quand  ^ 
varie.  Montrer  qu'on  passe  simplement  du  point  de  contact,  variable,  de  la  ligne  (L)  avec  son  enveloppe  au 
point  variable  delà  ligne   (L),  en  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 

3°  Soient  PQj,  PQ^  les  tangentes  aux  deux  trajectoires  (T)  qui  passent  en  un  point  P(xo,  t/o)  donné. 
Trouver  les  bissectrices  PB,  PB'  de  ces  droites,  et  montrer  qu'elles  ne  dépendent  pas  de  h. 

La  parabole  de  siirelé  varie  avec  h  ;  montrer  qu'une  telle  parabole  passe  par  P  ;  trouver  une  relation 
simple  entre  les  éléments  de  celte  parabole  en  P  et  les  droites  PB,    PB'. 

fl  y  a  une  infinité  de  mouvements  d*un  point  pesant  l'amenant  à  passer  par  les  points  donnés  0  et 
P.  Soit,  dans  un  tel  mouvement,  OV  et  PV  les  vecteurs  vitesse  du  mobile  lors  des  passages  en  ces  points. 
Trouver  les  lieux  géométriques  (H)  et  (H')  des  points  V  et  Y'.  Par  0  on  mène  un  vecteur  OV,  se 
déduisant  par  translation  du  vecteur  PV.  Etudier  la  variation  de  VV,'  en  fonction  de  la  durée  0  du 
parcours  de  l'arc  OP   de  la  trajectoire  correspondant  à  OV. 

1.  Dans  tous  les  cours  de  mécanique  on  donne  l'équation  de  la  trajectoire  sous  la  forme 

(T)  y  =  •^"  tg  ^  — 7T — î — 

^    ^  ''  kh  COS^  a 

C'est  une  parabole   dont  Taxe  est  parallèle  à  Oy,  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  y  négatifs.  Le 

paramètre  est  égal  à  2/icos^a,  et  comme  le  sommet  a  pour  ordonnée  /jsin'-a,  la  directrice  a  pour 

ordonnée     h  sin-  a  +  /«  cos-  a.  =  h. 

1 
Pour  avoir  l'enveloppe  de  la  courbe  (T)  quand  a  varie,  on  pose     tg  a  =  ?/,     cos^  a  =  ^      et 

on  écrit  que  l'équation  (T)  a  une  racine  double  en  u.  On  obtient  ainsi  la  parabole  de  sûreté, 

X-  -f-  Ah{y  —  A)  =  0,  ou  x-  -h  y^  =  (?/  —  2/i)S 

qui  a  pour  foyer  l'origine,  pour  directrice  la  droite    y  =  2/j,     pour  sommet  le  point   (0,  h),  et  enfin 
pour  tangente  au  sommet  la  directrice  commune  aux  trajectoires  (T). 

2.  Le  point  de  contact  de  la  tangente  k  la  courbe  (T)  qui  fait  l'angle  p  avec  Ox  est  défini  par 
l'équalion  (T)  et  par  l'équation  du  diamètre  conjugué  de  la  direction  qui  a  pour  pente  tg  ^, 
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(I 


|.'7- 


[rr  i 


0. 


'2h  cos*  X 

Nous  aurons  le   lieu  de  co   point  en  éliminant  a  entre  les  équations  (T)  et  (1).  Pour  cola,  nous 

4 


résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  à  tg  x  d 

2?/  -  a:  Ig  ^ 


et  nous  écrivons  que 


Cos'  a 


COS-  X 
l 


nous  trouvons 


est  égal  à     1  -f-tg-  a  ;     ceci  nous  donne 

4/»(v-xtg^)  ._  (^y-^Mill 

=  1-1 , 


ou 

(L)  x^(lH_tg»^)_4a,ylgP^4,^:i^4/,(j,lgii_j,)  =  q. 

On  voit  que  la  courbe    L   est  une  ellipse  tangente  à  l'origine  à  la  droite   ÔT.    (|ni  fait  langle   3  avec 
Ox.  De  plus,  en  mettant  l'équation  sous  la  forme 

-^•X*  -Htg»  P)-h  4(v  -  h){y-x\gp)  =  0, 
on  reconnaît  que  la  courbe  est  tangente  aux  deux  droites  AH   (y — h  =  0)etOT  (y — jtgB  =  0),  les 
points  de  contact    A,    ()   élant  sur  O7. 

Outre  le  point  A  fO,  /<),  la  courbe  admet  un  autre  point  A'  où  la  tan- 
gente est  parallrle  à  Ox  ;  on  peut  le  déterminer,  soit  en  prenant  le  syn)é- 
trique  de  A  par  rapport  au  centre  (->,  soit  en  coupant  l'ellipse  par  le 
diamètre  conjugué  de  la  direction  Ox.  On  trouve  pour  les  coordonnées 
du  point  A' 

(A')  .r=-ihlgP,  y=_/,  tg«?. 

Cherchons  maintenant,  l'enveloppe  des  courbes  (L)  (|uand  {i  varie. 
Dérivons  l'équation  (L)  par  rapport  à  tgS;  nous  obtenons 

{■i)  x[.rlg3— 2;/-i-2/i)  =  0, 

et  les  points  limites  sont  délinis  par  les  équations  (L)  et  (i). 

L'équation  (i)  donne   d'abord    x=0;     c'est  l'équation  de  Oj/,  qui 
rencontre  l'ellipse  aux  deux  points  fixes  0  et  A. 
Le  deuxième  facteur  égalé  à  zcio,     xlg^  —  :Îj/-h2/j  =  0,     représente  une  droite  passant  par  le 
point  A,  qui  rencontre  (L)  d'abord  au  point  A,  puis  en  un  deuxième  point  H,  dont  les  coordonnées 
sont 

(B)  X  =-:2/itg,:,  j/  =  /,(!_  ly^bj. 

On  voit  alors  que  le  lieu  du  point  H  est  la  parabole  de  sûreté,  et  celle-ci  est  bilangenle  à  (L)  aux 
points  A  et  M. 

Si  l'on  compare  les  coordonnées  de   A'  et  de  I'..   on  reconnait  que  le  vecteur  A'B  est  é(|uipollcnl  à 
OA,  et,  par  suite,  (jue  le  point  B  est  diaméiralernent  opposé  au  point  0. 

3.  Si  nous  écrivons  que  la  courbe  (L)  passe  par  le  point  P  (xo,  y^),  nous  obtenons  une  équation  du 
deuxième  degré  en  tg^, 

x,i  tg-  p  -  4xo(./,  -  /*)  Ig  ?  -f-  X»  -+-  ,jl  —  Mit/,  -  U. 
qui  admet  comme  racines  les  pentes  m,,  m,  des  tangentes    PQ,,   l'Oj  ;  et  nous  avons 


^Jfu(Vo  — 'l) 


•ïji  -H  «/,-;  -  4A«/o 


X'  j- 

Lcs  bissectrices   PB.    PB'  ont  pour  pentes  les  racines  de  l'équation  bien  connut 
fi  — m,  H  —  '"» 


=  0, 


iiU 


1»—  ■* 


w.ni,  —  1 
3P  — LJ I  =0. 


1  ■+■  m^n  I  -hrnju 

Reniplaeons-y     r/i,]4- m,     et  ,m,r/ia   par  les  valeurs  données  plus  haut,  simplifions  ;  nous  oblcnoDS 
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,2  9 


Z\L 


Vo 


1  =  0, 


ou 


H^a-o  —  2n!/o  —  a^o  =  0, 


dont  les  racines  sont    y^  ±  \Jijl  -+-  x,-;. 

On  voit  que  ces  bissectrices  sont  indépendantes  de  h. 

Si  nous    écrivons    que  la  parabole   de   sûreté   passe  par  le  point  P,  nous   obtenons  l'équation 

î/o 


4/i2  =  0,     qui    admet     une    seule    racine    positive    en    A,     h   = 

[t.  étant  la  raciue  positive  de  l'équation  aux  pentes  des  bissectrices. 
2/i 


'Jyl 


xn 


ou 


On  en  tire     a  =i ,      et  ceci  montre  que  \i.  est  la  normale  en  P  à  la  parabole  de  sûreté  corres- 

pondante. 

Donc  les  droites  PB,  PB'  sont  l'une  normale,  l'autre  tangente  à  la  parabole  de  sûreté  qui  passe  par 
le  point  P, 

Ce  résultat  peut  s'établir  géométriquement.  Les  trajectoires  (T)  sont  des  paraboles  qui  passent  parle 

point  0  et  ont  pour  directrice  la  droite  AH;  le  lieu  de  leurs  foyers 
est  le  cercle  y  de  centre  0  et  de  rayon  OA.  Pour  que  la  courbe  (T) 
passe  par  le  point  P,  il  faut  que  son  foyer  soit  situé  sur  le  cercle  y'  de 
centre  P  et  de  rayon  PH,  Il  étant  la  projection  de  P  sur  la  directrice. 
Ces  deux  cercles  se  rencontrent  en  deux  points  F,,  F^  qui  sont  les 
foyers  des  paraboles  (T,),  (T.,)  passant  au  point  P,  et  les  tangentes 
PUi5  PQ2  à  ces  courbes  sont  les  bissectrices  des  angles  HPF,,  HPF^. 
Désignons  ces  angles  par  a,,   a.,;   PQ,  et  PO2   font  avec  PH   les 

angles    -^,    -~,     et  l'une  de  leurs  bissectrices,  PB,  fait  avec  PH 

1.        ,         2, -h  a., 

1  angle — -■     Mais  cet  angle  est  précisément  celui  que  fait  avec 


PH  la  bissectrice  de  l'angle   HPO,  puisque   PF,   et   PF'.,   sont  symé- 
triques par  rapport  à  PO. 
On  voit  donc  que  PB,    PB'  sont  les  bissectrices  de   l'angle  HPO,   et,  par  suite,  qu'elles  sont  indé- 
pendantes de  h. 

Pour  que  les  cercles  y  et  y'  se  rencontrent,  il  faut  que  la  distance  des  centres,  PO,  soit  comprise 
entre  la  différence  et  la  somme  des  rayons  OA  et  PH.  Or  PO  e<i  visiblement  supérieur  à  la  différence 
de  ces  rayons,  donc  la  seule  condition  est    OP  <  OA  -h  PH. 

Prolongeons  PH  de  la  longueur  HQ  =  OA  =  h.  Le  point  Q  se  déplace  sur  la  droite  A  (y  =  2A), 
et  la  condition  précédente  peut  s'écrire  OP  <  PQ.  Elle  exprime  que  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  la 
parabole  r.   qui  a  pour  foyer  le  point  0   et  pour  directrice  A  ;  c'est  la  paral)ole  de  sûreté. 

Si  le  point  P  est  sur  cette  parabole,  les  cercles  y,  y'  sont  tan- 
gents en  un  point  F,  qui  est  le  loyer  de  la  seule  courbe  (T)  passant 
au  point  P  ;  cette  courbe  est  tangente  en  P  à  la  parabo'e  -,  la  tan- 
gente commune  étant  la  bissectrice  de  l'angle  HPO. 

On  voit  ainsi  que  les  droites  PB,  PB'  sont  l'une  tangente,  l'autre 
normale  en  P  à  la  parabole  de  sûreté. 

Désignons  maintenant  par  y,,  la  vitesse  initiale  ;  l'équation  de  la 
courbe  (T)    est 


V 

A         H 

(^ 

A 

\      ^ 

/        ^ 

y  =  jlS^- 


'2of,  ces-  a 


et   l'on  a  les   formules    bien  connues 
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dx  dy  . 

-r—  =  Vo  C08  1,  -j—  =  u,,  sin  ^  —  gt,  x  =  r„  cos  il. 


Ecrivons  que  la  courbe  (T)  passe  par  le  point  P  (T^,,  y^,),  nous  avons 
(3)  ?/o  =  X,.  Ig  a  — 


Qxl 


tVT,  cos*  a 
Les  coordonnées  du  point  V'  sont 

(4)  a:=yyCosï,  y  =  l'usina; 

nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  i"  ,   a   entre  (3)  et  (4).  De  (4)  nous  lirons    v^cosa  =  j, 

y 
tgï  =  -^    et  en  portant  ces  valeurs  dans  (3),  nous  avons  l'équation  du  lieu, 

ix[x^y  —  y^x)  =  gx'„ 
qui  représente  une  hyperbole  (H;  ayant  pour  asymptotes  0»/  et  OP. 

Pour   avoir  le  lieu  du  point   V,  nous  transportons  l'origine  au  point  P;   les  coordonnées  de  V 
sont  alors 

X  rr  Uj,  cos  1,  J/  =  Uy  slu  a  —  ^0, 

6  désignant   le  temps  mis  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  OP.   Nous  avons  donc    x„  =  WyC06a6, 

•'il 
ou    0= ,     et  par  suite,  les  coordonnées  de  V  peuvent  s'écrire 

i'„  cos  X  ' 

(oj  X  =  V^J  ces  a,  1/  =  »,,  SI n  ï  — 


U„  cos  r 

Il  faut  éliminer  Vo,  a  entre  (3)  et  (5). 

QX 

De  (5)  nous  tirons     v^  cos  «  =  a-,        y  =  v^  8iii  a ^^— ^»     ou 

X 

COSa=  ,  Sina=— ^^^ :^-ii-.  tjTa=— i! — -^^-^  • 

■v,,  «uX  "  X* 

et  en  i»()i  tant  dans  (3). 

2x(xyc,  —  .'/x„)  —  gxl  =  0, 
ou,  en  revenant  aux  axes  primitiTs, 

2(x  —  Xo)(x</„  —  >jx^)  —  gc-;,=0. 
C'est  une  hyperbole    (H)  qui  a  pour  asymptotes  OP  et  la  parallèle   Py'  à  0;/.    Elle  est  égale  à 
l'hyperbole  conjuguée  de  (11). 

Et)  comparant  les   projections  de    OV  et   PV",   on  voit  <iue  1rs   projections  du  vecteur  W,  sont 
0  et  —  yO.     Ce  vecteur  est  donc  parallèle  ii  Oy  et  il  varie  proportionnellement  à  'i, 

G.  IIÈI.K  et  CH.   SIMON,  àNogent-le-Rotrou; 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Chirol,  m  Douvrin  (Pas-<le-Cnlai8)  ;  Alphonse  1)kiji\s,  lycée  de  Toulouse;  C  Dslvoti  : 
P.  CiAviGNKT,  a  Itelfort  ;  A.  IIutinki,,  à  Cannes;  (i.  Lacii,  à  I>oiiai  ;  J-  Marmllkt,  à  Vesoul  :  Missrt;  H.  Rioult,  collège  de 
Bernay  ;  II.  Sbudan,  école  primaire  supérieure  de  Bouffarik  i Alger). 
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II.  —  2673.  On  considère  l'hyperbole  H,  décrite  par  le  point  M  de  coordonnées 

X  =  achu,  y  ■=■  b  sh  u, 

H  étant  un  paramètre  variable.  La  tangente  en  M  coupe  les  asymptotes  en  deux  points,  T  et  T'. 

10  Exprimer  en  fonction  de  te  les  coordonnées  des  points  T  et  T',  et  des  points  Oi,Ti,T'i  diamétralement 
opposés  respectivement  à  0,T  et  T'  sur  la  circonférence  passant  par  ces  (rois  points  (0  désigne  roriginc  des 
coordonnées  rectangulaires).  Lieux  de  ces  différents  points. 

Montrer  géométriquement  que  l'enveloppe  de  celte  circonférence  comprend,  indépendamment  de  l'origine, 
le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  une  certaine  hyperbole  ;  on  ne 
demande  pas  l'équation  de  cette  enveloppe. 

2°  Former  l'équation  de  la  circonférence  G  de  diamètre  TT'.  Déterminer  son  envelop]>e,  lorsque  u  varie. 
On  conslruira  cette  courbe,  et  on  discutera  la  manière  dont  sa  forme  varie  lorsque  a  cl  b  varient,  a^  +  6^ 
restant  constant. 

3°  La  circonférence  C  coupe  OT  en  un  second  point  P  et  OT'  en  un  second  point  P'.  Déterminer 
l'équation  de  la  droite   PP'  et  les  coordonnées  du  point  N   où  elle  coupe  TT'.  Construire  le  lieu  de  ce  point. 

Mécanique . 

L  —  2674.  Une  barre  homogène  AB,  de  longueur  d  et  de  poids  P,  est  soutenue  par  deux  fils  attachés 
a  ses  extrémités  ;  ces  deux  fils  passent  sur  deux  poulies  A',  B'  et  portent  des  contre- 
poids Q  et  R.  Les  poulies  A',  B',  supposées  de  dimensions  négligeables,  sont  dans  le 
même  plan  horizontal,  et  leur  distance  est  l. 

i°  Déterminer  les  conditions  d'équilibre.  On  calculera  les  angles  a,  p,  0  que  font  avec 
la  verticale  les  fils  A'A,  B'B   et  la  barre,  ainsi  que  les  longueurs    A'A  =  a     et    B'B  =  b. 

Comment  doit-on  choisir,  d'abord  les  poids  P,  Q  et  R,  ensuite  la  longueur  d  pour 
que  l'équilibre  soit  possible  sans  croisement  des  fils  A'A,  B'B  et  sans  qu'aucune  des  extré- 
mités A,  B  vienne  heurter  la  poulie  correspondante,  ou  dépasse  la  verticale  de  cette 
poulie  ? 

2"  Indiquer  une  construction  géométrique  de  la  position  d'équilibre. 

N.  B.  —  On  supposera  que  les  fils  supportant  les  contrepoids  sont  assez  longs  pour  que 
ces  contrepoids  ne  viennent  pas  buter  contre  les  poulies. 


B' 


DQ 


IL  —  2675.    Un  point  P  est  attiré  par  un  centre  S  et  repoussé  par  un   centre  N.   La  distance  NS  est 
égale  à  £  L'attraction  exercée    par    S    est   égale   à      — =7~  ^     la    répulsion    exercée  par    N    est  égale   à 


EPS 


£  PN 


A  étant  une  constante. 


ON,OP  =  '),    0  étant  le 


lo  Calculer  le  potentiel  an  point  P    en  fonction  de    OP  =  r    et  de  l'angle 
le  milieu  de  SN. 

2°  Calculer  la  limite  V"  de  ce  potentiel  (juand   i  tend  vers  zéro,   A   restant  constant. 
:}"  On  suppose  désormais  que  le  potentiel  est  la  fonction  V  trouvée  au  numéro  précé- 
dent. 

a)  Etudier  les  surfaces  équipotentîelles  en  déterminant  leurs  intersections  par  un  plan 
passant  par  l'axe  Ox, 

b)  Calculer,  en  fonctions  de  r  et  6,   les  composantes  de  la  force  en  P   parallèlement  et 
SON           ^     perpendiculairement  ft  OP  dans  le  plan  Oa:,  OP.  Calculer  la  tangente  de  l'angle  de  la  force 

avec  le  rayon  vecteur  OP. 
c)  Déterminer  les  lignes  de  force. 

Calcul. 

Pour  déterminer  les  trois  sommets  et  la  surface  d'un  triangle    ABK   situé  dans  un  plan  horizontal,  on  a 
mesuré  une  base  horizontale     OK  = />,  puis  au   moyen  d'un  goniomètre  placé  en    0,  on  a  fait  une  visée  sur 
chacun  des  sommets  ABK.   On  a  ensuite  transporté  le  goniomètre  en  K  d'où  l'on  a 
visé  également  les  trois  points  ABO. 

Données  numériques.  —  La  figure  OABK  sera  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
lairesde  son  plan,  orientés  dans  le  sens  trigonométrique  et  ayant  0  pour  origine, 
l'axe  des  x  étant  OK. 

Le  cercle  divisé  du  goniomètre  a  ses  graduations  croissant  dans  le  sens  trigono- 
métrique. A  chacune  des  stations   0  et  K,  lo  cercle  est  mis  dans  le  plan  horizontal. 


y 

À 

• 

È 

i. 

0 

JL 

X 
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le  zéro  de  la  graduation   recevant  une   orientation  quelconque.  Dans  ce>   conditions  les  lectures  faites  sur  le 
cercle  divisé  du  gonionif-tre  sont  les  suivantes  : 

Visées  de  0  :    sur  A,    1()0,47V;     sur  H,    54.'6T  ;     sur    K,  1",312  ; 

Visées  de  K  :    sur  A.        2,023  ;     sur  H,  328.024  :     siu-     O.  00,210. 

Ces  nombres  sont  donnés  en  ijrades. 

En  outre,    p  —  T)T2,  2  mètres. 

Résultats  demandés  : 

1°  coordonnées  des  deux  points  A  et  B  ; 

2o  aire  du  triangle  ABK  ; 

3"  approximation  obtenue  sur  ces  cinq  quantité.s,  étant  donné  que  p  est  «  onnu  à  0».5  prés,  mais  que  toutes 
les  visées  angulaires  sont  tenues  pour  rigoureusement  exactes. 

Note  pour  les  candidats.  —  Les  candidats  devront  faire  leurs  calculs  avec  des  tables  de  logarithmes  à  cinq 
décimales  donnant  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriqucs  darcs  exprimés  en  grades.  Ils  devront  faire 
leurs  calculs  avec  toute  l'approximation  que  comportent  lesdites  tables.  Il  leur  sera  permis  de  se  servir  de  la 
règle  à  calculs  pour  faire  les  interpolations.  L'ordre  et  la  «clarté  de  la  disposition  des  calculs  interviendront 
d'une  manière  im{iorlante  dans  lappréciation  des  compositions.  Tous  les  calculs,  même  auxiliaires,  devront 
être  repntduits.  Tout  résultat  numérique  donné  sat)-  justitication,  ou  avec  une  justilication  insuffisante,  sera 
tenu  pour  inexistant. 

l'itysiiiuc 

2676,  —  .Ayant  construit  un  pendule,  constitué  par  une  lige  rigide  d'ax»?  (».V  et  un  couteau  dont  l'arête 
passe  par  O  et  est  perpendiculaire  à  OA,  on  fait  n  poser  l'arôte  du  couteau  sur  un  plan  horizontal,  puis  l'on 
procède  aux  opérations  suivantes  : 

1»  Mesure  de  la  durée  T  de  la  période  d'oscillation  du  pendule  en  vue  de  la  détermination  de  l'intensité  g 
de  la  pesanteur  au  lieu  d'observation. 

On  supposera  la  niasse  de  la  tige  uniformément  répartie,  selon  la  densité  linéaire  W.  le  long  de  l'axe  OA 
et  la    masse   du  couteau   négligeable.    Pour   le  calcul  numérique   on  prendra    rf  =  8  G.G..^.,     T  =  !•*,  637. 

L  =  OA  =  1"'. 

2"  Fixation  à  lexlrémite  inférieure  A  du  peudiili'.  d'une  lame  mince  de  verre  à  laces  parallèles,  déforme 
rectangulaire,  de  manière  que  le  plan  de  la  lame  M.it  perpendiculaire  à  0.\.  le  niilieu  du  c<Mé  de  longueur  /» 
étant  eli  A,  et  lautre  côté,  de  longueur  a,  étant  parallèle  au  plan  dosiillalidii.  Kxprimer  par  sa  tangente 
l'angle  a  dont  l'axe   OA    dévie  de  la  verticale  sous  l'action  de  la  lame. 

Un  fera  les  calculs  en  supposant  la  niasse  de  la  lame  uniformément  répartie  dans  son  plan  passant  par  A 
et  on   désignera  |tar    o  la  dens.ié  suiierficielle  de  celte  distribution  de  matière. 

3o  Hamener  l'axe  OA  du  pendule  suivant  la  verlicale  au  moyen  d'une  seconde  lame  identique  à  la  première, 
et  lui  faisant  suite,  et  choisir  la  lame  pour  que  le  pendule  simple  svnchrone  du  pendule  compose  ain.si  obtenu 
ait  pour  longueur  }A.. 

itii  elVecluera  les  calculs  dans  le  cas  où 

Quelle  serait  alors  la  valeur  de  l'angle   a  {2')f 

4*  Disposer  conveiiablcmenl  dans  le  plan  d'oscillati(m  ou  dans  un  plan  parallèle  voi>in,  d'une  part,  une 
rè"le  verticale,  et  d'autre  part  une  lunette  dont  l'axe  ..ptique  fas.se  l'angle  i  avec  la  verlicale  el  passe  au  voisi- 
na"e  de  A  dans  la  position  d'équilibre,  permellant  de  regarder  soit  l'image  de  divisions  de  la  règle  provenant 
de  la  réllexiim  sur  un  bain  de  mercure,  soit  celle  dui'  à  la  rellexion  sur  la  lame  de  \erre  elle  mènje.  .^i.  la  lame 
étant  à  la  hauteur  ho  au-dessus  du  niveau  du  bain  de  mercure  lorsiiue  le  pendule  est  en  équilibre,  on  oiuistate 
qu'à  rin>lant  où  le  pendule  occupe  sa  position  extrême  les  deux  images  d  une  même  division,  située  à  la  hau- 
teur Il  au-dessus  du  niveau  du  bain,  coïncident,  quelle  est  lamplilude  angulaire  0  de  roscillalion  du 
pendule  .' 

On  lera  les  calculs  dans  le   cas  suivant  : 

I  =  4:")».  Il    .    1"'.  /',,  =  3"",  5. 

!»•  fjuelles  unités  de  longueur,  de  masse  et  de  lemps  faudrail-il  choisir  pour  que  le  poid>  du  pendule  (3»)  k 
l'endroit  où  il  est  installé,  la  vite.s.se  de  l'extrémité  A  au  passage  par  la  verlicale  e  enlin  l'énergie  cinétique  du 
pendule  soient  mesurés  par  le  nombre  1  ? 
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Chi)nie. 

Question  de  cours  :  Gaz  ammoniac.  Ammoniaque. 

Propriétés  physiques  et  chimiques.  —  L'sages. —  Composition.  —  Caractères  analytiques  (à  l'exclusion  delà 
préparation]. 

Problème.  —  2677.  I.  —  Un  corps  A  a  été  obtenu  par  union  directe  du  chlore  et  du  phosphore.  Traité  par 
l'eau  en  excès,  il  est  décomposé  en  donnant  une  solution  qu'on  constate  renfermer  exclusivement  do  l'acide 
chlorhydi'ique  et  de  l'acide  orthopnosphorique. 

to  Peut-on  déduire,  par  un  raisonnement,  de  cette  expérience  qualitative,  la  formule  brute  (c'est-à-dire  à 
un  multiple  près)  du  corps   A  ? 

2»  Quelle  que  soit  la  réponse  à  la  question  précédente,  déterminer  ladite  formule  au  moyen  des  résultats 
de  l'expérience  suivante  : 

08,3206  de  A  ont  été  traités  par  un  excès  d'eau.  La  solution  obtenue  a  été  additioiuiéc  des  réactifs  sui- 
vants, employés  en  excès  :  chlorure  d'ammonium,  ammoniaque,  sulfate  de  magnésium.  On  obtient  un  précipité 
qui,  recueilli  et  calciné,  donne  C^, ntl  de  pyrophosphate  de  magnésium  anhydre. 

II.  —  Le  corps  A  étant  facilement  volatil,  on  détermine  sa  densité  de  vapeur,  en  vue  d'obtenir  le  poids 
moléculaire,  par  la  méthode  de  Mcyer  :  1°  à  la  température  de  ICO»  ;  2°  à  300"..  Les  expériences  ont  donné  lieu 
aux  mesures  suivantes  : 

1»  à  160»  :     Poids  de  substance  =  0^,3000  ; 

Volume  d'air  recueilli  sur  la  cuve  à  eau  à  17*  et  748°"°  :  35>:°''.4  ; 
2»  à  30O»  :    Poids  de  substance   =  0«,2I30  ; 

Volume  d'air  recueilli  dans  les  mêmes  conditions  :  50'^'"', 2. 
On  demande  de  calculer  les  ex[)ériences  et  d'interpréter  les  résultats  obtenus. 

Données  nu))iériqî((s.  —  Poids  diomiques  :     0  =  16,  P  =  31,  Cl  —  35.5,  Mj;  =  24,3. 

Poids  du  litre  d'air  à  0°  et  760  :  lg,293. 

P.  M  1 

=  -'8,9.     Coefficient  de   dilatation  de  l'air 


D  air         '  '  ■  «v.  .        .       ^73 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  17»  :  15  mm. 
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2678.  —  On  considère  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oij  et  0-,  et,  sur  l'axe  des  ;:,  deux 
points,  A  et  A',  symétriques  par  rapport  au  point  0  et  tels  que  OA  =  —  OA'  =  a.  Par  le  point  A,  on  mène 
deux  droites  situées  dans  le  plan  yOz  et  parallèles  aux  deux  bissectrices  de  l'angle  djs  axes  Oy  et  0;:.  Par  le 
point  A',  on  mène  dans  le  plan  sOx,  deux  droites  parallèles  aux  deux  bissectrices  de  l'angle  :0x.  Soient  D, 
Di  et  D',  D'i  ces  deux  couples  de  droites. 

1°  On  considère  alors  une  ellipse  variable  dont  le  centre  décrit  l'axe  des  z,  qui  a  ses  axes  parallèles  à  Ox 
et  Oy,  et  qui  s'appuie  sur  les  quatre  droites  D,  Di,  D',  D'i.  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par 
cette  ellipse.  C'est  une  surface  du  quatrième  degré  (lui  a  deux  droites  doubles  à  distance  finie  :  montrer  (|ue 
cette  surface  est  réglée  et  que  les  traces  de  ses  génératrices  décrivent  deux  segments  limités  des  droites 
doubles. 

2»  Entre  les  deux,  plans  s  =  a  et  z  =.  —  a,  la  surface  se  comporte  comme  une  surface  fermée.  Cal- 
culer le  volume  situé  à  l'intérieur  de  cette  portion  de  surface,  la  cote  du  centre  de  gravité  do  ce  volume. 
Calculer  le  moment  d'inertie  de  ce  mémo  volume  par  rapport  à  Oj,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'une 
des  droites  doubles. 

3"  Trouver  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  x//,  l'enveloppe  des  ellipses  parallèles  au  plan 
des  xy  et  |)ro.jetées  sur  ce  plan.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  pei-pondiculaires  comnuines  à  Oz  et  aux  généra- 
trices de  la  surface,  projeté  sur  le  plan  des  xy.  \],   H. 
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DEUXIÈME    PARTIE 


ÉCOLi:  NWALE 


Concours  de  1922. 


Algèbre,  analyse  ri  trigonométrie. 

I.  —  2626.  n  désignant  un  entier  paitif,  calculer  les  deux  intégrales  suivantes  : 

/■'  sin  (2n  -hi)x    ,  , ,.  ,     .        , 

1»     ti     ,  =  /     dx  ;     on  pourra  elablxr  une  relation  de  récurrence  entre  u„  et  i/„.  i. 

.',,  8in  X 

Cas  particulier     x  =  •—  • 

I  ''  sin^  (n  -h  i)x    ,  ..  ,,■  ,    •       ,      . 

2*     y,, ,  I  =  /     ^^ — dx  ;     on  pourra  établir  une  relation  de  recui'rence  entre    v„,      v„^      tt 

"^       ^'„  sin»  X 

l'intégrale     u„ ,  i     précédente.  Cas  particulier    x  =  —  • 

1.  Partons  de  l'identité 

fin  (2n  -+-  V;x —  sin  (2»  —  l).i  =  2  sin  x  cos  'inx  ; 

en  divisant  les  deux  membres  par    sin  r,     on  oblient 

sin(2n-+-l)x        sin  (-2/j  —  l^x 

^ =  z  cos  znx, 

sm  X  siii  X 

puis,  en  multipliant  par  i/x  et  en  intégrant  entre  /lto  et  x, 

u,,-^  I  — u„_,  =  2  /     cos  2n.cdx  =  — sin  'in.r. 

C'est  une  formule  de  récurrence  qui  ramène  le  calcul  de     i/„ .  i     à  celui  di'  h,  ;  or,  i/,  correspond 

à     n  =  0, 

J'"    sin  X 
dx  =  .#•. 
„     sm  .r 

Kii  appliquant  la  formule  de  récurrence,  on  a 

tt„^,  —v„     =  —  sm  -Inx, 
II 

«,.     —  Un  .  =  -sin2(n  — l)r, 

n  —  I 

Uj      —  u,      —  —  sin  2x, 

u,  =  X  ; 

en  ajoutant  ces  équations  membre  h  membre,  on  obtient 

— -  sm  zx  -t-  — -  sm  Ix  — 

12  n 


u„4.,  =  X  -H  -;-  sin  2x  -t-  -^  sin  4x      —  sin  2>ix  ; 


si  lu  limite  supérieure  est    -^«    on  trtuve 


tous  Us  sinus  étant  nuls  pour    x  =  -^  .    Il  est  remarquable  que  cette  valeur  soit  indépendante  de  ». 
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2.  Prenons  maintenant  pour  point  de  départ  l'identité 

i  1 

sin^  (n  H-  i)x  —  sin*  nx  =  —\{  —  cos  (2n  +  2)ar  —  1  4-  cos  ^nx]  =  -^[cos  2nx  —  cos  (2rj  -f-  2ja?] 

=  sin  (2n  -t-  l)a;  sin  x, 
qui  donne,  en  divisant  les  deux  membres  par    sin^  a?, 

sin^(n-+-l)x         sin^  na?   _    sin(2n  +  l)x 

sin^  X  sin^  x  sin  x 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx,  et  en  intégrant  de  zéro  à  x, 

u„_j_i  —  v„  =  M„_^t  ; 
on  a  d'ailleurs 

J'^^  sin^  a?    , 
— r-: —  dx  =  X  =  Ut  ; 
0    sm^  X 

en  appliquant  la  formule  de  récurrence  depuis  la  valeur     n  -1-  1     de  l'indice  jusqu'à  la  valeur  2,  on  a 

Un        —  V„_i   =   M„, 


en  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient  (en  remarquant  que    u,  =  u,  =  x) 

U„H_,  =  W,  +  «2  -j-  W3  H -H  w„+i 

ÎJ,i_^l    =  X 

1 

-f-  cr-h-p  sin  2a 
1 

1  1 

H-  a?  -t-  — -  sin  2x  -h  -r-  sin  4a- 
1  z 


donc 


1  1  \ 

H-a-t-  —  sin  2x  H-— -  sin  4a-i-  •••  H sin  2nx, 

1  2  n 


v„_^i  =  (n  -f-  1)f  H sm  2xH sm  4a;  h- 1 — : —  sm  'Zpx  -\ 1 sm  2nx. 

^  '  1  2  n—p  n 

Quand  la  limite  supérieure  est    —>    la  valeur  de  l'intégrale  déflnie  se  réduit  à    (n-hJ)— >    car 

tous  les  sinus  sont  nuls  aux  deux  limites  de  l'intervalle. 

G.  L^ÉMA^fNE,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 

Très  bonne  solution  de  M    A.  Huiihel,  à  Cannes. 

Bonnes  solutions  de  MM.  A.  D.,à  Charleville  :  R.  Baras,  école  supérieure  d'électricité  ;  F{ .  Dkaux,  Virelles-les-Chimay, 
Belgique;  C.  Delvoyb  ;  A.  La  Hoche,  à  Rennes;  L    P.  Dor,  àOudjda;  A.  Lec(»mte  ;  Vall.\t  ;  R.  ^VEl^7.lEP^■£l.,  lycée  de  Metz. 
Assez  bonne  solution  de  M.  J.  Genêt,  h  Saint-Cloud. 


x" 
IL  —   2627.    —   i"    Étudier  la  variation  de  la  fonction     yJx)  =  — -  e~'     quand  x  varie  de  —  x 

à  -H  00     (n  est  un  entier  positif  et  n  !  désigne  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers  :    n!  =  1.?.3.  .n.) 
Tracer,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  les  courbes  représentatives  des  variations  de  celle 
fonction  pour  deux  valeurs  consécutives    2p  et   2/5  h-  1     de  l'indice  n. 

2°  Calculer    \n{x)  =     /     y„(x)dx.     Que  devient  I„(.x)  quand  x  tend  vers     -hx  ? 

3°  Soit  An  le  maximum  de  y„{x)  quand  x  varie  de  0  à  h-  x  ,  A,,^.,  celui  de  ?/„-,>(«)•  Exisle-t-il  une 
relation  simple  entre  A„  el  A„^i?  Comment  varie  A„  lorsque  l'entier  n  croît  ?  Le  rapport  ""  '  a-l-il 
une  limite  quand  n   tend  vers   4-  00  ? 
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4"  On  consid*:re  la  série  de  terme  général  v,.  =  Iwj  A„,  ,  —  log  A,i.  Est-elle  convergente,  ou  diver- 
gente? Du  résultat  obtenu  déduire  la  limite  de  log  A„  et  celle  de  A„  quand  n  tend  vers  -h  oo  [les  loga- 
rithmes considérés  ici  sont  des  logarithmes  népériens). 

1.  La  fonction  y„  est  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x;  on  peut  l'écrire 

X"         1 
^  e'       n! 

Quand  x  tend  vers  l'infini,  le  quotient  d'une  puissance  quelconque  de  x  par  l'exponentielle  e'  tend 
vers  zéro.  Donc  ?/„  tend  vers  zéro  cl  la  courbe  représentative  a  l'axe  des  x   pour  asymptote. 

Si  X  tend  vers  —  x,  la  valeur  de  y,„  produit  de  deux  facteurs  dont  les  valeurs  absolues 
croissent  au-delà  de  toute  linnito,  devient  elle-inùine  infiniment  grande  en  valeur  absolue  ;  son  signe  est 
celui  dex",  positif  si  n  est  pair,  négatif  en  cas  contraire.  Cette  branche  infinie  n'a  pas  d'asymptote  recli- 
ligne,  ni  mi'me  parabolique,  parce  que  x"e~^  est  d'un  ordre  de  grandeur  supérieur  à  celui  d'une 
puissance  quelconque  de  x. 

La  courbe  passe  ;i  l'origine;  la  limite  de      —     est  nulle,  si     >i  >  1,     la  courbe  touche  donc  l'axe 

O.r;  exceptionnellement,  si   »  =  1,  elle  touche  la  bissectrice,  y  =  x.  Dans  le  cas  général,  la  courbe  y„  a /i 

points  d'intersection  avecOx,  confondus  à  l'origine. 

Si  n  est  impair,  l'origine  est  un  point  d'inflexion. 

x"~'                  a"  e~^ 

La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est     y'  =  -, rr.  ^" r  ''  '  =  — r  •'•"-'(n  —  x). 


0 


(n  — 1)1  jj  :  M 

Cette  dérivée    s'annule   pour    x  =  n,     en  changeant  de  signe  ;  elle  s'annule  aussi  pour    x 

(sauf  si     n  =  1),     mais  elle  ne  change  de  signe  pour  celte  valeur  de  x  que  si  n  est  pair. 

Si     n  =  ?/>,     la  dérivée,  négative  quand  .v  p>1  négatif,  s'annule  et  change  de  signe  quand  x  passe 

par  zéro  ;  y  passe  par  un  minimum  nul  ;  puis  devient  positive,  s'annule  et  passe  du  signe  H-  au  signe  — 

quand  ./•  passe  par  la  valeur  n  ;  celte  valeur  donne  donc  un  maximum,  A„,     A„  = 


(«)! 


Puis  la  fonction  décroit,  et  tend  vers  zéro  quand  .r  augmente  indéfiniment. 

Si  71  =  2;)  -H  1,  la  variation  est  semblable  quand  r  est  positif,  mais  quand  .r  varie  de  —  oc  à  0, 
t/., ,.,,  croit  de  —  x  àO;  la  branche  infinie  est  au-dessous  de  Or  ;  elle  ne  cesse  pas  de  croître 
quand  r  passe  par  zéro. 

Pour  représenter  les  deux  courbes    i/..^    et  y  ■,, .  i     rapportées  aux  mêmes  axes,  il  faut  comparer 

les  ordonnées;  or  la  différence     .y.,...  -  y.,  =  e  '    (^^_^,^,   -  e-  ^^  =  _^(^___  _  |  j 

on  voit  donc  que  ?/:;.  ■  \  —  \lif  =  —  y'2y-^\  ', 

celle  différence  a  le  signe  contraire  à  celui  de  yV^-i  et  s'annule  en  même  temps  que  i/  :  le  maxi- 

mum  de  la  seconde  courbe  est  un  point  de  la  première,  et,  de 
zéro  à  -/'  -h  I,  la  courbe  y.;,^,  est  au  dessous  de  la  première  ; 
après  le  maximum,  elle  passe  au-dessus.  On  a 

.'/"..  =  !/'..-!  -  y'..  =  y..  —  ^.v«  .  H-  y..-i 

=  — -   \t"  -  2n.r"-'  -+-  n{n  —  l)x"-«] 


n  I 

TT 


X" 


[j*—  frix  -+-  n(»i  —  1)^  ; 


la  dérivée  seconde  s'annule  pour  deux  valeurs  de  x,  racines  de 
(x  —  r»)*  —  M  =  0,  ou  X  =  n  =h  v'»  ;  cela  donne  deux  points 
d'ioflexion. 
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2.  On  a  vu  que  j/V.^,  =  ij^i,  —  i/,^^,  ; 

en  multipliant  par  d.r,  et  en  intégrant  de  0  à  / ,  on  a 

et  comme    î/2,/+i(0)  =  0, 

yip^i{x)  =  I2/,  —  hp-+i  ; 
on  a  donc  la  formule  de  récurrence 

ï„+i(x)  —  I„(x)  =  —  yn-^i(x)  ; 

(Si  l'on  intègre  de  0  à  n  +  1,  cette  formule  montre  que  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  suc- 
cessives, C„_^.i  et  C„,  depuis  0  jusqu'au  second  point  d'intersection,  M,  est  mesurée  par  le  même 
nombre  que  l'ordonnée  de  M). 

On  a  donc 

\n^i{x)  —  In(a-)   =   —  e-^ 


(n-h  1)1 


x" 

X 

h{-Tc)  —  lu(-r)  =  —  e-^  —  ; 


or,  lo(.z-)  =  i    3-"-'  dx  =  —  e-'  -t-  1. 

En  faisant  la  somme  de  ces  égalités,  on  a 

quand  x  augmente  indéfiniment,  le  produit  de  e"'  par  un  polynôme  entier  de  degré  n  tend  vers  zéro  : 
donc  I„(.x)  tend  vers  l'unité  ;  cette  limite  est  indépendante  de  «. 
.  On  peut  écrire 


12!  n!  (n  -I- 1)! 


où     0  <  0„  <  i  ;     et 


/  X  X^  X"  \  X"      -  /A   _,u 

1  2!  n\  J         (n-i-l)t 


^11  ^i 


r."H-l 


On  peut  donc  mettre   \„{x)   sous  la  forme 
3.  On  a  vu  que 


donc 


n  -t-1 

n»  (n-+-l)  _(«-M) 

A„  =  — r-  e-",  A„+,  =  - — — —       c. 

n!  (>i-|-lM 


.     (n-t-1)"        ,         /.         1  \"   *     . 

A,,^.  =  A,.  ^^ ;;-^     e->  =   (  1  -H  —      --  A,.. 

^  n"  V  nie 


On  voit  qu'il  existe  entre  A„  et  A,,^,  une  relation  simple 


A«-(_i 
A,. 
t    \" 


/             1    \  "  A 

quand  l'entier  n  tend  vers  l'infini,     (iH )     tend  vers  «,  en  croissan/,  donc       ""^'     tend  vers  l'unité 
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A 

et         ""^'   <  1  ;     les  maxima  successifs  décroissent  ;  cette  propriété  résulte  évidemment  de  ce  que  le 
A„ 

maximum  de  la  courbe   C„ .  ,    est  sur  l'arc  descendant  de  la  courbç  précédente  C„. 
4.  LAn_H,  —  LA,.  =  nlU  H j  —  L«  =  nlll  -\ ^—  I  ; 

nous  avons 


/  I  '  \ 

Développons     L  I  i  4-  —  )     suivant  les  puissances  de      — 


0„  étant  comj)ris  enlrn  0  el  I,  donc 

ti„  =  LA„_,  —  LA,,  = -r— 

zn 

*  ^. 

«u„  ayant  une  limilo  finie,  la  série  considérée  e?.l  divergente. 
Or,  on  a 

u,  =  LA,  — LA,, 
V,  =  I^As  —  LA;, 


v„  =  LA„^,  —  LA,,, 
donc 

w,  -4-  t/o  -+-...-<-  u„  =  LA„_n  —  LA,. 
La  série,  dont  les  termes  sont  négatifs,  étant  divergente,    LA«^.,    tend  vers   — x,  et  A„  +  ,,    qui 
diminue,  a  pour  limite  zéro. 


n 


La  limite  de    — —  g  "     quand  n  augmente  indéfiniment  est  donc  nulle. 


n  : 


Solution  analogue  :  Pierre  Morellk,  lycée  de  Douai. 

Uemamouk,  —  Il  no  fallait  pas  démontrer  cette  propriété  par  l'application  de  la  formule  de  Stirling  : 
la  question  est  beaucoup  plus  élémentaire  et  devait  être  résolue  en  suivant  la  marche  indiquée  par 
l'énoncé. 

Tr.'i  bonnes  solutions  de  MM.  H.  DcAtu,  Vjrelle  les-cliimay,  ltol(îlque  ;  A.  La  Hochb.  à  Hennés. 

Honnes  solutions  de  MM.  l\.  Babas,   érole  siip»'rieur.'  .ii-Jectricilc  ;  A.  Hltish..  à    Cannes,  A.    Licoktk;  S.  Minois,  col- 
lège d'Argent.in. 

Assez  bonne  solution  de  MM.  T..   Hr.i>.  et  Ch .  Smo;»,  à  .Nogent  le-Kotrou  ;  R.  Wkiniakpfkl.  lycée  de  Metz. 


G('om''lrie  analytique. 

2628.  —  /hius  vu  plan  où  sonl  tracés  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0.r  et  Oj/,  on  donne 
la  circonférence  (C)  qui  a  pour  équation  x»  -|-  j/«  =  R»  et  la  droite  (D)  qui  a  pour  équation,  y  =  U. 
Soit  V  un  point  qui,  dans  tout  ce  qui  suit,  est  supposé  se  déplacer  sur  (D).  Soit  A  le  point  de  contact  de  la 
tangente,  distincte  de  {l)),que  l'on  peut  mener  du  point  V  à  la  circonférence  (C).  On  demande  de  calculer  les 
coordonnées  du  point  A  en  fonction  de  l'abscisse  variable  du  point  V  et  de  former  l'équation  du  cercle  (S) 
qui  est  tangent  en   V  à  (D)  et  qui  passe  par  le  point  A.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

Les  cercles  (S)  et  (C)  se  coupent  en  un  point  H  distinct  de  A  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
droite  l'A  avec  la  tangente  en  H  au  cercle  (C). 

Montrer  que  le  cercle  variable  (S)  reste  orthogonal  d  un  cercle  fixe  et  tangent  à  un  autre  cercle  fixe. 
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Soient    a?  =  À    et     y  =  R    les  coordonnées  du  point  P  ; 
sa  polaire  par  rapport  au  cercle  (C)  a  pour  équation 
Ax+R?/  =  R% 
"^      ou     (1)  Ix  =  R{R—y)- 

les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  P  sont  com- 
muns au  cercle  et  à  cette  polaire  ;  leurs  coordonnées  vérifient 
le  système 

(1)  )-x=:R(R  — y), 

(2)  ,x.2   =   (R^j/)(R_,/^, 

qui  admet  la  solution  évidente     x  ==  0,     y  =  R,     (coordonnées  du  point  D)  ;   l'autre   solution  vérifie 
réquation  obtenue  en  divisant  membre  à  membre  : 

X        R-+-  y 
T  ^       R       ' 

de  l'équation  (d)  et  de  celte  équation  (3),  qui  sont  du  premier  degré  en  x   et  en  y,  on  tire  les  coordon- 
nées de  A  : 

2R21  „    \V-  —  a2 

X  = »  ?/  =   R    ;  • 

Le  rayon  OA  est  perpendiculaire  à  AP  ;  il  coupe  l'ordonnée  du  point    P  en  un  point  0,   diamétra- 
lement opposé  à  P  sur  le  cercle  (S). 
La  droite  OA  a  pour  équation 

X 

X 

si  l'on  donne  à  a:  la  valeur  a,  on  obtient 

Xi  =  >, 


(3) 


R2  — 

r- 

2R; 

> 

Vi  = 

R2 

—  a2 

ce  sont  les  coordonnées  de  Q  ;  celles  du  centre  w  du  cercle  (S)  sont 

X  =  X,  =  À, 


Y  =  4-(R-^y.)  = 


l  e  lieu  de  <<>  est  donc  la  parabole 


'>R 
Y=  — - 

4  4R 


3R2  _  12                3R 

4R                4 

A- 

4K 

X* 

Le  lieu  du  point  0  est  aussi  une  parabole,  plus  facile  à  placer,  car  son  équation  est 

R2  -  x,2 


î/i  = 


-2R 


ce  qui  peut  s'écrire 

xî-{-î/ï-f-2R?/,  =  R-'  -Hj/r, 
ou  x'i  -h  y\  =  (R  —  y  if. 

Le  point  Q  décrit  la  parabole  dont  le  foyer  est  0  et  la  directrice  (D)  ;  w  décrit  la  parabole  obtenue 
en  réduisant  à  la  moitié  la  distance  de  0  à  la  directrice.  La  suite  montrera  quel  est  le  foyer  de  cette 
autre  parabole. 

On  voit  facilement  que    QP  =  QO  ;      il  suffit   de   remarquer   que  le   triangle   OQP  est   isocèle» 
puisque  les  projections  de  OP   sur  les  deux  côtés  adjacents  sont  égales  :     0.\  =  l*L  =  H. 

Le  cercle  (S)   a  pour  équation 

/  3|{2_X2\2  /R-^_|-X2\2 

(.r  -  kY  -h    y  - 


4R        y        V      4R 
après  réduction  de  termes  semblables,  cette  équation  devient 


(S) 


.      ^,         3R^  -  r-  X"  -H  R' 

x2  -h  y-  ^  -2X.7- — y  H ^ =  0; 
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elle  contient  À   au  second  degré,  et,  ordonnée  par  rapport  à  À,  prend  la  forme 

Il  -+-  V  3  1 

>-  ■— iTT^  —  -*>x  -h  /  -  -^-  V* r  Rv  H II-  =  <•• 

La  Jouissance  d'un  poinl  par  rapport  à  ce  crcle,  s'obtient  en  substituant  les  coordonnées  de  ce 
point  :  pour  que  son  expression  soit  indépendante  de  À,  il  faut  et  il  sutlit  que  les  coordonnées  de 
ce  point  annulent  le  coefficient  de  /.-  et  celui  de  "/.;  cela  donne  le  point  J  :  x  =  0,  y  =  —  H,  dia- 
métralement opposé  à  1  ;  sa  puissance  est  3R^ 

L'équation  de  l'enveloppe  du  cercle  (S)  se  forme  en  écrivant  que  l'équation  en  "a  a  une  racine 
double.  Mais  celte  enveloppe  doit  comprendre  la  droite  (D),  à  laquelle  tous  les  cercles  (S)  sont  tan- 
gents :  l'équation  sera  donc  divisible  par  le  facteur     jy  —  R  ;     un  trouve,  en  effet, 

H  -H  V   /   ,  3K  II-  \ 

^  -  ^ir  (^'  -^  î/-  -  -^  •/ + — )  =  0. 

ce  qui  devient 

*MH-!/)-(K-Hy)(ty^--:^I/-+--i^)  =  x\n -y)  -  {l\  -^y){y -K)(,,  - -^) 

=  (K  -  y)p-h(R  -f-î/j^v  -  4)]        ('*  -  ?/f  ^'  -^y'  "  "T  ?/  --^J  =  U. 

L'enveloppe  se  compose  donc  de  la  droite  (It  )  et  du  corde  (r) 

Il  ir 

(r)  j«_,_y8H___y — 2"  =  ®* 

ou 


10 

Le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  a     (x  =  0,     y  = — j;    son  rayon  est    ;     il  passe  donc 

par  le  point  .1. 

Ce  centre  est  le  foyer  de  la  parabole  décrite  par  to,   car  un  cercle  de  centre  «o,  dont  le  rayon  sérail 

3U  3 

t^r-t-  -— ,     passant  par   z,    toucherait  la  droite   (D),     î/=K-+-—  II. 

■t  4 

L'axe  radical  du  cercle   (S)  et  du  cercle  (C)    est  la  droite  AB,    dont  l'équation  est 
^>+,f  _  iXx  -  '"'',~  ''   1/  +    ''  "^  "'  -  (J-'  +  V'  -  H')  =  0, 

le  point  (le  rencontre  de  la  tangente  en  H  avec  l'A.  qui  est  tangente  en  A,   est  le  pôle  de    AH  par  rap- 
port au  cercle  (G).  Soient  x^,  »/,,,  les  coordonnées  do  ce  point  ;  identifions  les  équations 

3K»  -  X^             X'  -^-  311*        ^  ...        r 

2Xj  H — 1/ =  0,  ot  .vxo  H-  yy,  —  \{'=  0  ; 

il  en  résulte 


(M) 


i/  SK"  -  A»         311»  -h  X' 

les  coordonnées  du  poinl  M  sont  donc 


.Vu 


le  lieu  do  M  est  donc  une  «ourbe  du  second  degré,  du  genre  ellipse,  car  elle  n"a  pas  de  points  à  l'infini. 
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Quand  À  change  de  signe,    x^  change  aussi  de  signe,  y„   ne  varie  pas;  l'axe  Oij  est  donc  un  axe  de 
symétrie. 

Pour    A  =  0,     X  =  0,     y  =  R, 

pour  A  =  30  ,     .£■  =  0,     y  =  —  R, 

—  2        - 

pour     X  =  dz  Rv/3,     y  =  0,     x  =  ±  —  Rv/3  ; 

o 

s>  _ 

l'ellipse  (E)  a  IJ  pour  petit  axe;  son  grand  axe  est  sur  Ox,  le  demi  grand  axe  est      -^  Rv^3  >  R  •      il 

est  a  priori  évident  que  le  lieu  de  M  est  extérieur  au  cercle  (C). 

On  peut  d'ailleurs  éliminer    X  entre  les  équations   (M),  car  on  a 

2R?/o        _    __IË1_=     ^ft(î/o  ^  tl)    ^     2R(R-y„) 

2X2  ' 


3 


2a   " 

3R2  _  ),2             3it2  ^ 

x-^ 

6R2 

on  en  tire 

mx 

et 

À2          ^H 

2(y+R) 

par  conséquent, 

9R2a-2 

.  —    'ATt 

.,  (R-y) 

4(1/ -+-R)^  (R+y) 

ce  qui  donne  enfin 

3X2  ^    4^R2  _  ^2)^ 

3x-  y-  , 

c'est  bien  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

N.  B.  —  Pour  trouver  ce  dernier  lieu,  plusieurs  correspondants  déterminent  M  par  l'intersection 
de  AP  et  de  la  ligne  des  centres  Ow  :  ces  deux  lignes  peuvent  être  confondues  quand  elles  sont  isotropes 
et  issues  de  0.  On  doit  donc  trouver  dans  l'équation  du  lieu  le  facteur  étranger    x-  -+-  y-. 

Très  bonne  solution  de  M.  R.  Deaux,  professeur  à  Virelles-ies-Chimay,  Belgique;  C.  Dklvoyb. 

Bonnes  solutions  de  MM.  A.  D.,  à  Chaileville  ;  R.  Baras,  école  supérieure  d'électricité;  R.  Castagnet,  lycée  de  Bor- 
deaux, L.  P.  DoR,  àOudjda;.!.  Genêt,  école  normale  de  Saint-CIoud;  G .  Hèi.e  et  Ch.  Simon,  à  iVogent-le-Rotrou  ;  A.  IIutinbl. 
à  Cannes  ;  A.  Lecomte  ;  A.  La  Roche,  à  Rennes  ;  P.  Morelle,  lycée  de  Douai  ;  Vallat  ;  R.  Weinzaepfel,  lycée  de  Metz. 

Assez  bonne  solution  de  M.  G.  Liiémanne,  lycée  de  Nancy. 


Mécanique. 

2629.  —  Une  barre  recliligne  mince  AB  {de  longueur  2a,  de  poids  p)  se  trouve  sur  un  plan  Q  incliné 
de  l'angle  a.  sur  le  plan  horizontal.  Elle  est  attachée  en  A  à  un  fil  de  caoutchouc  (de  masse  négligeable) 
fixé  à  l'autre  extrémité  en  un  point  C  du  plan  Q. 

On  admettra  que,  lorsque  le  fil  s' allonge ,  il  exerce  sur  A  une  traction  proportionnelle  à  son  allongement 
x  à  partir  de  sa  longueur  naturelle  b. 

i"  Déterminer  la  ou  les  positions  d'équilibre  delà  barre  supposée  placée  sur  la  ligne  de  plus  grande 
pente  Ox  du  plan  Q  qui  passe  par  C  et  de  sorte  que  l'on  rencontre  C,  puis  A,  puis  B  en  descendant  sur  Ox. 
On  supposera  d'abord  le  plan  et  la  barre  lisses.  On  examinera  ensuite  le  cas  où  le  plan  exerce  sur  la  barre 
un  frottement  dont  le  coefficient  esT  f  =  tg  'f .  On  précisera  les  positions  d'équilibre  pour  lesquelles  le  fil 
est  tendu. 

2°  Étudier,  dans  le  seul  cas  oii  le  frottement  est  négligeable,  le  mouvement  de  la  barre  abandonnée  sur 
Ox  sans  vitesse  initiale,  B  étant  encore  plus  bas  que  A  et  A  plus  bas  que  C.  On  supposera  que  la  position 
initiale  Kq  de  A  se  trouve  entre  les  positions  0  et  H  de  A  qui  correspondent  respectivement  à  la  position  de 
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la  barre  pour  laquelle  le  /il  a  sa  longueur  naturelle  et  à  sa  position  d'équilibre.  On  posera 

OAo  =  Xo,     OH  =  h. 
3°  Quand  le  candidat  aura  complètement  rédigé  les  réponses  au.i  questions  prccédeutes,  il  pourra  étu- 
dier le  mouvement  sans  frottement  dans  le  cas  un  peu  plus  compliqué  où   A„  se  trouve  entre  0  et  C  et  mon- 
trer que  le  graphique  de  C  accélération  en  fonction  du  temps  n'est  pas  de  même  nature  dans  les  deux  cas. 

1     Dans  le  cas  où  la  barre  n'exerce  sur  le  plan  aucun  frollenienl,  son  poids  la  fera  glisser  sur  la 

ligne  de  plus  grande  pente,  jusqu'à  ce  que  la  tension  croissante  du 
fil  équilibre  la  composante  du  poids  suivant  la  ligne  de  pente  :  la 
longueur  j  du  fil  satisfera  à  l'équation 

(1)  A-*(a  —  b)  —  p  sin  a. 

La  poîiliuii  H  de  A  est  plus  éloignée  de  C  que  celle  pour 
laquelle  le  111  a  sa  longueur  naturelle,  car 


CO  =  b. 


et 


CH  =  6  -h-i-sina. 


S'il  y  a  frottement,  deux  hypothèses  peuvent  être  faites  :  <f  >  ^  ou  ?  <  «•  Dans  le  premier 
cas,  le  plan  est  trop  peu  incliné  pour  que  la  barre  glisse  par  son  propre  poids.  Elle  reste  donc  en 
équilibre,  pour  toute  position  de  A  située  enlr.;  C  et  0,  le  fil  n'étant  pas  tendu.  Elle  reste  encore  en 
équilibre  quand  le  |)oint  A  est  au-dessous  de  H,  le  frottement  empêchant  la  tension  du  fil  de  faire 
remonter  la  barre  ;  le  maximum  d'allongement  du  fil  est  donné  par  la  formule 

k\x  —  6)  =  /j  sin  a  -h  p  cos  «  tg  o, 
d'où 


-*-Tî 


sm  (a 


COS  Y 


6  -H  -^  Sin  a  -h -^  COS  a  tj.'  ,• 


Soit   K    la  i)ositi<)n  correspondante  de  A;  on  voit  que     OK>OH. 

Si  maintenant  nous  supposons  f  <  a,  la  lame  ne  peut  plus  être  en  équilibre  sur  le  plan  incliné, 
sans  être  retenue  par  le  fil  tendu  ;  il  y  a  une  position  du  point  A,  K',  située  entre  O  et  H,  pour  laquelle 
la  tension  du  lil  augmentée  de  la  force  de  frottement  fait  équilibre  à  la  composante  du  poids  : 

k\x  —b)-\-p  C08  a  tg  ç  =  p  sin  I, 


d'où 


=  6-hJL 


»     sin(a  —  ?)  ,         p     .  p  , 

/i»  COS  »  k^  '•' 


2.    Prenons  comme   sens   positif  des  .c   le   sens  descendant  sur  la  droite;  la  tension  du    lil  est 

—  /i»(x  —  b)  ;     il  y  a  une  fonction  de  force  pour  cotte  tension,  c'est —  (x  —  A;'  ;     il   y  et>   a   une 

p»jur  la  composante  du    poids,   c'est     -^mgx>\m.     On  peut  donc    écrire  l'êqualiun  de   la  force  vive 
sous  la  forme  intégrale 


m 


ing  xsin  x-\ — r-  '', 
z 


m 


-——  /•  étant  une  constante  ;  on  a  donc 


I  J    =   -  7-(x  —  by  -H  'igx  sin  x  -f-  r, 


en  posant 


m 


=  qr 


il  en  résulte  que 


Uemarquons  que  la  vitesse  est  nulle  pour    x  =  j 
r   =  q^i  .1  „  —  b)^  —  tgXo  sin  a  ; 
en  remplaçant  r  par  celte  valeur,  et  en  mettant     x  —  x„     en  facteur  dans  le  second  membre,  on  a 
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(~If)    ^  ^^  — •^»^^-  gK'-^-^-^o)  +  '^bq^-h2g  sin  a]  =  q^'{x  -  x,)[—  (x -i- x,)  +  26  H-  -?1  sin  a]. 
Or,  on  a  vu  que 


donc 


(E) 


h  =z  1/  -+-  -^  sin  a  : 
q^ 


I  dx  \^ 


en  posant    x^  -+-  a:-,  =  2A;    x,  est  l'abscisse  d'un  point  A',  symétrique  de  A„  par  rapport  à  H,  où  la  vitesse 
de  A  s'annule  de  nouveau.  Si  l'on  prend  H  comme  origine  des  coordonnées,  en  posant  z  =  x  —  h,  on  a 

dz         dx 
~dt  rfT' 

[x  —  Xo)(x,  —x)  =  -  x,x,  +  (x,  -T-  xi)x  —  x'  =  -(x  —  fl±lL  )   -h  (  ^°"^'^'-  ^    -  X,X, 

2    ;  ■ 


L'équation  (E)  prend  la  forme 


(^y-'[(^)'-4 


d'où 


d^z 
IF 


=  -q^z; 


c'est  l'équation   d'un   mouvement  oscillatoire   simple,  dont  l'amplitude  est   |  HAy  j  ;  la    formule   de 

lélongation  est 

2  =  A  cos  ^f  -+-  B  sin  qt  ; 

dz 
pour     (  =  0,  -T-  =0,    donc    B  =  0;     l'élongation  est  alors  HA^  ;  la  formule  est  donc 

z  =  HAq  cos  cf. 
Le  graphique  de  l'accélération  est  une  sinusoïde  : 

z"  =  —  «/^TTÂ'o  cos  ql 

3.  Quant  le  point  Ao  est  entre  0  et  C,  le  fil,  au  départ,  n'est  pas  tendu;  la  lame  commence  par  glisser, 
le  mouvement  est  uniformément  accéléré  (l'accélération  est  constante,  égale  à   g  sin  a),  jusqu'à  ce  que 

A  arrive  en  C,  avec  une  vitesse  initiale  égale  à  \/tg  AoCcosa;  alors  le  fil  se  tend,  et  le  mouvement, 
comme  on  l'a  vu  ci-dessus,  est  oscillatoire.  Le  mobile  A  descend  au-dessous  de  H  jusqu'à  ce  que  sa 
vitesse  soit  nulle,  puis  remonte,  et  revient  en  C  avec  la  même  vitesse  qu'en  descendant,  mais  en  sens 
contraire  ;  le  fil  cessant  d'être  tendu,  le  mouvement  devient  uniformément  retardé  :  le  mobile  remonte 
jusqu'au  point  de  départ  Ag,  où  il  se  retrouve  avec  une  vitesse  nulle  ;  et  les  oscillations  recommencent, 

en  reproduisant  les  phases  de  la  première.  Le  graphique 
de  l'accélération  est  formé  d'arcs  de  sinusoïde, correspondant 
au  mouvement  oscillatoire,  et  de  parties  rectilignes,  paral- 
lèles à  l'axe  des  temps,  correspondant  aux  phases  du  mou- 
vement uniformément  accéléré  ou  retardé. 

Sur  le  diagramme  ci-joint  de  l'accélécation,  les  lettres 
placées  entre  parenthèses  sur  l'axe  des  temps  indiquent  les  positions  correspondantes  de  A  sur  la  ligne 
de  pente. 

Solution  analogue  :  M.  A.  HtriNSL,  à  Cannes. 

Très  bonnes  solutions  de  MM.  A.  Laroche,  à  Kennes;M     Rioult,  à  liernay. 

Bonnes  solutions  de  MM.  A.  D.,  à  Charleville  ;  G.  Hèlb  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou ;  S.  Minois,  à  Ari^entan. 
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2679.  —  Oïl  considère  une  ellipse 

X-  1/* 

el  un  point    A  (a,  ^,. 

!«  Parle  point  A.  on  nrièni'  une  sécante  AMM',  qui  rencontre  l'ellipse  en  deux  [>oinl3  M.  M  ;  trouver  les 
st'rantes  AMM',  telles  (jur  le  produit  AM.AM'  soit  c^'al  à  une  constante  donnée,  A.  Former  l'équation  quadra- 
ti(jue  de  ces  deux  sécantes;  (.-n  déduire  l'équation  du  corrjp  (tl)  qui  passe  par  leurs  points  de  renconli'*  -f^''' 
l'ellipse. 

2"  Quand  A  varie,  A  restant  lixc,  le  cercle  (('.)  cii^cndr»'  un  faisceau  linéaire  de  cercles.  Trou>ti  i  a\o 
radical  commun  à  tous  ces  cercles  et  les  deux  points  de  Poncelel  du  faisceau.  Lieux  de  ces  points  quand  le 
point  A  décrit  l'hyperhole  ccmjuguée  de  l'ellipse  (1).  Donner  les  équations  paramétriques  de  ces  lieux  et 
montrer  que  ce  sont  des  courbes  unicursales.  E.  H. 


2680.  --  On  considère  deux  liges  jx-santes  liomoj,'ènes,  arliculees  en  A,  OA   el  OB.  La  lige  OA    lo'unie 

autour  du  poini  0.  el  la  tige  AH,  à  l'aide  d'une  umerlure  pratiquée  en  B, 
gli.sse  sur  une  lige  horizontale  Ox.  On  néglige  le  frottement  au  point 
0    et    au    point  A. 

1°  Trouver  la  position  d'équilibre  du  système,  quand  il  n'y  a  pas  de 
rrolteiii(>nt  au  point  B 

2«  Trouver  l'inégalité  qui  fixe  les  zoîies  d'équilibre  quand  il  y  a  frolte- 
iiienl  en   B,   le  coonicier.t  de  frottenjent  étant  /. 

Appliquer  au  cas  oii  les  liges,  ayant  même  longueur  et  même  section 
droite,  sont  formées  avec  la  même  substance,  le  coeflicient  /  étant 
1 


;al  à 


10 


At>idiquer  au  cas  où     OA  =  20B,     toutes  les  aulres  conditions  reslanl   les  mêmes. 


K.   IL 


V 


(1)  L'yperbole  conjuguée  de  l'ellipse  considérée  est  celle  quia  pour  équation 

? !  =0. 
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SUR  L'AIRE  BALAYÉE  PAR  UN  SEGMENT  DE  DROITE 
Par  M.  Weber,  professeur  au  lycée  Buffon. 


Dans  diverses  questions  posées  aux  examens  écrits  des  grandes  Écoles  (Polytechnique  1916,  Mines 

1922),  on  a  demandé  de  calculer  l'aire  balayée  par  un  vecteur  variable  MP,    qui  se  déplace  en  restant 
tangent  à  la  courbe  (G)  décrite  par  M. 

Soit  (f    l'angle  que  fait  Ox  avec  une  direction  positive  choisie  sur  la  tangente  à  la  courbe,  p  la 

mesure  algébrique  de  MP  sur  celle  direclion.  p  est  une  fonction  de  <p,  et  l'aire  balayée  par  MP,  lorsque 
M  va  de  Mq    (?  =  To)    à  Mj    (<p  =  œi),  est 

(On  suppose  que  9  va  constamment  en  croissant  de  ©o  à  j,,  et  que  p  conserve  un  signe  constant, 
par  exemple  le  signe  -h.) 

On  peut  se  rendre  compte  approximativement  de  ce  résultat  en  a  assimilant  m  l'aire  élémentaire 

limitée  par  MPM'P'  au  secteur  PIP',  1  étant  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes;  l'aire  de  ce  sec- 

1    —, 
teur  est  équivalente  à     -—  IP^  X  w. 

IPest  compris  entre  p  et     p-t- Ap  ;    w  =  |  Af  |  ;     donc  l'élément  d'aire 

''    est 
F'  1 

Comme   il    est   permis  de  trouver  que  celte  justification  manque  un 
peu  de  rigueur,  il  est  préférable  de  démontrer  rigoureusement  ce  résultat  ; 
la  méthode  que  nous  allons  employer  permettra  d'ailleurs  de  traiter  le  cas 
général  où  MP  n'est  plus  tangent  à  la  courbe  (C)  décrite  par  M. 
Rappelons  d'abord  que  l'aire  limitée  par  un  contour  fermé,  sans  point  double,  est  l'intégrale  cur- 
viligne   I  ijdx,  prise  le  long  du  contour  dans  le  sens  négatif. 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  au  contour  M^MiPiP^,  dans  le  sens  de  la  llèche,  comme 
l'indique  la  figure.  Nous  voyons  alors  que,  si  nous  supposons  j  croissant  et  p  positif,  nous  obtiendrons 
bien  l'aire  A  avec  le  signe  +  (nous  supposons  le  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  orientés  de 
la  façon  habituelle). 

Notre  intégrale  comprend  quatre  parties  : 


jMvMi   '  Jm,P,   '  JP:P.  '  JP.M, 
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Le  long  de  la  courbe  fC),  prenons  comme  paramèlre  l'angle   ç  ;   supposons  x  et  y   exprimés  en 
fonclion  de  <f.  Nous  avons 

I        =  /     ydx. 
Jmmi      J~, 

Le  long  de  MiPi,  nous  avons 

i  X  =  j,  -+-r  cos  If,, 

'     y  =  î/i  -+-''  sin  <?,, 
r   étant  un  paramèlre  qui  varie  de  0  à  p,   (valeur  de  p   pour    ?  =  Çi). 
De  même,  le  long  de  M„I%,  nous  avons 

(     a-  =  T„  -h  r  cos  Vu,  /rt  ^      ^     , 

(     ?/  =  î/o  -+-  r  sin  Ço. 
L'intégrale  le  long  de  M,I',  est  donc 

I     (î/i  -+-  ^  sin  Çi)  cos  ç.,'/r  =  t/i  cos  ?,p,  ■+■  -^  sin  ?,  cos  ç,pj. 

L'intégrale  le  long  de  P„M(,  est  de  inènip 

1     .     .. 

~  î/o  cos  r„:„ ;^  sm  r^  COS  ?o?3- 

L'ensemble  de  ces  deux  intégrales  peut  donc  s'écrire 

I  pj/  cos  o  I    -\ — —  I  p-  sm  o  COS  ?  I    . 
Reste  l'intégrale  le  long  de  P,Po.  Les  coorJonnées  du  point  P  qui  décrit  cet  arc  sont 

(       \  =  X  -\-  p  cos   ç, 

l     "^'  =  î/  -+-  p  sin  cp, 
X,  y,  p  étant  des  fonctions  connues  de  'r . 

Donc  -     I       =  —  I      (y -1-0  sin  o)(£/.r  -  s  sin  odo  -hcos-orfp). 

Cette  intégrale  se  décompose  en  six  autres  : 

—  /     ytJx  —         p  sin  çrfx  H-  /     »/?  sin  «fd^  -+-  /     p*  sin'  çrff —  /     y  cos  orfp  —  /     p  sin  ?  cos  çrfp. 

t^V„        "  t/r„  '  ..    r„        ■  ■  ,'ï„  t.'v-„  ./<rU 

Désignons  par  L,    i^,    la,    l»,    I,,    U^   ces  six  intégrales  prises  avec  leurs  signes,  dans  Tordre  qui 
précède. 

I,  se  réduit  avec  / 

p' 
Appliquons  à  I,,  l'intégralion  par  parti<s,  en  regardant  pdp  comme     d  —3-;     il  vient 

I,  = —l  s-  sin  o  cu-^  -i       -H  -;j-  /     p'  (cos*  «p  —  sin'  <?)a?. 

Cette  dernière  intégrale  donne  avec  Iv 

-—  /     p»  (eus-  ?  -h  sin*  r)d9  =  -3-  /      pV?. 

Intégrons  de  même  par  parties  I,,  en  posant    sin  ?d<?  —  d{—  cos  ?)  ;     nous  obtenons 

I3  =     —  p»/  ces  <?     '  -f-  /    '  cos  ?(t/(/p  -h  pdy) . 

La  première  partie  de  celte  dernière  intégrale  se  réduit  avec  h. 

En  délinilive,  on  réunissant  le»  diverses  portions  de  l'intégrale  totale,  nous  voyons  que  les  parties 
tout  intégrées  disparaissent,  ol  il  nous  reste 

\   />!  r». 

-—1     p*rf<p-4-  I     p((fi/.cos  <p  —  dx.sin  f). 
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Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  pas  utilisé  l'hypothèse  que  MP  est  constamment  tangent  au  lieu 
de  M,  Cette  condition  s'exprime  par  l'égalité    -— =  tg  cp,     ou     cos  o.dy  —  sin  o.dx  =  0. 
Par  suite  la  seconde  intégrale  disparaît  à  son  tour,  et  il  reste 

Ce  résultat  prouve  que  l'aire  balayée  est  indépendante  de  la  courbe  (C)  ;  elle  est  ia  même  que  si 
MP  tournait  autour  de  son  origine  fixe  M,   p  et  cp  restant  liés  par  la  même  relation. 

Ce  qui  précède  suppose   o   croissant,  cest-à-diie  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les   y 

positifs.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  prendre  évidemment —  /    '  fd'?,     si  l'on  veut  obtenir 

une  aire  positive. 

Lorsque  p  est  négatif,  les  raisonnements  sont  les  mêmes  ;  il  n'y  a  pas  de  signe  à  changer,  a'nsi  que 
le  montre  la  figure.  D'ailleurs,  en   changeant   o   en     ç  -htt,     on   ne  modifie 
^"^^v  iw  Àft     P^^  '^  ^^"^^  ^^  croissance  de  'j,  et  p  est  rendu  positif. 

\^---=::rî^^  Enfin  si  la  courbe  change  de  concavité  entre  M„  et  M,,  l'intégrale  prise  de 

XN-__y  Mo  à  Ml  donne  une  dillérence  d'aires,  les  aires  provenant  des  arcs  où  la  conca- 

*  vite  est  tournée  vers  les  y  positifs  étant  additives,  les  autres  étant  soustrac- 

tives   (voir  la  figure)  (1). 

Si  p  vient  à  s'annuler,  en  changeant  ou  non  de  signe,  ce  qui  précède 
subsiste  sans  modification. 

J\  Cas  'particulier.  —Supposons  que  p  reste  constant,     ?  =  l;     l'aire 

balayée  est  —  /^(çi  —  o^);     c'est  celle  d'un  secteur  circulaire  de  rayon 

Po  /  et  d'angle  au  centre    |  cp,  —  'fo  \  - 

■  ->- 
Supposons  maintenant  que  MP  se  déplace  d'une  façon  quelconque.  Soit  (C)  la  courbe  décrite  par 

M,  MP  ne  restant  plus  constamment  tangente  à(C).  Continuons  à  désigner  par  o  l'angle  de  Ox  avec  un 

axe  orienté  auquel  MP  reste  constamment  parallèle  ;  p  désigne  la  mesure  de  MP  sur  cet  axe.  Les  cal- 
culs précédents  sont  applicables.  Nous  aurons 


A  =  — -  I      p-rfcp -h  I      p(rfj/.cos  9  —  dx.sin  <?), 


A  représentant  l'aire  balayée,  affectée  du  signe  h-  si  le  contour  MoMiPiPq  est  de   sens  négatif  relati- 
vement aux  axes,  et  du  signo  — ,  dans  le  cas  contraire. 

Évaluons  la  seconde  intégrale,  qui  n'est  plus  nulle  en  général.  Soit  a  l'angle  de  O.v  avec  une  demi- 
droite  MT  choisie  sur  la  tangente  et  soit  s  l'abscisse  curviligne  de  Msur(C),  comptée  dans  le  sens  défini 

par  la  demi-tangente  MT.  Nous  avons 

dy  =  ds  sin  a, 

dx  =  ds  cos  a, 

d'où  cos  o  dy  —  sin  cp  dx  =  sin  (a  —  ç)ds  =  sin  \  ds, 

V    étant  l'angle  ayant  pour  premier  côté  la  direction  positive  de  l'axe  de  MP,   et  pour  deuxième  côté  la 

direction  MT. 

Donc  A  =  — -  I      p-d^  -f-  /     p  sin  \ds; 

la  deuxième  intégrale  dépend  essentiellement  de  la  nature  de  la  courbe  (C). 


(1)  La  Agure  permet  de  se  rendre  compte  qu'on  obtient  la  différence  des  aires  comprises  entre  la  courbe  lieu  de  M  et 
la  courbe  lieu  de   P,   la  portion  couverte  de  hachures  disparaissant  dans  la  soustraction. 
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Remarque.  —  Soit  (C)  la  courbe  décrite  par  P.  Désignons  par  V  l'angle  de  l'axe  de  MP  avec  la  demi- 
tangente  positive  à  (C).  Nous  pouvons  appliquer  le  résultat  précédent  à  (C;,  à  condition  de  changer  le 

signe  de  p,  puisque  nous  avons  conservé  la  môme  direction  d'axe,  et  que  nous  devons  considérer  PM 

au  lieu  de  MP.  Nous  obtenons 

A'  =  4-  r  ?''^'y  —  r'p  S'"  ^''^''^ 

Ce  résultat  doit  èire  opposé  au  précédent,  car  les  deux  contours  M„M,P,P,  et  P(,P,M,My  sont  de  sens 
différents,  et  correspondent  par  suite  à  des  aires*  de  signes  contraires.  On  doit  donc  avoir    A'  =  — A. 
C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  de  la  façon  suivante.  Nous  avons 

rfX  =  dx-i-  cos  ^dp  —  c  sin  çdo, 
dY  =  rfi/  -f-  sin  'rdp  -+-  p  cos  'f^?, 
d'où  sin  \' .ds'  =  cos  '^.dY  —  sin  o.^iX  =  cos  o.dy  —  sin  ^.dx  -{-pdo, 

A'  =  —  I  p*rfo  —  /  0  sin  \ds  —  l  p-t/'v  = —  /  p»rfo  —  /  p  sin  \ds  =  —  A. 


et 


Cas  particuliers.  —  l.  Supposons  que  le  segment  conserve  une  longueur  invariable,     p  =  /  ;     il 

i  n> 

vient  alors  A  =  —  /*(?,  —  <p„)  —  /  /     sin  \ds. 

II.  Supposons  en  outre  i\\iq  MP  reste  constamment  normal  à  la  courbe  (C)  ;  on  démontre  faci- 
lement qu'il  en  e>t  alors  de  mAme  pour  la  courbe  (C)  ;  les  courbes  (C)  et  (C)  sont  dites  pnrnlliles. 
L'aire  comprise  entre  deux  courbes  parallèles  et  deux  normales  communes  est  donc 

I  < 

A    =    —    —   /-tu  -H  /s  =  l^io  -\-  Is'. 

w  étant  l'angle  des  deux  normales,  *'  l'arc  de  la  courbe  la  plus  voisine  du  point  d'intersection  I  des  deux 

normales,  s    l'arc  de  la  courbe  la  plus  éloignée,  en  supposant  (,ue 
les  deux  courbes  sontsiluéos  du  mi'-me  côté  du  point  I. 
On  déduit  de  là  que  l'on  doit  avoir    *  —  *'  =  /eu. 

ài  I  ^---^^  T  C'est  ce  que  l'on  vérifie  facilement.  On  a  en  effet, puisque 

I|(C)       "■ 

fH^^       ~  \  =  j -h/co8<9  =x-|- /  sin  ï, 

Y  =  y  -4-  /  sin  -;  =  y  —  l  cos  a. 
On  en  tire  rfX  =  dx  4-  /  cos  arfa  =  cos  a(rfj-H  /rfi), 

d\  =.  dy  +  l  sin  a(/a  =  sin  a(rfs  -+-  Idx). 
Or  les  demi-tangentes  MT  et  M'T'  sont  de  même  sens  ;  on  a  donc 

d\  d\ 


cos  31  = 


dt' 


sm  a  =  — ,— 
ds 


En  portant  ces  valeurs  dans  les  deux  égalités  précédentes,  on  obtient 

d$'  =  ds-\-  Idx, 


d'où 


j'  —  s  =  l  i  di  =  —  Im. 


Cette  égalité  devient  évidente  dans  le  cas  particulier  de  deux  cercles  concentriques.  Si  R  et  R'  sont 

leurs  rayons,  on  a  5  =  H(o.     4'  =  U"),     i  —  s'  =  (R  —  R')w  =  /w. 

Rkmaroue.  —  En  prenant  la  moyenne  dos  deux  expressions  de  A,  ou  bien  en  remplaçant  /^  par 

i-f-s' 
t—  «',   on  obtient  la  formule  A  =  x  U 


qui  généralise  celle  de  l'aire  d'un  trapèze,  et  qui  est  immédiate  dans  le  cas  de  deux  cercles. 
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2589.  —  La  ligne  de  terre  étant  figurée  par  le  petit  exe  de  la  feuille,  un  tore  a  son  centre  0  dans  le  premier 
dtedre  à  14"^™  de  chacun  des  plans  de  projection  ;  ce  point  0  est  dans  le  plan  de  profil  figuré  par  le  grand  axe  de 
la  feuille.  L'axe,du  lare  est  vertical;  son  cercle  générateur  et  son  cercle  de  gorge  ont  tous  devx  4cra  de  rayon.  Par 
le  diamètre  du  tore  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  on  mène  un  plan  bitangcnt  au  tore,  et  on  fait  tourner  autour  de 
ce  dicmelre  la  !>urface  limitée  par  le  contour  extérieur  de  la  courbe  de  section;  on  engendre  ainsi  un  solide  £. 

On  considère  d'autre  part  un  hxjperboloide  de  révolution  à  une  nappe  H,  ayant  même  axe  que  le  tore,  et  dont 
la  méridienne  admet  pour  cercles  oscillateurs  in  sa  sommets  les  cercles  formant  la  méridienne  du  tore.  (A  défaut 
d'une  détermination  géométrique  de  l'hyperbole  méridienne,  on  pourra  opérer  analytirjuement  ;  dons  ce  cas,  on 
indique)  a  le  calcul  dans  un  angle  inférieur  de  la  feuille.) 

1"  Représenter  le  solide   S   coumun  à  []    et  à    ^. 

2"  On  considère  des  projetantes  perpendiculaires  au  deuxicrrr  bissecteur.  Construire  pour  le  solide  S  le  con- 
tour apparent  dans  l'espace  et  le  contour  apparent  en  projection  sur  le  second  bissecteur  . 

Le  tore  et  son  plan  bitangent  n'interviennent  que  d'une  manière  accessoire.  Le  théorème  de  Villarccaii, 
étendu  aux  splières  bitangentes  dont  les  points  de  contact  ont  leurs  plans  tangents  de  protil,  montre  que  les 
quatre  cercles  fournis  par  ces  splières  comprennent  en  particulier  ceux  que  donnerait  le  plan  dont  il  s'agit. 
Ces  sphères  (w,  w'),  (toi,  wi')  sont  donc  les  deux  surfaces  engendrées  dans  la  révolution  autour  du  diamètre 
frontal  du  tore  ;  et  si  on  les  limite  à  leur  cercle  commun  C,  en  supprimant  les  deux  calottes  intérieures,  on 
aura  la  surface  du  solide  z. 

L'intersection  de  cette  surface  et  de  celle  de  l'hyperboloïde  H  comprend  quatre  arcs  concourant  deux  à 
deux  sur  le  cercle  de  profil  C.  Par  suite  des  symétries  de  ces  quarliques  gauches,  leurs  projections  horizontales 
et  verticales  sont  des  coniques.  Mais  comme  on  peut  assimiler  chaque  sphère  à  une  surface  de  révolulion  à 
axe  vertical,  c'est-à-dire  parallèle  à  celui  de  l'hyperboloïde,  les  cylindres  projetant  horizontalement  les  quar- 
tiques,  sont  de  révolution,  et  donnent  des  projections  circulaires.  Pour  la  môme  raison,  les  projections  verti- 
cales sont  des  paraboles  ayant  un  même  axe  horizontal. 

On  construit  un  point  courant  [m,  m')  de  l'une  des  courbes  par  la  méthode  dos  plans  horizontaux,  en 
utilisant,  par  exemple,  la  génératrice  frontale  (A,  a')  de  l'hyperboloïde.  Cell(>-('i,  d'après  la  définition  donnée, 
est  inclinée  à  45"  sur  le  plan  horizontal,  puisque  le  centre  de  courbure  en  un  sommet  d'une  hyperbole  est 
projeté  sur  chaque  asymptote  en  un  point  situé  sur  la  tangente  au  sommet  considéré. 

I,a  tangente  en  m  sera  connue  dès  que  l'on  aura  tracé,  comme  on  le  verra,  la  projection  circulaire  hori- 
zontale. En  m',  on  l'obtiendra  par  la  méthode  du  plan  normal  ;  elle  est  ainsi  perpendiculaire  à  la  frontale  qui 
joint  le  centre  (w,  w')  de  la  sphère  correspondant  au  sommet  (7,  a')  du  cône  des  normales  de  l'hyperboloïde, 
déterminé  au  moyen  du  plan  normal  à  la  génératrice  principale  au  point  [It.h')  appartenant  au  même 
parallèle. 

Nous  avons  des  points  particuliers  intéressants  : 

1"  Les  points  tels  que  (c,  c')  où  nos  quartiques  se  rejoignent  sont  situes  dans  les  plans  des  parallèles 
limites  du  tore  initial.  Car  si  a  est  le  rayon  du  cercle  méridien  de  ce  tore,  et  en  même  temps  celui  du  petit 
équateur,  les  sphères  (w,  w'),  ((Oi,  wi')  ont  pour  rayon  2«  ;  les  plans  des  parallèles  limites  les  coupent  donc 
suivant  des  cercles  d3  rayon  a^^.  La  demi-corde  de  bout  qui  rencontre  l'axe  de  l'hyperlinloïile  est  donc  égale 
à  a\J^.  Or  c'est  aussi  lu  distance  de  cet  axe  au  point  (/,  /')  où  (A,  A')  rencontre  le  plan  du  parallèle  limite  infé- 
rieur. Donc  les  cercles  déterminés  parce  plan  dans  les  difTérentes  surfaces  concourent  dans  le  plan  de  protil 
de  (0,  o'j. 

1°  Les  points  d'arrêt  des  paraboles  verticales  sont  les  points  de  la  méridienne  principale  de  l'hyperboloïde 
dont  la  cote  est  égale  à  celle  d'un  point  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  du  cercle  C,  cette  cote,  prise  relativement 
au  plan  horizontal  de  (0,  0'),  étant  égale  en  valeur  absolue  à  av/3.  Car,  soit  (p,  p')  un  point  de  (A,  s')  qui  admet 
une  pareille  cote;  on  aura  op  =  ay/â;  c'est  bien  le  diamètre  du  cercle  horizontal  déterminé  dans  la  sphère 
(o),  Cl)';,  ce  qui  établit  la  proposition. 

On  obstrvo  ainsi  que  les  quatre  points  darrèl  sont  situés    sur  les  lignes  dej'appel  contenant  les  centres 
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des  cercles  méridiens  principaux  du  tore.  Ceci  permet  de  construire  les  projections  horizontales  circulaires, 
puisqu'elles  contiennent  déjà  le  point  c.  Les  centres  sont  les  projections  des  milieux  des  rayons  frontaux  du 
cercle  de  gorge  de  rtiyperboloïde. 

Sur  la  projection  verticale,  nos  paraboles  ont  pour  sommets  respectifs  t^J'^  et  w.  Les  tangentes  remar- 
quables s'obtiendraient  par  la  méthode  générale  ;  mais  on  doit  vérifier  que  celles  du  point  c',  d'après  la  pro- 
priété de  la  sous-tangente,  vont  passer  par  les  centres  tp  i'  des  cercles  méridiens  du  tore,  et  les  autres  points 
donnent  lieu  à  une  remarque  analogue. 

Contour  appartnt  du  solide  commun.  —  1"  i.'hyperboloïde  possède  deux  génératrices  de  profil  {fy,  f'g')  et 
^fiffi'  fi'91')  perpendiculaires  au  deuxième  bissecteur.  Le  contour  apparent  en  projection  ne  donnera  donc  que 
doux  points  cp  et  tpi,  silués  sur  la  ligne  de  terre. 

2"  Pour  chacune  des  deux  sphères  (w,  w'),  (wi,  œ'i)  nous  aurons  comme  contour  app;ar€nt  un  cercle,  situé 
dans  le  plan  parallèle  au  second  bissecte^ir  mené  par  (w,  0').  Or  les  génératrices  de  profil  de  l'hyperboloïde, 
inclinées  à  450  et  passant  par  les  centres  des  sphères,  renconirent  celles-ci  aux  points  où  s'amorcent  les  arcs  à 
construire,  tels  que  (/'m,  /'m').  Pour  trouver  le  second  point  d'arrêt  (u,  u')  on  peut  le  projeter  en  v."  sur  le 
plan  de  profil  de  (0,  0'),  rabattu  sur  le  plan  frontal  du  même  point. 

Le  procédé  convient  aux  autres  points,  mais  il  s'agit  d'arcs  [)eu  importants  d'ellipses  faciles  à  construire. 
On  en  déduira,  par  une  simple^  translation,  les  arcs  égaux  du  contour  apparent  en  projection.  Nous  rappelle- 
rons que  la  projection  d'un  point  de  l'espace  sur  le  second  bissecteur  a  ses  deux  projections  confondues  avec 
le  milieu  du  segment  limité  par  les  projections  du  premier  point, 

Nous  compléterons  par  les  projections  des  quartiques  gauches,  qui  aboutissent  aux.  points  t?  et  '^1,  tan- 
gentiellement  à  xy  et  iront  se  raccorder  avec  les  arcs  d'ellipses.  Chaque  point  (///,  m')  donnera  un  point  ,u, 
milieu  de  mm',  dont  la  tangente  ira  passer  par  le  point  0,  intersection  des  droites  utt  et  m'i'.  Les  tangentes 
de  profil  proviendront  des  points  d'arrêt  de  la  projection  verticale. 

N.  B.  —  Po^ur  faire  mieux  apparaître  les  contours  apparents  dans  l'espace  et  en  projection,  on  a  couvert 
de  hachures  les  parties  cachées  du  solide  et  la  région  intérieure  au  contour  apparent  projeté. 

.1.  L. 


2590    —  On  considère  la  série 


-2.4 


Calculer  avec  trois  décimales  exactes  la  somme 

Nous  désignerons  par  u„  le  n«  terme  de  la  série  placée  entre  crochets, 


ô.b.  .  .[tn  -+-i)  \  1  -j-  X 


Vn  =  - 


3.5.    .  (2n  —  I  ;  \  1  -i-  X- 


v„^t  .  2rt  a- 


Le  rapport  -1^-^^-  est  égal  à    — — — ;     quand   n  augmente  indéfiniment,  ce  rappoita 

v„  2)t  -t-  l        l  -hx- 

pour  limite  — '■ ,    quantité  plus  petite  que  1,  donc  la  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

En  désignant  par  S  la  somme  de  la  série  et  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes,  on  sait  qu'on  a 


S 


>  —  S„  <  î/,i 7-  >     en  posant     k  =  — 

1  —  /i  1 


H-a- 


Calculons  maintenant  à  près  par  défaut  les  coefficients  des  quatre  premières  puissances  de 


1  H-x- 


nous  avons 


^  =  0.G66G,  -J4  =  -  -  =  0,:i333. 

ld±  -  il  -  0  tô7l  ^•'''''   =  Ji^  =  0.1063. 

.•î.5.7    ~    70    -"•""•  3.5,7.«  10. Ba 
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Calcul  de     s(-«-)-   —     Pour     x  = —^^ ,     on  a 


A-  = 


i  /.-  1 


-ar'  10  i  -  k  «J 

Nous  prendrons  pour  valeur  approchée  de     s(  -^r-  )     la  somme    — -  84.     Sj  =  «,  -4-  u.,  -\-  Vj  -+-  u< . 

j/,  =  1,  u,  =  0,0666.  1/3  ^  0,00o3,  u^  =  ((,0004  ;  >.  =  \A):r.\. 

Calculons  l'erreur  commise.  Sur  ciiacun  des  leriiics    v.^,    u-.,    u^    nous  a\or)s  commis  une  erreur 

1  3 

moindre  que   — —  »   donc  en  tout  une  erreur   momdre   fiuc D'aulre   part,  en   né£li;;eanl    les 

4  "  i  F 

lornies  suivant  le  quatrième,  l'erreur  est  moindic  que     u.  • ou  que    — ^ —  •  —  < L'erreur 

3  (•»  30 

totale  est  donc  plus  potilc  que       ..  .■■  -h  ■ .,,.       nuque    -rrrr  • 

I  I  ^().  J(J..  jQS 

On  en  conclut  que     Si  — -  j     est  compris  entre 

3  3 

—  X  i  ,0723  et  -^  (i  ,07-23  -H  0,00030), 

10  10 


ou 


(I)  0,32169  <S(^—)  <0,:: 


321708. 


Calcul  de     ?>f-^ 

J_                            ^            _      -*  /.    _           3^-           _    J_                           '''            _       ^ 

^  ~  T  '        T-hx»  ~  1(7  '  '  ~  I  4-  .'•''  ~  5  *        ~i"^T  ~  T  ■ 

Cette  fois  nous  calculons  cIikj  termes  : 

M,  =  I.           »,  =  0,1.333,           j/3  =  0,0il3,  V,  =  0,0036.           w,  =  0,0006;           S,  =  i,l5SH. 

à         1  \         as 

L  erreur  est  moindre  que    — — r   ^ •  -rr-  <  — r  • 

^          10'           4  10'          10* 


Sl-^)     est  compris  entre 


~XJ,i688  et  ~(l,158S-+-O,0UO5H) 


ou 


(2)  0,'i63:)2  <  sf  4-)  <  0/463752. 

En  ajoutant  les  inéf,Mlités  (I)  et  (2).  on  a 

0,78521  <s(4-)-hs(-^)<  0.78.*i:iî)0. 

On  a  donc,  à pn-s  par  drfaut, 

Kt)^Kt)  =  «•'«»• 

IlEMAiioLK.  —  On  peut  établir  (jue  la  somme  de  la  série  est  égale  à  arc  l^'  r. 

hn  elTet,  posons    t  =  tp  -,     nous  avons    ~ =  sin  o  cos  ?,     el    =  sin*  -.     et 


11'  -i.k 

S(j)  =  sm  7  cos  r    1  "^ ~^  ^in*  -f  -+■  -——  sin'  c-  H-       -h  ,-7-:: 7-  sin' 

L  J  •>  5  ' 


2   V     ?» 
3.5..  {lu  -t-  I) 
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Or,  on  sait  que 


on  peut  donc  écrire 


2.4.6...2n  /•*''" 

3.5.7. . .(2n-h  1)       J^ 


S(a;)  =  sin  ç  cos 'f I    j      sinOrfO-f-/     sin' 6  sin^  ^(/O  h h  T  "  sin^''-^-' 0  sin^" -jrfo  h 1 


cos 


A    j      (sin  o  sin  OH-sin^  cp  sin^  OH h  sin^"^' 9  sin^'*-^' 0  h jrfel. 


Dans  la  parenthèse  nous  avons  la  somme  d'une  progression  géométrique  de  raison  sin*  o  sin-  0  • 
on  a  donc 


S(a;)  =  cos  0  / 

=*      sin  9  sin  OrfO                            r  '^ 

sin  ïrf  cos  0 

1  —  sin^  0  sin^  9             "  "  '  Jo      cos^*  9  4- sin- 9  cos- 0 

=     —  arc  tg  - 

sin  9  cos  0 
cos  0 

=  a 

Par  suite, 

K4- 

)"^,^(  3  )  =  »^ctS    2»    4- arc  (g    ^ 

1          1 

-  =  arc  tg — 

1 

6 

=  arc  tg  (tg  9)  =  'J  =  arc  tg  x. 


=  arc  tg  1  = 

4 

Solutions  exactes  par  MM.  G.  Delvoye  ;  R.  Gavignet,  à  Belfort  ;  G.  Hkle  et  Ch.  Simon,  à  .Nogent-Ie-Rotrou  ;   A.  Hctinel, 
à  Cannes  ;  Pierre  Mobelle,  lycée  de  Douai  ;  M.  Roux,  instituteur  au  Creusot. 
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ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 
Concours  de  1923. 

Mathématiques    (l''^    composilion). 
2681.  —  On  considère  les  (îourbos  C  représentant  les  variations  do  la  fonction  y  da  x  : 

w  .  I      ax 

u  — —7- .  ou  u  =  arc  sm  i  /  ; 

(a;  -1-  D-  V    a;  4-  1    ' 

T. 

u  varie  entre  0  et     —,    et  a  est  un  paramètre. 

1»  Forme  de  la  courbe  C  pour    a=  1  ;     aire  comprise  entre  Ox  et  cette  courbe. 

2°  Dans  quel  intervalle  de  variation  de  x  la  fonction  y  est-elle  déterminée  pour  chaque  valeur  du  para- 
mètre a?  Dans  quelle  région  du  plan  doit  se  trouver  le  point  {x,  y)  pour  qu'il  passe  par  ce  point  une  courbe  C  ? 

3"  Ktudior  la  forme  de  la  courbe  C  pour  a  quelconque.  Lorsque  a  est  supérieur  à  1,  létudo  sera  facilitée 
en  exprimant,  on  fonction  de  k,  le  paramèlro  a  ot  les  valeurs  correspondantes  de  x  pour  lesquelles  y  est 
maximum  ou  minimum. 

Indiquer  sur  une  noéme  figure  los  diverses  formes  des  courbes  G  et  leurs  positions  relatives. 

Nota.  —  11  n'est  domando  aucun  résultat  exigeant  l'emploi  (!•■  tables  de  logarithmes  ni  de  la  règle  à  calcul. 

{Dur et  ;■»/».) 
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Mathématiques  (2«  composition). 

2682.  —  lii  champ  de  torces  (C),  dans  un  j'Iaii  rapporli-  aux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  esl  tel  qu'un 
|ioiiit  M  (II-  masse  m,  de  coordonnées  *,  ;/,  esl  soiiniip  à  un»'  forre  F  de  composantes 

X  ^  tnk.i',  Y  =  mhy, 

h  et  h  ('-tant  dos  constantes  |iosilives  (h  >  A). 

1»  Oublies  sont  les  courbes  de  niveau  de  ce  champ  ? 
2»  Une  droite  tixc  à  an  plan,  d'équation 

Am  -h  By  =  D 
(A,  n,  l>  étant  ;jo*i<t/*5),  esl  parcourue  par  le  point  M. 

Indiquer  le  l'rcu  de  IVxtrémilé  de  la  force  F.  Diic  de  quel  c<ilé  de  ,i  se  trouve  la  force  F.  Trouxer  Icnveloppe 
(le  F.  Chercher  si  la  foret;  F  peut  être  tan^'ente  on  normale  à  a.  Montrer  que  les  points  de  A  se  correspon«lenl 
par  couples  en  rnvoliition,  de  manière  qu'aux  points  associés  le«  forces  du  clianip  soknt  éK«kmenl  inclinées 
sur  A.  Étudier  celte  involuli(jn. 

3°  Étudier  l'équilibre  du  point  M  soumis  à  la  force  F  du  champ  el  placé  sur  A,  en  supposant  qu'il  >  ait 
frottement,  de  coefficient  /  =  t^'  «p.  On  examinera  successivement  le  cas  on  N  ne  peut  [«as  quitter  A  et 
relui  ou  M  est  simplement  posé  sur  A  el  peut  s'en  écarter  dnn  certain  ctMé. 

4"  Deux  points  matériels  A  el  A',  de  môme  masse  m,  sont  assujettis  à  ylisser  sans  frottemenl  sur  les  deux 
droites  I)  et  D'  déqualions 

y  =  oetga,  y  =  —  *'  tg  a. 

sans  pctuvoir  qiiiller  ces  droites.  L'action  du  champ   (C)  s'exerce  sur  ces  points,  doiil  on   demande  les  posi- 
tions d'équilibre  en  supposant  successivement  : 

a)  que  les  points  A  et  A'  sont  réunis  par  une  li;,'C  recli!ii,'ne  de  masse  né^'li^'eahle.  de  lon^'ueur  /  ; 
6)  que  les  points  A  et   A',  dont  la  dislance   peut    maintenant  \arier,  s'attirent  mr.tnellement,  et  que  celle 
allraction  se  trailuit  jtir  deux  for.res  <!>  el   «t>',  a|)pliquecs  lune  en  A.  l'autre  en  A',  p(»rtées  par  AA',  l'intensité 
commune  de  ces  forces  élant  tine  coiislanle  donnée  À. 

(Durée  :  i  k.) 
h! pure. 

2683.  —  In  cube,  dont  l'arête  a  16  (seize)  centimèlri's  de  longueur,  a  d>u\  f-.irc-^  liori/.ontales  el  deux 
faces  de  front. 

On  considère  les  six  paraboloïdes  de  révolution  dont  chacun  a  pour  --onniiel  le  cenlie  d'une  face  du  cube 
el  passe  par  le  cercle  inscrit  dans  la  face  oppt»sée. 

On  représentera  par  ses  projections  le  solide  commun  k  ces  pnraboloïdes. 

Les  projiîctions  du  centre  du  cube  seront  maïquie^  sur  l-;  uratiil  ixe  ilo  la  feuille  à  8  (huit)  cenlimèlres  de 
part  et  d'autre  du  centre  de  cette  feuille  (en-tôte  déduit). 

.NuT.\.  —  Les  projections  hori/imtale  et  verticale  du  solide  consiiere  étant  identiques,  les  candidats  pour- 
ront se  bornera  figurer  l'une  de  ces  |trojecli/>n*. 

ihurèe  ;  4  A.) 
Calcul  numérique. 

t^ilcu'er  avec  une  tiécimale  exacte  la  somme  de  la  série 

I 

^On  calculera  les  )i  premiers  lefmes  de  celte  série  à  l'aide  des  libles  de  lo^  irithnie>».  "ii  r\i»loiiM  une 
limite  supérieure  du  reste  en  utilisant  les  iru''galilés 

{nurêe:  \  h  ) 
l'hysiqiie. 


£. 


Ot'ESTioii  in;  C()ijns.  —  Expos'>r  le  principe  de  la  théorie  du  vernior  cl  celui  de  l«  mriliu.io  d(  s  comcideuceo. 
Rapprocher  ensuite  les  d(nix  théories  et  montrer  que  la  deuxième  utilise  dnts  le  (ciu^>s  lo  mrme  phénomène 
que  la  jremière  dnnR  l'espace. 

Prtoiu.fe^R.  —  2684.  L'étude  préliminaire  d'un  ihemiomèlre  n  montré  : 
n]  (pie  la  tige  capillaire  en  est  parfailemenl  cvlindri  jiie  ; 
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b)  qu'à  la  température  de  0  degré,  une  masse  de  mercure  de  li-',3358  affleure  à  la  division  5,  tandis  qu'une 
masse  de  1^,3550  affleure  à  la  division  95  ; 

c)  que,  dans  la  glace  fondante,  la  masse  définitive  de  mercure  affleure  à  la  division  — 3,  tandis  que,  dans  la 
vapeur  d'eau  en  ébuUition  sous  une  pression  do  TSO""™  de  mercure  normal,  elle  atteint  la  division  -i-  t03  ; 

d)  qu'entre  0  et  100  degrés,  ce  thermomètre  présente  avec  le  thermomètre  normal  un  écart  dont  la  valeur 
absolue  est,  pour  la  température  t  =  40°  (évaluée  dans  l'échelle  propre  du  thermomètre),  maximum  et 
égale  âO°, 20. 

On  demande  : 

1°  quels  sont,  à  0  degré,  le  volume  vq  d'une  division  elle  volume  Vo  du  réservoir  de  ce  thermomètre  ; 

2°  quel  est  son  coefficient  thermométrique  ; 

3°  s'il  peut  exister,  en  dehors  des  deux  points  fixes,  une  ou  plusieurs  températures  pour  lesquelles  les 
indications  des  deux  thermomètres  coïncident;  et,  on  admettant  qu'il  n'y  en  ait  qu'une,  de  la  trouver; 

4°  sachant  que,  dans  un  bain  dont  le  niveau  affleure  à  la  division  5,  le  mercure  s'élève  à  la  division  55, 
quelle  est  la  température  normale  du  bain,  la  température  ambiante  étant  de  10  degrés. 

Données  numériques .  —  Densité  du  mercure  à  u°  :  13,595. 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  99"  :   733™°. 

[Durée  :  3  h.) 
Chimiç , 

Question  DE  Cours.  — L'ammoniac:  sa  préparation  dans  les  laboratoires  et  dans  l'industrie.  Principales 
propriétés;  insister  sur  l'action  de  l'oxygène  et  dire  quelles  sont  les  applications  industrielles  <iui  l'utilisent. 

Pour  les  préparations  industrielles,  on  se  bornera  à  l'indication  des  réactions  utilisées,  sans  entrer  dans 
aucune  description  d'appareils. 

Problème".' — 2685.  On  donne  un  liquide  constitué  par  une  solution  aqueuse  de  quatre  sels:  sulfate  et 
sulfite  de  potassium,  azotate  et  azotite  de  potassium. 

De  ce  liquide,  on  prend  lO"'"^  que  l'on  additionne  d'acide  chlorliydrique,  puis  de  chlorure  de  baryum  ;  on 
obtient  un  précipité  qui,  séché,  pèse  Oii,l56. 

D'autre  part,  on  prend  50*^™'  du  même  liquide  et  on  y  laisse  tomber  une  solution  chlorhydrique  de  perman- 

ganate  de  potassium  à      —      de  molécule  par  litre  jusqu'à  ce  que  le  permanganate   cesse  d'être  décoloré.  Il 

faut  en  employer  30'='"'  pour  obtenir  ce  résultat.  Le  liquide  résultant  de  l'action  du  permanganate  est  alors 
divisé  en  deux  parties  égales. 

L'une  de  ces  parties  est  additionnée  de  chlorure  de  baryum  ;  on  obtient  un  nouveau  précipité  qui,  séché, 
pèse  0^6825. 

La  seconde  moitié  est  cliauft'ée  avec  un  excès  d'un  mélange  de  sulfate  ferreux  et  d'acide  sulfurique  ;  elle 
laisse  alors  dégager  un  gaz  qui,  mesure  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression,  occupe  un 
volume  de  168^'»'. 

Indiquer  toutes  les  réactions  qu'on  observera  dans  ces  conditions  et  déduire  des  mesures  de  poids  et  de 
volume  eftectuées  la  composition  en  poids  du  mélange  salin  contenu  dans  un  litre  de  lasolution  initiale. 

Dire  à  quelles  réactions  on  pourrait  avoir  recours  pour  caractériser  les  divers  ions  acides  dans  le  liquide 
résultant  de  l'action  du  permanganate  sur  la  solution  saline  initiale;  (juelles  réactions  permettraient  de  carac- 
tériser, avant  l'addition  de  permanganate,  les  ioos  acides  sur  lesquels  ce  composé  a  réagi . 

Poids  atomiques  :         0  =  16;         S  =  32  ;         Az=14;        K  =  30  ;         Ha  =138;         Mn  =  55. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène  calculé  avec  1,105  pour  la  densité  de  ce  gaz. 

(Dwrée  :7,h.) 
■ — »<»-• ■ — 
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A'gèhre  et  analyse. 

I.  —  (0  Étudier  les  variations   do  la  fouclicm    y  =  sha;sin  .r    et  en  tracer  la  courbe  représentative  (axes 
rectangulaires). 
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2»  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  et  la  courbe,  la  branche  de  courbe  consi- 
dérée étant  limitée  à  ses  deux  premiers  points  d'intersection  avec  l'axe  des  x. 

Nota.  —  On  rappelle  que  shx  = • 

II.  —  Intégrer  l'équation   diirérentielle 

{y^  +  y")~  =  y\ll-\-y"). 
On  se  bornera  à  exprimer  r  et  y   en  fonction  d'un  paramètre. 

lil.  —  f>n  coupe  l'ellipsoïde  6(x2  +  y- —  j') -+- 10(a-y -+- i/s -+- ex)  —  1=0  par  le  plan  diamétral 
«-h  i/-(-  i  =  0.  L'unité  de  longueur  étant  le  raètn-,  calculer  la  longueur  d^s  axes  de  la  section  obtenue,  en 
appliquant  la  théorie  des  maxima  et  minima  des  fondions  de  plusieurs  variables. 

[Durée  :  4  h.) 
Géomitrie  et  mccaniqite. 

I.  —  l);ui>  un  plan  \erlii:al  e^l  >ilnée  une  droite  I»  qui  tourne  autour  d'un  de  ses  points  O  d'un  mouve- 
ment uniforme  de  vitesse  angulaire  w. 

Lri  point  pesant  M,  de  masse  m,  peut  se  iliplacer  sans  frottement  sur  cette  droite  I».  \  l'origine  des 
temps,  la  droite  est  horizontale. 

a)  Trouver  le  mouvement  relatif  du  point  M  sui-  la  droite    D. 

h)  Déterminer  les  constantes  dans  les  conditions  initiales  suivantes  :  il  l'instant  initial,  le  point  .M  est  en 
O   avec  une  vitesse  relative  nulle. 

c)  Quelles  sont  les  conditions  initiales  à  réaliser  pour  que  le  mouvement  du  point    .M  soit  périodique  ? 

d)  Que  deviendrait  le  mouvement  trouvé  en    a    si,     pour  /  =  0,     on  avait     x  =  x„  et     Vo  =  — r to.ro? 

2w 

Montrer  qu'il  tend  à  devenir  périodique. 

e)  Calculer  dans  le  cas  b),   la  réaction  de  la  drnile    D  sur  le  point   M. 

II.  —  Kn  un  point   A  est  accroché,  de  façon  tixc,  un  lil  inextensible,  infiniment  flexible  et  sins  poids. 

I, 'autre  extrémité  du  fil  est  accrochée  à  un  point  i(  par  l'intermédiaire  d'un  ressort 
A  h  sans  masse  (jui  s'allonge   pRiporlionnelleuienl  .\  la  tension  qu'il  subit,   le  coefficient  de 

\Rt\ssort         proportionnalité  de  la  tension  à  l'allongement  étant  égal  à   tnk-. 

Les  verticales  |>assant  par  les  points   A   et  H    sont  distantes  de   -JH. 

Dans  la  boucle  formée  par  le  lit  est  placée  une  poulie  circulaire,  pleine,  homogène, 
pesante,  de  masse  ui    et  de  rayon  R,    qui  peut  rouler  sans  glitser  sur  le  fil. 

A  l'instant  initial,  la  poulie  est  sout>mue  de  façon  que,  les  deux  brins  du  fil  étant 
rectilipnes  et  verticaux,  le  ressort  ne  subisse  néanmoins  aucune  tension.  On  l'abandonne 
alors  sans  vitesse  à  son  propre  poids. 

a)  Déterminer  son  mouvement. 

/()  Calculer  la  tension  de^  deux  brins  du  lil  pendant  le  mouvement. 

c)  Déterminer  A'  de  façon  que  le  déplacement  vertical  du  centre  de  gravité  de  la  poulie  ail  luie  amplitude 
totale  égale  à  2R. 

d)  On  suppose  qu'au  lieu  d'abandonner  la  poulie  à  son  propre  poids,  on  la  soulieime  constamment  de 
manière  à  la  faire  descendre  très  doucement  avec  une  vitesse  négligeable.  On  atteint  ainsi  une  position  d'équi- 
libre. De  quelle  (|uantilé  est  alors  descendu  le  centre  de  la  poulie  par  rapport  à  sa  position  initiale  ".' 

iDune  .4/1. 
/•,'/>»)•«. 

On  considère  un  axe  vertical  A.  projeté  vertii-aleiuent  suivant  l'axe  de  la  feuille,  et  horizontalement  en 
un  point  siltu''  à  lOO  millimètres  au-dessous  du  centre  de   la  feuille. 

l'n  cercle  C  de  Si)  millimètres  de  diamètre  est  dans  le  plan  de  front  à  40  millimètres  en  avant  de  l'axe  A. 
Sa  projection  verticale  est  tangente  au  grand  axe  de  la  fiMiille  (indifTéremmenl  à  droite  ou  à  gauche),  la  cote  de 
son  centre  est  égale  h  70  millimètres  (en  prenant  pour  ligne  de  terre  le  petit  aie  de  la  feuille^. 

On  diMuande  : 

1"  de  déterminer  les  contours  apparents  de  la  surface  de  révolution  S  engendrée  par  le  cercle  C  tour- 
nant autour  de  l'axe  A  ; 

20  de  déterminer  l'intersection  de  la  surface  ."^  et  d'un  cylindre  parallèle  à  la  ligne  de  lirn-  .i  .ir-onsnii 
à  une  sphère  de  80  millimètres  do  diamètre  concentrique  k  la  surface  .*<  ; 

^°  de  représenter  le  soli^le  limité  par  la  surfac»    S,    supposé  plein  et  opaque,  et   entaille  par  icryiinlre. 

[Durée  .  8  *.» 


...2R...^ 
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Admission  aux  cours  de  première  année. 


Concours  de  1922. 


2593.  —  On  considère  la  fonction 


1 

y  =  —  e 


1"  Étudier  sa  variation,  construire  la  courbe  représentative  (C). 

2°  On  prend  sur  Vaxe  des  y  un  point  P  d' ordonnée  b. 

Former  Véquation  qui  donne  les  abscisses  des  points  de  (C)  dont  les  tangentes  passent  en  P.  Discuter 
le  nombre  de  ses  solutions  d'après  la  valeur  de  b. 

3°  Calculer  l'intégrale  indéfinie  fydx. 

4°  On  considère  l'aire  limit^'e  par  la  courbe,  l'axe  des  x,  la  droite    x  =  —  I,    et  la  droite    x  =  —  \. 

Dire  si  cette  aire  a  une  limite  quand  ).  tend  vers     H-  <z;  , 

Même  question  pour  l'aire  limitée  par  la  courbe,  l'ave  des  x,  la  droite  x  =  \,  et  la  droite  x  =  -h  ii 
quand  (j  tend  soit  vers  0  soit  rers    H-  oo  . 

Calculer  les  limites  des  aire<t  précédentes  si  ces  limites  existent. 

N.-B.  e,  base  des  logarithmes  népériens,  est  égal  à  2,71828.  Les  résultats  numériques  devront  être 
calculés  avec  deux  chiffres  exacts. 

1.  La  fonclion  esl  conlinue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  excepté  pour  x  =  0,  et  elle  admet  une 
dérivée 

y  -        ji    "'  ' 

Cette  dé'ivée  a  le  signe  de  —  (2r-i-1),  et  les  variations  de  la  fonction  sont  indiquées  dans  le 
tableau  suivant  : 


—  X 

—  £ 

-+-  £ 

-+-30 

-+- 

— 

— 

0 

/ 

4 

e' 

\ 

0 

-H  00 

\ 

0 

Pour    0?  =  ±00  ,    —    est  nul  et    e  '     est  égal  à  1,  donc  y  est  nul. 

x'^ 

Pour    x  =  — s,     1/  se  présente  sons  la  forme  indéterminée     ooXO;     pour  lever  l'indétermina- 
tion, nous  posons     x  = >    u  étant  infiniment  grand  positif,  et  nous  avons 

u 

_    ±      T     _       2    -u    _    Jll 

^  ~    a,-*  —  "  «      —     ^"    ' 

et  ceci  a  pour  limite  zéro  pour    u  =  -f-  »  . 

Enfin,  pour     /■  =  -f-  e,     y  est  infiniment  grand  positif. 
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La  tangenle  à  l'origine  a  pour  pente  la  limite  de   -^ .    ou  de    —j-^'  .    pour    a  =  —  e,     et  cette 
imite  est  encore  nulle,  on  le  voit  comme  plus  haut  en  posant    x  = 


Donc  la  tangente  est  Ox. 

y 


H  nous  resle  endn  à  calculer avec  deux  cliidres 

€• 

4 

oxacls.  Nous  avons     log =  log  \  —  i  log  e, 

log  e  =  0,43i29,  2  log  e  =  0,86838 

—  i\oge  =  r,13142 
loç  ï  =  ().R020(i 


log—-  =  |.733'iS 


On  construit  alors  facilement  la  courbe. 


et   —  =  0,54. 


2.  La  tangente  au  point  (x,  y)  a  pour  équation 

2x  H-  1     ±- 
Y-y  = ^e'  (X-x); 

X* 

écrivons  que  cette  tangente  passe  par  le  point  l'(0,  b),  nous  avons 

2x  H-  1     -i- 

«     - 
ou,  en  remplaçant  y  par  e  '  , 

X* 

b  —  c  '■  . 

Telle  est  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  abscisses  des  points  de  contact  des  tangentes  issues 

du  point  P. 

3./-  -4-  «       ' 

Pour  discuter  cette  équation,  nous  consiruirons  la  courb«»    »/  = ; — '     »    el  nous  la  couperons 

x' 

par  la  droite     y  =  b. 

Cette  nouvelle  fonction  est  encore  discontinue  pour    x  =  0    si  ulenienl  ;  si  dérivée 

y  = r. «  ' 


s'annuhi  ponr  les  deux  valeurs  de  x 

3  -H  v/3 


cl  nous  avons  les' variations  suivantes 


=   -0,78.  j-,  =  -i__i±  =  -0,:!, 


•il 


/  0 


0  -'  M  \  0  \  >n 

et  l'on  a 

M  =  6(2v^-3)(!-3-^V',  m  =  -6^2^3-^3)«-3-V3. 

Pojir  calculer  M  avec  deux  cbiiïres  exacts,  on  peut  se  servir  de  la  table  de  logarilbincs  ;  on  a 
log  M  =  log  r>  +  lo(f  (2v'3  -  3)  -  (3  --  ^j)  log  e. 
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Calculons  d'abord  le  produit    (3  —  /cJ)  log  e  : 

3  _  v/j  =  3  -  1,7320. . .  =  1,268,  log  (3  -  ,l~\)  =  0,10312, 

log  «  =  0,434i9,  log  log  «  =  r,63778, 

log  [(3  —  v/3)  log  e]  =  log  (3  -  v/j)  +  log  log  e  =  r,74090, 

(3  — v/5)  loge  =  0,55067. 

Iog(2sr3  — 3)  =  logO,46i  =  r,66652. 

Nous  avons  alors  à  faire  l'addition 


et 

D'autre  part. 


y 


O" 


log  6  =  0,77815 

log  {ï\/  ;  —  3)  =  1,66632    ce  qui  donne,  à  —  près 
_  100  ^      ' 

—  (3  -  ^/3)  log  e  =  1 ,44933  M  =  0,78. 

log  M  =  1,89400 
Un  calcul  analogue  donne    m  =  —  0,34. 
Nous  pouvons  alors  construire   la    courbe   repré- 
sentant les  variations  de  la  fonction 

3x-i-l      -L 

y  =  — ::^i —  «  '  • 


En  coupant  cette    courbe   par    la  droite    y  —  b, 
nous  sommes  conduits  aux   conclusions  suivantes  : 
—  00  <;  6  <  m,     pas  de  racines, 

m  •<  6  «<  0,     deux  racines  négatives, 
0  <  é  <  M,    deux  racines  négatives  et  une  positive, 
M  <C  6,  une  racine  positive. 

On  peut  remarquer  que  r,  et  t^  sont  les  abscisses  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  construite 
dans  la  première  partie,  et  que  M,  m  sont  les  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  l'axe  des  y  avec  les 
tangentes  d'inflexion. 

3.  On  a 

1  ydr  =  {  e~  — ^  rfx  =  —  I  e  -"  d =  —  e  '  . 

4.  L'aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x,  les  droites    x  =  —  1,     r  =  —  a,     (X  >  1)     est  égale  à 


x; 


ydx  =: 


I 


Quand  A  tend  vers   -h»,   e    "  a  pour  limite  i,  et  l'aire  considérée  a  pour  limite  1 •.   ou  0,6i. 

L'aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  droites    r  =1,   x  =  -h  ix,   a  pour  valeur,  si    (i  >  1, 

t 
ydx  =  —  e^  -\-e. 


f: 


Pour     [ji  =  -h3o,     ceci  a  pour  limite     e  —  1,     ou  1,71 
Si    0  <  (Ji  <  I,     l'aire  est  égale  à 


ydx  =  —  «  H-  e  '^  , 
et  celte  quantité  croit  indéfiniment  quand  {j.  tend  vers  zéro. 


£ 


Pierre  MORELLE,  lycée  de  Douai. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Raymond  Babas,  école  «L'art»  et  métiers  de  Paris;  L.  CouFFiGjiAL  ;  G.  H^lb  et  Ch.  Siiio.'», 
à  NogeTrt-Je-Rotrou  ;  A.  Hctinei.,  à  Cannes;  F.  Maisonnkt.  à  Chami>ert  (Corrèze)  :  Paul  Pkoai.,  à  Forcalquier  ;  Kaymond 
Tassei,,  !yc<;e  Loiiis-le  (irawd  ;  M.   Koux,  insUtutetir  an  Creasot. 
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x(l  -+- x) 
2594.  —  On  considère  la  fonction     y  = • 

(1  -  xy 

1"  IJtablir  son  développement  en  série  entière.  Dans  le  résultat,  on  mettra  sous  forme  aussi  simple  que 
possible  le  coefficient  de  x". 

Dire  pour  quelles  valeurs  de  a  le  développement  est  valable. 

2"  Construire  la  courbe  représentant  les  variations  de   y. 

3°  Déterminer  les  abscisses  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  avec  deu.i  décimales  exactes. 

1.   Pour  développer  la  fonction   donnée   en    série   entière,    nous    la    décomposons  en  éléments 
simples.  Pour  cela,  nous  posons     1  — x  =  A,     s  =  i  —  h,     et  nous  avons 

_    (l_A).2  — /<)  _   2 -3/»  H-/»'    _    i L^J- 

^  ~  1?  ~  h'  "h'         h^-         h  ' 

ou,  en  revenant  à  la  variable  x, 

-      -  3  ^ 

'^  ~  (i  —  xy  ~  ,  1  —  x)-  "^  1  —  ./•  ■ 

Pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  on  a  le  développement  en  série  entière 

1 

=  1-hx  H-  X-  -h./^  H-...  -»-x"  -hX"--'  -H  X"  •''H-.  .. 

1  —  X 

Dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à    / ,   nous  obtenons 
i 


(1  -  xy- 

et,  en  dérivant  encore  une  fois. 


=  i  -h  2x4-  .3x- 


(„^  l)j''-+-  (»i-+-2)x'»^'  H-... 


(1-x) 
En  formant  la  combinaison 


-  =  2-h  Ox-^...  -t-(/i-l-2)(n-+-l)x"-|".. 
2  3  I 


1  —  X 


»       on  voit  que  le  coefficient  de  ./" 


(1-x)^         (1  -.x/ 
est     (n-f-2)(»-+-I)— 3(nH- l)4-i,     ou  n». 

Par  suite,  on  a 

y  =  X  -+-  4x*  -+■  9./^  -+-...-♦-  n*x"  -f-... 

et  ce  développement  est  valable  pour      |  x  |  <  1. 

2.   La  ronclion  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour    .r  =  1  ;     la  dérivée  est 

x'  H-  ix  4-  1 

elle  change  de  signe  pour  les  valeurs  de  x,    —  2  ±  /3. 

La  variation  de  la  fonction  est  donnée  par  le  tableau  suivant  : 


X 

—  X 

-2-v/J 

-1 

—  2-+-v'^ 

0 

l 

-+-00 

'7' 

-+- 

— 

— 

-f- 

-f- 

-h" 

y 

0       / 

18 

n     \^ 

0 

/ 

-+-  QO 

—  00 

/ 

l» 

et  la  courbe  correspondante  se  construit  sans  dilllculté. 

3.  On  Irouvo 

.,-2  -f-  7x  -H  i 

"  =    (■-»/    •■ 

les  abscisses  des  points  d'inllexion,  racines  du  trinôme    x*  h-  7x-»-  4,     sont  égales  à — '■ — 
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—  1 

Calculons  J'à,i  à      près,  nous  trouvons  3,74  par  dél'aut. 

\  —  7  =  f)  7i 

Lès    abscisses    des    points    d'inflexion    sont    donc    a      près      ^ — ,    c'csl-ii-dire 

-i),:n     et     —0,63. 

C.  DELVOVE. 

Bonnes  solulions  par  MM.  lî.  Bar*s,  école  nationale  d'arts  et  métiers  de  Paris  ;  L  Couffignal  :  G.  Hèlk  et  Ch.  Simox, 
à  Nogent-le-Rotrou  :A.  Hutinel,  à  Cannes  ;  F.  iMaisonnkt.  à  Cliambert  Corrèze^  ;  Pierre  Morei.le,  lycée  de  Douai  ;  M.  Rioult, 
à  Fougères  ;  M.  Roux,  instituteur  au  Creusot  ;  J.  Rov,  à  Celles  ;  Marcel  Winants,  à  Liège  ;  Raymond  Tasskl,  lycée  Louis- 
le-Grand. 


2595.  —  l-llanl  donnés,  en  axes  reclangulnires,  le  cône  d'équalion 

X'  H-  /y*  —  y:  =  0, 
et  le  cijtindre  x^  -t-  y^  —  ax  ^  0, 

on  demande  : 

{"  de  montrer  (/ue  leur  inlerseclion  se  compose  d'une  droite  et  d'une  cubique  gauch  •; 

2'  de  former  l'équation  générale  de  toutes  les  quadriques  passant  par  l  i  euh  que  gauche  ci-dessus 
définie  ; 

3°  d-'.  triiuver  le  lieu  des  centres  de  ces  surfaces.  Ce  lieu  est  une  surface  du  iroisicnie  ordre  dont  on 
déterminera  toutes  les  droites  réelles.  On  montrera  de  plus  qu'elle  admet  une  famille  de  génératrices  circu- 
laires et  on  déterminera  le  lieu  d-'s  centres  de  ces  cercles. 

4"  Parmi  foules  les  quadriques  à  coefficients  réels  ci-dessus  définies,  il  existe  u)te  famille  de  parnho- 
loides    Détermii.e  •  le  lieu  de  leurs  sommets. 

Ce  lien  agant  été  trouvé  analytiquement,  montrer  qu'on  pouvait  l'obtenir  par  des  considérations 
géométriques. 

1"  L''s  deux  quadriques 

x^  -h  y^  —  ty:  =  0,  X-  -h  y-  —  ax  —  0 

ont  déjà  en  commun  l'axe  des  :.  Le  resle  de  l'intersection  est  une  ligne  du   troisième  ordre.  Pour 
montrer  ([ue  c'est  une  cubique  gauche,  nous  coupons  par  tin  plan  qui  passe  par  0:, 

y  —  mx  =  0  ; 
la  seconde  équation  nous  donne 


i  -t-  m- 


nous  avons  ensuite 


l;i  première  équation  nous  donne  alois 


1  H-  vt- 
x(1  -h  m-)  =  viz, 


a 
puis,  :  =  —  • 

Les  équations  paramétriques  de  l'autre  partie  de  l'intersection  sont  donc 

a  am  a 

'  .  1  H-  m'-  -^         i  -h  vi-  m 

Ce  sont  bien  les  équations  d'une  cubique  gauche. 

2o  Les  quadriques  qui  passent  par  la  cubique  forment  un  réseau  linéaire.   Nous  avons   déjà  deux 
quadriques  qui  passent  par  celte  cubique  ;  il  nous  sulTit  d'en  former  une  troisième  qui  ne  contienne  pas 


ii6 
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l'axe  des  ::.  Pour  cela,  il  faut  éliminer  la  solution    x  =  0,     y  =  0,     entre  les  deux  équations  données, 
que  nous  écrirons  sous  la  forme 

A./  -t-  Bi/  =  0.  A'x  -h  B'i/  =  0  ; 

il  n'y  a  qu'à  annuler  le  déterminant     AB  —  BA  .     Cela  nous  donne  la  troisième  quadrique 
\  xy  -  (j  -  a](>i  -  :)  =  0, 

(2)  ^  TZ  -^  ay  —  az  =  0. 
Le  réseau  a  donc  pour  équation 

(3)  ./;-+-0i/ —  as -{-/(x"-!- J/*—  t/z)-H  {x(.ï- -4- J/'—  fl.r)  =  0. 
.J"  Les  équations  du  centre  sont 

z  H-  2/j:  H-  !i(i.r  —  a)  =  0, 
a  -+■  X(2.,/  -s)  -h  2}i>/  =  0, 
x  —  a  —  /y  =  0. 
En  éliminant  )  et  ix  entre  ces  trois  é(|uations.  nous  avons  l'équation  du  lieu  sous  forme  de  déter- 
minant : 

z  ix  2./-  —  <i 


'V- 


2!/ 
0 


=  0 


./  -  a  -  y 

Celte  équation,  développée  et  simplifiée,  s'écrit 
CO  2s(x»4-  yî)  —  :\axz  —  a^y  -  :1  =  0; 

elle  représente  une  sujface  du  troisième  degré  dont  le  c<>ne  directeur  se  décompose  en  trois  plans, 

z  =  0,  y  —  ix  =  0,  y  -f-  >x  =  0. 

Les  droites  réelles,  s'il  y  en  a,  sont  parallèles  au  plan     z  =  0,     ou  à  l'axe  des  ;. 
Clicrclions  les  preniiires;  pour  cela  coupons  par  le  plan     :  =  /*,     et  déterminons   h    df  uu;<-ii  ^we 
la  coni([uc  de  section  se  décninpost!  en  deux  droites;  celte  conicjuo  est  le  cercle 

'ili(x-  ■+-  y-)  —  lidh.i  -  a*y  h-  n-k  =  0  ; 
il  no  se  décompose  en  dcuix  droites  que  pour     li  =  0,     cl   nous  avons  alors     y  =  0     et  la  droite  do 
l'infini. 

Nous  avons  donc  d'abord  les  deux  droites        :  =  0,        y  =  0        et        z  =  0,        <  =  0. 
Pour  avoir  1rs  droites  parallt"les  à  0;,  il  sullil  de  couper  la  surface  par  la  droite     x  =  a.     y  =  J, 
vl  dCcrire  fjue  l'icpialion  ainsi  obtenue  en  :  tsl  identiquement  nulle.  Cola  donne 

2(a»-H  >■-)  — 3fliH-rt- =  0 
«îl  a-'i  =  (I; 

nous  obtenons  de  suite 

p  =  0,  et  ;fa'^  — :{^/aH-«' =  0; 

la  deuxième  équation  nous  fournil  deux  valeurs  pour  a  :     11  =  11,     a  =  — 

Il  y  a  deux  droites  de  cette  espèce  :  les  droites  x  =  a,        y  —  0,        «l         t  =  — -.       y  =  0. 

La  surface  cubique  admot  évidemment  le  plan     :  =  0     pour  plan  cycli<jue  ;  elle  contient  la  fumiTc 
de  cercles 

2A(.i*  -+-  y»)  —  3ahx  -  ahj  -^-  o»/i  =  0,  z  =  h. 

Le  centre  de  l  un  de  ces  cercle*»  est  donne  par  les  deux  é(|ualions 

i/j.r  —  :\ah  -  0,  'i/jy  —  «»  =  0,  ' 

auxquelles  il  faut  jonidre     z  =  h.  • 

Le  lieu  est  donc  l'Iiyperbolc  commune  au  plan 
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et  au  cylindre  hyperbolique 

■  Ayz  =  a-, 
4°  Si  nous  revenons  à  l'équation  (3),  nous  voyons  de  suite  que  la  quadrique  du  réseau  ne  peut  être 
un  paraboloïde  que  pour     jjl  =  —  X  ;     cela  nous  donne  une  famille  de  paraboloïdes  : 

xz  -i-ay  —  az  4-  X(a.r  —  i/^)  =  0. 
La  direction  asymptotique  double  de  l'un  d'eux  est  donnée  par 

2=0,  X  —  Xy  =  0  ; 

elle  a  pour  paramètres 

le  plan  perpendiculaire  est 

et  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan, 


A,     1,    0; 

Xa-  H-  y  =  0, 


À        1 


/•==0; 


les  équations  de  l'axe  sont 


a/. 

—  =  a  —  Iz,  X  —  a  —  X,y  =  0. 


X  ^  (X 

La  première  donne     :  =  0  ;     la  seconde,     X  =  ;     et,  en  portant  ces  deux  valeurs  dans  la 

première  équation,  nous  trouvons 

x^  -\-y^  —  oa?  =  0. 
Le  lieu  des  sommets  est  donc,  dans  le  plan  des  xy,  le  cercle^ 

X-  H-  î/''—  aor  =  0. 

Solution  géométrique  de  la  deuxième  partie.  — La  cubique  gauche  qui  fait  partie  de  l'intersection 
des  deux  surfaces  données  admet  deux  asymptotes  isotropes  parallèles  au  plan  des  xy  et  une  réelle  et 
parallèle  à  Os.  Les  paraboloïdes,  qui  contiennent  tous  cette  cubique,  passent  donc  en  trois  points  à" 
l'infini  :  les  points  l  et  J  du  plan  des  xy,  et  le  point  à  l'infini  sur  0-.  Ce  sont  donc  des  paraboloïdes 
équilatères  qui  ont  pour  plans 'directeurs  le  plan  s  =  0  et  un  plan  passant  par  0:.  Les  génératrices 
qui  passent  au  sommet  sont  perpendiculaires  aux  deux  plans  directeurs.  Le  contour  apparent  sur  le 
plan  des  xy  se  décompose  en  deux  points  :  un  à  l'infini  et  un  au  pied  de  la  génératrice  du  sommet  sur 
le  plan  des  xy.  La  projection  de  la  cubique  sur  le  plan  des  xy,  devant  être  tangente  au  contour 
apparent,  passe  donc  par  la  projection  du  sommet  sur  le  plan  z  =  0.  Ce  point  est  d'ailleurs  le 
sommet  lui-même.  Ceci  montre  bien  que  le  lieu  des  sommets  est  le  cercle  signalé. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Mussei.  ;  G.  Hèle    et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou  ;  P.  Morklle,  lycée  de  Douai  ;  M.  Vasseoh, 
professeur  au  lycée  de  Tourcoing. 

Assez  bonnes  solutions:  MM.  Marcel  Winants,  à  Liège;  A.  Hutinei,,  à  Cannes. 


L  —  2596.  Un  projectile  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut,  en  un  point  de  la  sur/ace  de  la  terre, 
supposée  sphérique,  avec  une  vitesse  égale  à  1  kilomètre  par  seconde. 

H  est  soumis  uniquement  à  l'attraction  newtonienae,  due  à  la  présence  de  la  terre. 

On  admettra  que  l'attraction  exercée  par  la  terre  sur  le  proj^xtile  est  égali  à  celle  d'un  point  matériel 
de  même  masse  quelle,  placé  en  son  centre. 
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Le  rayon  de  la  terre  étant  supposé  égal  à  6300  kilomèlres,  et  Paccélération  de  la  pesanteur  à  9", 81 
par  seconde^  on  demande  : 

l*  D'étudier  le  mouvement  du  projeclVe  {sans  calculer  numériquement  le  temps  nécessaire  pour 
atteindre  sa  position  la  plus  éloignée  du  centre  de  la  terre)  ; 

2°  De  détei  miner  avec  quelle  vitesse  il  devrait  iHre  lancé  pour  s'éloigner  indéfiniment. 

Soit  :  la  distance  du  projectile    M    à  la  surface  de  la  terre;  la  force  qui  le  sollicite  est  dirigée  vers 

A' 
le  bas  et  a  pour  valeur      -— >        A*  étant  une  constante  et  H  désignant  le  ravon  de  la  sphère. 

'  C  +  Uj'  °  '  ' 

Or,  pour     :  =  G,     cotte  force  est  égale  à  mg  ;  on   a   donc      —  =  mg,     ou     A*  =  mgW-  ;   par  suilc, 

l'intensité  de  la  force  prend  la  forme      — ^—rr:  '         et  l'équation  du  mouvement  est 
d'z  mq\{-  d'Z  oR- 

7/1  — : —    = : '■ — : — -  »  OU  — 


dl-  (:-+-!{/'  dl*  (:-^»/ 

d: 


Mulliplions  les  deux  membres  par    2  — —  »    nous  avons 

^    dz_  £z_  _  29  K' 


dt     dt-  (:-f-Kj'       dl 

et,  en  intégrant, 

dz  \^       2.7U- 


(f)--^.-.       <— ^^"> 


et  enfin 


^^        ^ ,  /   2711»         . 


On  peut  discuter  celte  équation  sans  intégrer. 

Le  point  étant  lancé  vers  le  haut  avec  la  vitesse  initiale  r...  :  commence  par  croilre,  et   il   faut 

prendre  le  signe  -+-  devant  le  radical. 

i"  Supposons  dabord     k  >  0,     ou     riî  —  27II  ^  0. 

2oU* 
Lors<iue   :    croît,  la  (juanlité  sous  le    raiiiial.     /"(:)=  —^ — —4-  A,     décroit  en  resiaol  liujours 

positive,  et  quaml  :    augmente  indéfiniment  /*(:)  a  pour  limite  h.   Par  suite,    le  point  s'éloigne  indé- 
(iniment  vers  le  haut,  avec  une  vitesse  qui  tend  vers  v^* 
i"  Supposons     A  <  0.     ou     w,i  —  2<;R  <  0. 

Dans  co  cas,    f{z)    s'annule  pour  la  valeur     (j  =  ■— - — 1— ^  ;        désignons  par   A    le  point  qui   a 

pour  cote  a.   Quand  :  croit  de  0  à  a,  la  vitesse  décroît  do  r„  ù  0,    le  point  M    monte  jusqu'au  point 
A.  La  vitesse  étant  nulle  on  ce  point,  le  mobile  descend  et  atteint  le  sol  avec  la  vitesse  —  u,. 

Application  numériijui'.  —  Protions  le  molio  pour  unité  do   loD.:,'uour  ot   la  seconde  pour   unité  de 
temps;  nous  avons 

27l\  =  2  X  9,81  X  («3  X  lO',  vl  =  K)  . 

On     voit    immédiateuK'iil    «|iii>     v-  —  "igW     ost  oÔL'alif:    par  suito,   le    point    M    atteint   la   hautiur 
maximum 

•    _  H>V. iV'i  X  10"  X  <<> t'iMO"    ^  r,.jg4. 

"  -  'jg]{  _    v-~  ix  9,81    <  HH  X  K'   —  iO   "  liiUUG       '^  ' 
puis  il  retombe  sur  le  sol. 
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Pour  qu'il  s'éloigne  indéfiniment,  il  faut  que  la  vitesse  initiale  soit  au  moins  égale  à    ^^g^.  Or 

Donc  la  vitesse  initiale  doit  être  au  moins  égale  à  11117  mètres  par  seconde. 

G.  LACH.à  Douai. 
Bonnes  solutions  par  MM.  C.  Delvoyb  ;  G.  Hèle  et  Ch.  Semon,  à  Nogent-le-Rotrou  ;  G.  Hbbmelun;  A.  Hdtinbl,  à  Cannes. 


2597.  —  Un  point  de  masse  m  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  et  à  celle  d'une  autre  force 
horizontale. 

L'intensité  de  cette  dernière  force  est  à  chaque  instant  proportionnelle  à  la  dislance  du  point  à  un 
axe  vertical  fixe  ;  elle  est  contenue  dans  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  le  point  cousidéré.  Enfin,  elle 
peut  être  soit  attractive,  soit  répulsive. 

1"  Montrer  que  le  champ  de  forces  dans  lequel  est  placé  le  point  dérive  d'une  fonction  de  forces. 

2"   Trouver  les  surfaces  de  niveau  et  les  lignes  de  force  du  champ  de  forces. 

3"  Le  point  pesant  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  sphère  de  rayon  donné  dont  le  centre  est  situé 
sur  Vaxe  fixe,  sans  pouvoir  quitter  la  surface  d'aucun  côté,  étudier  les  positions  d'équilibre  correspondantes. 

1"  Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  vertical  donné,  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et,  pour 
axes  des  x,  et  des  y,  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  et  perpendiculaires  à  0-.  Les  trois  com- 
posantes de  la  résultante  des  forces  appliquées  en  un  point  M  de  masse  m  sont  mkx,  mky  et  —  mg, 
k  étant  une  constante  positive  ou  négative  suivant  que  la  force  est  répulsive  ou  atlractive.  Le  travail 
élémentaire  est 

d^  =  mk[xdx  -\-  ydy)  —  mgz  ; 
c'est  une  diflérenlielle  totale,  qui  s'intègre  à  vue,  et  il  y  a  une  fonction  de  forces  : 

mkfx"-  -+-  y^) 

U  =  ^^ — ; — mgz. 

^  •' 

2«  Les  surfaces  de  niveau  sont 

A(x2  -^y^)-.<2gz  =  C; 
ce  sont  des  paraboloïdes  de  révolution  autour  de  Oz,  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut  ou  vers 
le  bas,  suivant  que  k  est  positif  ou  négatif.  Tous  ces  paraboloïdes  sont  égaux. 

Il  est  évident,  a  prioriy  que  le  champ  de  forces  peut  glisser  parallèlement  à  Oz  ou  tourner  autour 
de  Oz  sans  être  altéré. 

Pour  avoir  les  lignes  de  force,  il  suffit  do  trouver  une  de  celles  ((ui  sont  dans  le  plan  des  zx,  de 
lui  faire  subir  une  translation  quelconque  parallèle  à  Oz,  et' de  faire  tourner  l'ensemble  autour  de  Oz. 

L'une  des  lignes  de  force  que  nous  cherchons  est  donnée  par 

dx  dz  dx  k 

X  kz 

en  intégrant,  L  -^  = —  i 

^  9 

_  lii- 

X  =  Ce    y  =  Ce-"', 

fi 
en  posant    h  =  —  • 

9 
L'une  de  ces  lignes  de  force  est  donc  la  courbe  exponentielle 

X  =  e~'*', 
qui  est  asymptote  à  Oz,  vers  le  haut,  si  A  ou  ^  est  positif,  et,  vers  le  bas,  si  k  est  négatif. 
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3°  Nous  pouvons  supposer  que  le  cenlre  de  la  sphère  est  au  point  0. 
Soit  X»  -1-  y^-  -h  z'»  _  a»  =  u 

l'équalion  de  celle  sphère.  L'équaliou  des  forces  vives  est 

OU  y»  =  k{x'  -+-  y-}  —  tgz  -h  u  ; 

comme    x^  +  rf  =  H^  —  :»,     elle  s'écrit     v-  =  —  /.:»  —  27:  -t-  }i  -f-  kR-.     La  dérivée  -7^  est  égale  à 


-nz-^g; 


elle  est  nulle  pour    :  = y-. 


Il  y  a  donc  équilibre  en  tous  les  points  du  parallèle     z  =  —  -y--    Ce  parallèle  nexiste  que  si 
<;  H  ;     il  est  vers  lo  bas  si  k  est  positif,  et  vers  le  haut  si  /.  est  négalif. 


Si  /••  est  positif,  le  trinôme  passe  par  un  maximum  et  l'équilibre  est  stable  ;  si  k  est  négatif,  l'équi- 
libre est  instable. 

Il  y  a  encore  équilibre  au  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  sphère.  Ce  sont  encore  des  posi- 
tions pour  lesquelles  u-  est  maximum  ou  minimum  ;  mats  elles  ne  peuvent  tHre  fournies  par  la  dérivée 
de  y'  par  rapport  à  :,  parce  qu'elles  coirespondenl  à  une  limilation  du  champ  de  variation  de  :  im  >osée 
par  les  liaisons. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A    IIuti.nci.,  à  Cannes;  G.  Hélb  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou. 
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ÉCOLE  NATIONALl-:  DES  FONTS  ET  CIIAUSSÊKS 


AdiiiiNsloii  iinx  roiirs  do  pi-tMiiièrc  aiinéo. 


Concours  de  1923. 


Aly>brc  el  analyse. 
.  —  2686.  (Ml  considère  l'équation 

tj,'  X  =  «. 

1"  Moniror  (lu'elle  a   une  racino   .'„  comprise  entre      nr.  — -^    et   nr -+-  —      (n   tli'sijinant  tm   nombre 

entier  positiO. 

2°  On  considère  la  série  dont  le  terme  général  est    u„=  x*. 
Étudier  sa  convergence  suivant  les  valeurs  de  a. 


SUJETS  DE  CONCOURS  551 


3°  Trouver  deux  nombres  p  et  5  tels  que  l'expression 

V  2  "         n  ny 

ait  une  limite  finie  quand  n  augmente  indéfiniment 

II.  —  2687.  10  Trouver  analytiquement  les  courbes  planes  telles  que  le  segment  MH  intercepté  sur  une 
tangente  quelconque  par  le  point  de  contact  M  et  la  projection  H  d'un  point  fixe  0  ait 
une  longueur  donnée  a.  (On  calculera  les  coordonnées  rectangulaires  de  M  en  fonction 
de  l'angle  a  de  la  normale  avec  Ox.) 

2»  Par  quelle  opération  géométrique  ces  courbes  se  déduisent-elles  d'une  d'entre  elles? 
Indiquer  une  façon  d'engendrer  une  de  ces  courbes. 

3"  Équation  des  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  courbes  trouvée. 

[Durée  :  Zh.) 
Géométrie  analytique. 

2688.  —  Étant  donnée,  en  axes  rectangulaires,  l'équation 

i"  on  demande  d'indiquer  la  forme  générale  de  la  courbe  et  d'en  donner  une  génération  géométrique 
simple  ainsi  que  ses  propriétés  :  points  remarquables  et  tangentes  en  ces  points,  points  à  l'infini,  etc. 

(Il  est  inutile  d'entrer  dans  le  détail  de  la  construction  de  la  courbe.  Il  sera  tenu  grand  compte  des 
remarques  géométriques  que  suggérera  le  développement  de  cette  première  partie). 

2"  Soient  Mi  et  M2  deux  points  de  la  courbe  vus  de  l'origine  sous  un  angle  droit  et  MiTi,  M2T2  les  tan- 
gentes en  ces  points.  Lieu  des  points  d'intersection  de  MiTi  et  de  M2T2  lorsque  Mi  et  M2  décrivent  la  courbe. 

3°  Montrer  qu'un  cercle  quelconque  coupe  la  courbe  en  quatre  points.  Chercher  le  lieu  des  centres  des 
cercles  tels  que  ces  points  soient  les  quatre  sommets  d'un  rectangle.  Distinguer,  s'il  y  a  lieu,  les  parties 
correspondant  à  des  cercles  réels  et,  pour  ceux-ci,  à  des  rectangles  réels. 

40  Enveloppe  des  cercles  définis  dans  le  troisième  paragraphe  (cercles  coupant  la  courbe  aux  quatre  som- 
mets d'un  rectangle). 

{Durée  :  3  h.) 
Mécanique. 

I.  —  2689.  On  considère  une  parabole  de  paramètre  p,  située  dans  un  plan  vertical  ;  son  axo  est  vertical, 
et  sa  concavité  dirigée  vers  le  bas. 

Un  point  matériel  pesant  se  meut  sans  frottement  sur  cette  parabole,  sans  pouvoir 
pénétrer  dans  la  région  concave. 

On  le  lance  vers  le  haut,  à  partir  du  point  Mo  situé  sur  la  parabole,  avec  une  vitesse 
vo  tangente  à  la  courbe. 

10  Indiquer  si  le  point  peut  quitter  la  courbe,  et  déterminer  à  quel  moment  cela  se 
produit.  Étudier  son  mouvement  dans  ce  cas  particulier. 
2°  On  suppose  que  l'on  abandonne  sans  vitesse  initiale  dans  le  vide  un  point  matériel  pesant,  situé  dans 
le  plan  horizontal  passant  par  le  sommet  de  la  parabole  ;  soit  u,    la  vitesse  qu'aurait  ce  point  au  moment  où 
il  rencontrerait  le  plan  horizontal  passant  par  Mo. 

Étudier  le  mouvement  du  point  mobile  sur  la  parabole,  dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait    1*0  =  l'i. 

II.  —  2690.  Un  barrage,  destiné  à  créer  une  retenue  d'eau,  est  constitué  par  un  panneau  rectangulaire 
incliné,  projeté  suivant  AH,  et  maintenu  par  une  jambe  de  force  CD.  Celte  jambe 
de  force  est  astreinte  à  demeurer  dans  le  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  du 
panneau,  et  passant  par  son  milieu.  Ce  plan  est  celui  de  la  figure. 

Le  panneau  s'articule  sur  le  sol  en  A,  et  la  jambe  de  force  sur  le  panneau,  en 
C.  Ces  deux  articulations  sont  sans  aucun  frottement. 

L'extrémité   D   de  la  jambe  de  force,  située  au  même  niveau  que  l'articula- 
tion A,  est  susceptible  de  glisser  avec  frottement  sur  le  sol  horizontal  Al). 
Panneau  et  jambe   de  force    sont  supposés    de    poids    négligeable,   et   rigoureusement    indéformables. 
On  a  :  AC  =  2">,00  ;  HC  =  l^.OO.  Coefficient  de  frottement  de  CD  sur  le  sol  :  0,65.  .Soit  a   l'angle  de  AB 
et  de  AD  :    azrSO». 

L'eau  aflleurant,  à  gauche,  au  sommet  B  du  panneau,  on  demande  : 

1"  entre  quelles  limites  doit  ôtre  comprise  la  longueur  de  la  jambe  de  force  pour  que  l'équilibre  soit 
possible  ; 
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2°  le  panneau  AU  étant  supposé  avoir  1»,00  de  larjîeur,  quelles  sont,  en  kilogrammes,  les  valeurs  des 
elTorls  qui  s'exercent  dans  les  articulations,  et  quelle  est  la  réaction  du  sol  en  D.  dans  le  cas  particulier  où 
l'angle  r-  de  CD  avec  le  sol  est  égal  à  8i)«. 

.Nota.  —  La  pression  exercée  par  l'eau  sur  un  élément  infiniment  petit  du  panneau  AM  projeté  suivant 
ab  est  une  force  perpendiculaire  au  plan  AU,  appliquée  au  centre  de  l'élément  ab.  et  mesurée  par  le  poids 
d'un  prisme  droit  de  liquide  adniellant  pour  base  ab,  et  ayant  une  hauteur  égale  à  la  dislance  du  centre  de 
ab  îi  la  surface  libre. 

Données  avril u,.. -r. ,  _      cos  40*  =  O.ICii,         ^in  40»  =  U.<il28,         co*  80o  =  0,1730,        sin  80*  =:  0,9848. 

(Durée  :  3  h.] 
Calcul  monériqve. 

Dans  un  triangle  rectiligne  AMC,  on  donne  deux  c«'>tés,  b  et  c,  et  l'angle  A,  soit  : 

fc=-2689-,4;  r  =  1-229»,  1  ;  A  =  13iBr,7350. 

On  demande  de  calculer,  au  moyen  des  formules  indiquées  ci-dessous  : 
1»  les  angles  15  et  C  du  triangle;  on  les  exprimera  en  grades; 

2»  le  troisième  côté,  a.  et  le  rayon,  r,  du  cercle  inscrit  ;  on  exprimera  ces  deux  longueurs  en  mètres,  et 
on  négligera  le  deuxième  chilfre  décimal. 

-N.  B.  —  L'usage  des  tables  de  logarithmes  est  obligatoire. 

11  ne  sera  tenu  aucun  compte  d'un  résultat,  inéine  exact,  qui  ne  serait  pas  accompagné  du  détail  complet 
des  calculs  qui  ont  servi  à  l'obtenir. 


Formules  à  employer  : 
'|{-I-C 


a  = 


(6-j-  r)  sin  — 

/  »<  —  c  \ 


avec 


^.  _      /  (p  —  a){p-b)ip  —  cf  . 

2p  =  a  +  b  •^-  r. 
Epure. 


P 


[Durée  :  i  h.) 


2691.  —  La  ligne  de  terre  «y  coïncide  avec  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Deux  circonférences   Ci    et   C.,  respectivement  de  120  et  100  millimètres  de  diamètre,  ont  leurs  centres  à 
100  millimètres  au-dessous  de  la  ligne  de  terre. 

Le  centre  de  C|  est  à  itO  millimètres  îi  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille  et  la 
circonférence  Cj  passe  par  le  centre  de  Ci. 

Ce  sont  deux  circonférences  du  plan  horizontal  de  projection,  et  elles.  s»)ntles 
bases  de  deux  cônes  dont  les  sommets  S|  et  S,  se  projettent,  sur  le  plan  horizontal, 
respectivement  à  25  et  :v.\  millimètres  au-dessous  de  la  ligne  des  centres,  sur  l'arc  de 
chacune  des  circonférences  Ci  et  C^  intérieur  à  l'autre. 

La  cote  de  Si  est  égale  à  100  millimètres,  celle  de    S;  à   MO  millimètres;  ces 
cotes  sont  portées  au-dessus  du  plan  horizontal. 
On  demande  de  représenter  la  partie  du  cône    SiCi   comprise  entre  son  sommet  et  le  plan  horizontal  de 
projection,  enlaillée  par  le  cône  Sj''i. 

On  prolongera  à  l'encre  rouge,  au  delà  de  leurs  parties  ulih's.  les  branches  infinies  de  l'intersection. 

Durét  :3  k.) 


X 

■fC\ 

yk 

M, 

IMPlUUBaiB    CUMTK-JACQUKT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPECIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LES    MOUVEMENTS   DANS  LESQUELS  L'ACCÉLÉRATION    EST    PROPORTIONISELLE 

A  UNE  PUISSANCE  DE  LA  VITESSE 

par  M.  R.  Dontot,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nimes. 


Soient  Oxyz   trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

Un  point  mobile  M,  de  coordonnées  x,  y,  z,  fonctions  du  temps,  se  déplace  sur  une  trajectoire  (C) 

de  manière  que  l'accélération  y  soit  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse  ;  a  et  n  désignant 

deux  constantes, 

Y  =  av". 

Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  du  point  M.   Désignons  par  s  l'abscisse  curviligne  de  M, 

comptée  à  partir  d'une  origine  quelconque  A  ;  par  o  l'angle  de  la  tangente  MT  à  la  trajectoire  avec 

l'accélération  My.    Projetons  sur  la  tangente  et  sur  la    normale  principale  l'accélération    y  =  av"  ; 

nous  obtenons  évidemment  les  équations 

dv  .  u^ 

av"  cos  v  =  — r— '  «""  sm  o  = , 

^         dt  '  K 

R  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

Ces  deux  équations  servent  à  définir  le  mouvement.  Nous  les  écrirons 

dv 

(1)  au"~  '  coso  =  — -— > 
^  '         ds 

(2)  aK  sincp  =  u--". 

1.  Supposons  d'abord     n  =  2.     L'équation  (2)  définit  alors  l'angle  9  : 

L'équation  (1)  fournit  la  valeur  do  v  : 

dv 

=  a  cos  9  ds, 

V 

et,  par  suite,  la  valeur  de  s  en  fonction  du  temps  t  et  des  conditions  initiales  du  mouvement. 

Observons  que,  dans  le  cas  où  R  est  constant,  l'angle  9  est  également  conslaut.    En  particulier, 
lorsque  la  trajectoire  est  un  cercle,  l'accélération  y  enveloppe  un  cercle. 

2.  Supposons  alors    n  ^  2.     Eliminons  v  entre  les   équations    (1)  et  (i).   Dilîérenlions  liden- 

tité  (2)  : 

(2  —  n)u"  ~  "di>  =  arf(U  sin  o), 

et  portons  la  valeur  de  u'  '"dv  ainsi  trouvée  dans  l'équation  (<).  Nous  obtenons 

(3)  (2— n)  cos«prf*  =  (/(Rsinep). 

Cette  équation  diHérenlielle  définit  l'angle   o  en  fonction  de  s   et  des  conditions  initiales  du   mou- 
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vemenl;  l'équation  (2j  définit  alors  l-  et,  par  siiitf.  pormet  de  calculer  s  en  fonction  du  temps  et  des 
conditions  initiales. 

Nous  nous  bornerons  à  signaler  le  cas  très  simple  où  le  rayon  de  courbure  l\  de  la  trajectoire  est 
constant.  L'équation  (3)  devient  alors 

{i  —  n)di  =  ïid:}. 
Le  calcul  de  o  (ou  de  s)  en  fonclion  du  temps  est  alors  ramené  à 
des  quadratures. 

Enveloppe  de  l'accélération,  dans  le  cas  où  la  trajectoire  est  un  cercle. 
Clioisissons  l'axe  Ox  de   manière  que    la  relation  qui  lie  l'arc   s 
à  l'angle  9   soit 

Posons    Ox.  OM  =  0  :     *  =  RO    et,  par  suite, 
«-4-^  =  (2-n)fJ. 

L'accélération  .M-;  est  portée  par  une  droite   d  dont  l'équation  est 

(4)  i/cos(n  — 3)0  ->rx  sin(n  —3)0  =  Hsin(n— 2)0. 

Rappelons  les  résullat»  suivants  : 

La  trajectoire  décrite  par  un  point  fixe  M  d'un  cercle  mobile  (C),  roulant  sans  glisser  sur  un 
cercle  (0)  de  rayon  a,  est  une  épicycloïde  contact  extérieur),  ou  une  bypocycloïde  (contact  inté- 
rieur). Celle  courbe  est  définie  par  le  rapport  algébrique  m  des  rayons  du  cercle  (C)  el  du  cercle  (0). 
rapport  positif  pour  une  hypocycloùie,  négatif  pour  une  épicycloVde. 

Moyennant  un  choix  convenable  des  axes  et  du  paramètre  /,  l'équation  de  la  tangente  en  M  a  la 
trajectoire  sera 

(5)  j/cos^l  —  2m)(  -f-asin(l  —  2m)r  =  a{\  —  2m)sin<. 
Or,  les  équations  (4)  et  (5)  représentent  la  môme  droite,  si  nous  posons 

/=(m_2)0,  (1— 2m,/  =  (h  — 3)0,  R  =  a(l-2m). 

La  dnjile  Ji,  «lui  porte  le  vecteur  accélération,  enveloppe  donc  noe  épi  ou  hypocycloïde  définie  par 
le  nombre  m  : 


2>i  — 4 


Exemples  ;  >»  =  3.     m  =  — î     l'accélération  est  parallèle  à  une  direction  iixe     y  =  0. 
,,  — —    m  =    1  ;      l'accélération  passe  par  un  point  fixe    (II,  0). 

«  =  — .    m  =  —  1  ;  épicycloïde  à  1  rebroussemenl  (limaçon  de  l'ascal). 

n  =  {.     m  = ;  épicycloïde  à  2  rebroussemenls. 

M  =  i.      ;/i  =  -^ .     hypocycloïde  a  i  rebrousBemonIs. 
■♦ 

7  I 

;j  =  —  m  =  -;-■.    hypocycloïde  à  3  rebroussemenls. 
2  o 

Hi;mah«.»l'k.  —  L'é«iuation  (5)  no  change  pas,  si  nous  remplaçons,  dans  le  premier  membre,  m  par 

1  —  m     et     /  par  —  /.     Les  enveloppes   correspondant  à  deux  valeurs  de    n,    m    cl  n\    choisies  de 

manirre  que 


! 
tn  —  h 


1 

2  H  —  4 


=  1. 
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sont  donc  les  mêmes.  Cette  relation  s'écrit 

(2n  -  5)(2n'  -  5)  =  1 . 

3  9 

Exemple  :  Pour    n  =  —    et    n  =  — -   nous  trouvons  la  mrme  enveloppe,  un  limaçon, 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 

{Cours  préparatoires .) 


Concours  de  1922. 


Algèbre  et  géométrie  analytique. 
I.  —  2614.  1°.  On  considère  la  courbe  représentée  paramétriquement  par  les  équations 

^  =  m*         y  =  ^(e), 

les  fonctions  f  et  g  étant  telles  que  Von  ait      ——•  =  —  tg  6.     Soit  0  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M 

de  cette  courbe.  Donner  l'expression,  par  des  intégrales  définies^  de   l'aire  de  la  région  S   déente  par  MO, 
quand  0  varie  de  6o  à  Oj,  et  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  région. 

Le  raxjon  de  courbure  o  et  l'arc  ds  intervenant  dans  cette  question,  on  donnera  leurs  valeurs,  mais  on 
ne  les  remplacera  pas  par  ces  valeurs  dans  les  formules  finales.  On  ne  traitera  pas  le  cas  oii  certaines  par- 
ties de  l'aire  S  seraient  décrites  plusieurs  fois. 

2"  Construire  la  courbe  D  représentée  par  les  équations 

X  =  a  cos'O,  y  =  a  sin^O, 

et  sa  développée  D'.  Montrer  que  ces  deux  courbes  sont  semblables. 

3»  Déterminer  l'aire  S,  située  dans  l'angle  positif  des  axes  de  coordonnées,  et  comprise  entre  les 
courbes  D  et  D'.  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

Déterminer  l'aire  intérieure  à  la  courbe  D. 

1.  Lorsque  6  varie  de  0^  à  0,,  le  rayon  de  courbure  se  déplace  de  CA  à  DB,  le  point  A  décrit  la 
courbe  (C),  le  pomt  C  décrit  la  courbe  (D),  et  l'aire  engendrée  est  l'aire  entourée 
par  le  contour  AMBDOC. 

Soient  OM  et  O'M'  deux  rayons  de  courbure  infiniment  voisins.  L'élément 
d'aire  est  l'aire  AIM'O'O;  cette  aire  est  équivalente  à  celle  du  secteur  F\MM',  qui 
est  équivalente  elle-même  à  celle  du  triangle  PMM'.  Nous  avons  donc 

rfS  =  -—  :>ds, 

I   T" 

et  S  =  —  /    ^ods. 


2  i/ Oo 


Il  suffira  d'e.\primer  p  ei  ds  en  fonction  de  0  et  de  calculer  l'intégrale  indiquée.  Pour  cela,  appe- 
lons, comme  d'habitude,  a  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox,  nous  avons 
dy 

-j-  =  tg  a,  tg  X  =  —   tg  0  et  a  =r  —  6,  OU  t:  —  0  ; 

donc  doi  =  —  rfo  et  p  = ; 

l'intégrale  que  nous  avons  donnée  devient  donc 
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Nous  la  calculerons  ainsi  et  nous  prendrons  pour  S  la  valeur  absolue  du  résultat. 
Les  coordonnées  de  0  sont 

./  0  =  X  —  psina,  j/<,  =  ^"+*P  cos  I  ; 

celles  du  centre  de  gravité  du  triangle    OMM'   sont 

:v„  =  X '—  sin  s,  y.,  =  V  H — —  cosa. 

Si  a  et  0  sont  positifs  tous  les  deux,  il  faudra  prendre     a  =  -  —  0,     et  nous  aurons     sin  a  =  sin  0, 

cos  a  =  —  cos  0, 

x„  =  X '—  sin  0,  7.,  =  7 —  cos  0 . 

En  appliquant  le  théorème  des  moments,  nous  aurons 
(i)  SX  =  I      T„dS,  SY  =  /     y..rfS. 

Telles  sont  les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

2.  La  courbe  U  est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  tangente  aux   deux  axes  de  coor- 
données. L'arc  situé  dans  le  premier  angle  s'obtient  en  faisant  varier  0  de  0  à     —,  et  nous  avons  bien 

Ig  a  =  —  tg'J,  a  =  11— 0, 

en  orientant  la  courbe  dans  le  sens  où  elle  est  parcourue  quand  0  croit. 
Calculons  ds  :  nous  avons 

dx  =  —  3a  cos^O  sin  UdO,  dy  =  3asin»0  cosOdO,  ds-  =  Ua»  cosHisin'OdO», 

dt  =  3a  008  0  sin  0  rfO  ; 
par  suite,  ?  =  —  '^«  cos  0  sin  0, 

et  les  équations  paramétriques  de  la  développée,  D',  sont 

X  =  a(cos*0  ■+■  3  cos  0  sin'O),  y  =  a(sin'e  •+■  3  cos*6  sio  0). 

Celle  courbe  admet,  comme  la  courbe  D,  quatre  axes  de  symétrie:  les  deux  axes  et  leurs  deux 

bissectrices.  Or,   il  est  facile  de  vérifier  que  les  axes  de  coordonnées  ne  sont  pas  tangents    à  cette 

courbe.  Si  donc  c'est  une  hypocycloïJe  à  quatre  rebroussements,  elle  admet  pour  tangentes  de  rebrous- 

semenl  les  deux  bissectrices;   ce  n'est  donc  quaprès  avoir  fait  tourner  la  preniit-ro  courbe,   D,  d'un 

angle  égal  à      — »    autour  du  point  0,  que  nous  pourrons  vérifier  l'homothétie.  Or,   les  formules  de 
4 

rotation  sont  comprises  dans  l'égalité 

et  nous  avons 

Ti  .      -  ,  .       T.  r 

x'  =  xeos y  sin  — .  y  =  x  sin  —  h-  y  ces—, 

OU  x'  =  -^  (cos'  0  —  sin'  ')),  y'  =  — —  (co8''0  -+-  sin»0). 

Telles  sont  les  nouvelles  équations  de  la  courbe  I). 

Pour  les  identifier  à  celles  de  D',   il  faut  faire  un  changement  do  partimètre  et  poser    0  =  /  —  — • 
Ceci  donne,  après  un  calcul  facile, 

j-  =  —  (cos='/  -h  3  sin*  t  cos  /),  y'  =  —  (sin»  /  -+-  3  sin  f  cos»  /). 

Z  2 

I 

Il  est  visible  alors  que  la  nouvelle  courbe  D  est  homolhétique  de  D'  dans  le  rapport       —  • 
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3.  L'aire  S   est  donnée,  dans  le  cas  actuel,  par 


'•  T.  T. 

1     r  '^  9a*     r  2  ^aP-    r  - 

S  =  ---  9a2  sin^  0  cos'  OrfO  =  — —  /       sin^  2erf0  =  — -  /      (1  —  cos  461(^0  ; 

le  calcul  est  immédiat  et  donne 

9a2 

(4)  S  = 


L'application  stricte  de  la  formule  eût  donnée,  en  réalité, 

9a2 

Dans  le  calcul   des  coordonnées  du  centre  de  gravité,  nous  prendrons  les  signes  tels  qu'ils  sont,  et 

nous  aurons  d'abord  : 

a^G  =  a  (cos^  0  -h  cos  0  sin-0)  =  a  cos  0,  j/g  =  a  (sin*  0  h-  sin  6  cos-  0)  =  a  sin  0  ; 

puis, 

T. 

P^X=/       —  —  cos  e.Oa"  siu2  0  cos^  OciO, 


16 

9a2  y  _  r^        a  sin  e 


^a-  sin-  0  cos^  OrfO. 


-—  =  a  l      sin- 0  cosMjrfO,  —-  =  0/      sinM  cos^  Orfô. 

Pour  intégrer  la  première,  nous  posons     sin  0  =  m,     et  nous  avons 

X  n    ,,.  ,,  f  u^         u^y  X  2a  i6a 

Pour  calculer  la  seconde,  nous  posons    cos  6  =  m,     et  nous  avons  de  même 
^         -a  (  \\i  —  u')du  =  a   Cu^i  —  u^)du, 


8 


8    ~    15  '  15 


Le  centre  de  gravité  est  donc  sur  la  première  bissectrice  et  a  pour  coordonnées 

Le  calcul  de  l'aire  intérieure  à  la  courbe   D  est  extrêmement  facile  et  se  fait  par  l'application  de  la 
formule 

1  r~^ 

A  =  yI       (xdy  —  ydx). 
Solutions  satisfaisantes  :  MM.  G.  Lhémanng,  lycée  de  Nancy  ;  M.  Riodlt,  à  Bernay. 


2615.  —  1"  Déterminer  la  valeur  principale,  pour  n  infini,  de  rexpression 

p      N  l'>S= ." 


\         log  n  y 


Dire  pour  quelles  valeurs  de  p   la  série  de  terme  général  u„  est  convergente  {p  est  supposé  réel). 
2°  Démontrer  que,  si    p  >  1, 

11  1  11 

H ^-. —r-:r -+-■■< 


[n-hiy         {n-i-'iy  (.n-hh/  p—^       »'"' 

3"  En  désignant  par  N  le  plus  grand  entier  inférieur  à  e'',   on  pose 

f(p)   =   Uy^t  -h  Mn^..  -+- h  Uy^f,  -+-••• 
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Montrer  que  le  produit     e  »    ^  f{p)     tend  vert  zéro  quand  p  augmente  iniéfiniment. 
r^.  B.  —  log  n  désigne  le  logarithme  népérien  de  n. 

4,  Prenons  le  logarithme  de  u„  ;  nous  aurons 

logt/„  =  log^;nog(^4--^^], 

et,  en  développant    log  M  — -^ — -J    en  série, 

p  P'  V' 


log  M„  =  log*  n 


log  n         2  log*  n  :i  log'  n 


n*  p 

log  M,.  =  —  ;j  log  n 2~  "^  ~ 


{  log  »J 
P' 


la  valeur  principale  de  log  u,.  est  donc    log  u„  =  —  p  loj:  n —;     par  suite,  celle  de  u„  est 


Un  —  e 


-  V  log  H  —  4- 


(1)  M,.  =  e      *  n-N 

el  u„  est  plus  petit  que  cette  quantité. 

Il  en  résulte  que  la  série  u„  est  convergente  lorsque    p  >  1. 

2.  Considérons  la  fonction    y  =  x  f,     où  p  est  positif;   elle   est    représentée   par  la  courbe 

ci-contre.   Menons  les  ordonnées  des  points     j*  =  I,     j- =  2,     .... 

est  représenté  par  le  pre- 


X  =  n. 


etc.  Le  terme 


(»i  -+-  IK 


mier  rectangle  hachuré  ;  le  terme 


{ 


par  le  second  ;  etc, 


(2) 


(n  4-  t)y 
La  somme  de  la  série  indiquée  est  donc  plus  petite  que  l'aire  de  la 
-X      courbe  comptée  de  l'ordonnée    x  =  n    jusqu'à    .»  =  x  ,     c'est-à- 

dire  plus  petite  que     /     =  i— 1    ,     ce  qui  donne  bien 

%/  n         •^"  \     •  P    /  H 


(n-^iy      (n-h2)'"  ;j  — *      »''  • 

3.   Soit  N  un  nombre  entier  tel  que     N  <  C  <  N  h- 1  ;     la  somme 

/■(p)  =  Uti^i  -»-  Ms_H2  -+-    ■  •   -H  Un  ^-*  + 

existe,  puisque  la  série  ainsi  définie  est  de  mt'ine  nature  (jue  la  série  préct'^donle,  et,  par  suito.  conver 
jîente.  Tous  los  nombres    Un  .  k    sont  positifs,  et   moindres  respectivemoiil  que  los  nombros 


Nous  avons  donc 


or,  nous  avons  vu  que 


est  plus  petit  que 


e     •-•  (N  -H  A•)-^ 

V^iN-^-A-r" 
1  1 


^_l       (N-4-1)'-  ' 
La  somme  envisagée  est  donc  plus  petite  que 


"n^  I  -4- 


;,  _  i   ■    (IS_ui)»'-' 
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^         1 


ou 


Remplaçons     N -h  1     par  le  nombre  plus  petit  ef  ;   la  somme   f{p)   sera  plus  petite  a  fortiori  que 


Multiplions  f{p)  par     e 


3p^ 


gp-         p  —  i        eP- 


nous  aurons 

3p= 


/■(P)e 


1 


1 


eP        p  —  1 
et  cette  dernière  quantité  tend  visiblement  vers   0,  quand  p  grandit  indéfiniment. 

Solution  satisfaisante  :  MM.  G.  HfxE  et  Ch.  Simon,  <à  Nogentle-Rotrou. 


2616. 


Mécanique. 

Une  barre  rectiligne  mince  glisse  sur  un  mur  vertical  Oz  et  sur  un  clou  horizontal  C  très 
fin  dont  l'axe  est  parallèle  au  mur.  La  distance  du  clou  au  mur  est  a.  La  dis  lance  du 
centre  de  gravité  G  de  la  barre  à  l'extrémité  A  qui  appuie  sur  le  mur  est  4a. 

1°  Le  muret  le  clou  étant  supposés  parfaitement  polis,  déterminer  l'inclinaison 
de  la  barre  pour  qu'il  y  ait  équilibre  et  étudier  la  stabilité  de  cet  équilibre. 

L'inclinaison  trouvée  devra  être  calculée  en  degrés  à  un  degré  près  ou  en  grades  à 
un  grade  près. 

'2°  On  incline  la  barre  de  60  degrés  sur  l'horizon  (OCA  =  60°)  en  la  plaçant 
dans  un  plan  perpendiculaire  au  clou  et  au  mur  sur  lesquels  elle  s'appuie. 

a)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  A,  quelle  est  la  valeur  minimum  que  doit  avoir  le 
coefficient  de  frottement  f  en  C  pour  que  la  barre  soit  en  équilibre  dans  cette  position  ? 

b)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  C,  quelle  est  la  valeur  minimum  que  doit  avoir  le  coefficient  de 
frottement  f^  en  A  pour  que  la  barre  soit  en  équilibre  ? 

c)  Si  les  coefficients  de  frottement  en  X  et  C  sont  respectivement  inférieurs  aux  minima  trouvés 
ci-dessus,  aux  paragraphes  a)  et  b),  quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  ces  coefficients  pour  que  la  barre 
soit  en  équilibre  dans  la  position  indiquée  ? 

d)  L^es  coefficients  de  frottement  étant  supposés  égaux  en  A  et  C,  quelle  est  la  valeur  minimum  qu'ils 
doivent  avoir  pour  qu'il  y  ait  équilibre  sous  l'inclinaison  de  60"  ? 

Les  résultats  numériques  des  paragraphes  a),  b)  et  d)  devront  être  calculés  avec  deux  chiffres  exacte. 

1.  La  barre  est  soumise  à  l'action  de  trois  forces  :  son  poids  P,  appliqué  au  point  G;  la  réaction 
AR  du  mur,  qui  est  perpendiculaire  au  mur  ;  la  réaction  GN  du  clou,  qui  est 
perpendiculaire  à  la  barre  AD.  Pour  que  ces  forces  se  fassent  équilibre,  il  faut 
d'abord  qu'elles  soient  dans  un  même  plan.  Ce  plan  sera  vertical  puisqu'il  con- 
tient le  poids  P,  et  il  sera  perpendiculaire  au  mur,  puisqu'il  contient  la  réaction 
AR.  On  en  conclut  que  la  barre  sera  située  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire 
au  mur.  Nous  prendrons  ce  plan  pour  plan  de  la  ligure. 

Une  autre  condition  nécessaire  do  l'équilibre  est  que  les  trois  forces  soient 
concourantes.  Je  dis  que,  dans  le  cas  actuel,  cette  condition  est  suflisanto.  En 
effet,  si  les  trois  forces  passent  par  le  môme  point  I,  on  peut  transporter  le 
poids  P  sur  la  ligne  d'action  GI,  de  manière  à  amener  son  point  d'application 
au  point  I,  puis  décomposer  cette  force  en  deux  autres  portées  par  les  droites 
lA  et  IC.  Ces  deux  composantes  seront  détruites  par  le  mur  et  le  clou. 


t 

/ 
N      / 

d/ 

G 
F 

0 

A 

■r         ] 

[ 
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Tout  revient  donc  à  déterminer  l'angle    x  =  ACO,     de  façon  que  la  perpendiculaire  à  AC  au  point 
C  passe  par  le  point  I,  projection  de  G  sur   AU. 

On  doit  avoir  d'une  part     AC  =  -  = »        puis 


et  par  suite, 


008  X 

i 


COS  X        cosx 
AU  =  A I  COS X  =  AG  COS*  x  =  4a  cos'  x, 

log  cosx  =  T,79931, 


=  4rt  cos-  X, 


cos  X  = 


log  4  =  O.GOâOt), 

log  4  =  0,20069, 

X  =  5fip',«Jr, 
X  =  50°o7', 


;i  1'  près  par  défaut,  ou 
à  1'  près  par  défaut. 

Eludions  maintenant  la  stabilité  de  cet  équilibre.  Pour  cela,  nous  déplaçons  légèrenient  la  barre  et 

nous  l'amenons  dans  la  position  A'CG' ;  «oit    13    1p  point  de  rencontre  de 
la  verticale  du  point  G    et  de  la  perpeniliculaire  en  C  à  A'G'. 

Le  poids  P,  appliqué  en  G',  peut  être  transporté  le  long  de  G'B,  de 
façon  que  son  point  d'application  vienne  en  B.  Nous  décomposons  alors 
ce  poids  ainsi  transporté  en  deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  BC,  qui 
est  détruile  par  la  résistance  du  clou,  l'autre  dirigée  suivant  BA',  qu'on 
peut  amener  dans  la  position  A  F,  le  point  d'applicalion  étant  A'.  La  force 
A'F  peut  se  décomposer  en  deux  forces,  l'une  A'F,  perpendiculaire  au  mur 
et  détruite,  l'autre  A'Fj  dirigée  le  long  du  mur.  On  voit  (jue  cette  force, 
la  seule  qui  reste,  tend  à  éloigner  la  barre  A'G'  de  sa  position  d'équilibre 
AG.  Donc  l'équilibre  est  instable. 

On  est  conduit  aux  mêmes  conclusions  en  inclinant  la  barre  de  l'autre 
côté  de  la  position  d'équilibre. 

2.  Supposons  que  la  barre  soit  inclinée  de  «»()'  sur  l'horizon,  et  désignons  toujours  par  I  le  point 
de  rencontre  de  la  verticale  du  point  G  et  de  l'horizontale  du  point  A.  Comme  l'angle 
OGA  =  60%  on  a  AC  =  "200  =  2a,  et  C  est  le  milieu  de  AG.  De  plus,  l'angle 
eu  est  aussi  égal  à  60",  donc  AI  est  la  moitié  de  AG,  Al  =  in,  et  le  triangle  AGI 
c^t  équilaléral. 

a)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  A,  la  réaction  AR  du  mur  et  le  poids  P  se 
coupent  au  point  I,  et  pour  (ju'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  la  réaction  du  clou  soit 
portée  sur  la  droite  CI. 

Soit  CM  la  perpendiculaire  menée  à  AG  par  lo  point  C  ;  l'éijuilibre  aura  lieu  si 
l'anj^'le  MCI  ost  inférieur  k  l'angle  de   frotlenient.  Or   l'angle  MCI  est  égal  à  3U"  ;  on 


ri 


doit 


donc    avoii-     tg    30"  ■<    f,     ou     f  >   — - 

v3 


Le    minimum    de    /    est   donc 


3 


=  0,57. 


b)  S'il  n'y  a  pas  de  frottement  en  C,  la  réaction  du  clou  est  portée  suivant  CH.  et  elle  rencontre  le 
poids  au  point  H.  Pour  (ju'il  y  ait  équilibre,  il  foui  que  la  réaction  du  mur  soit  portée  par  la  droite  AH, 
et  l'équilibre  aura  lieu  si     tg  HAl  <C  /i-     Or  les  deux  triangles  rectangles  ACH,  \\\\  sont  égaux,  puisque 

AG  =  AI  =  'id,     donc  l'angle     MAI  =  30*.     La  condition  d'équilibre  est  donc     tg  .lO»  <  /",,  ou  /",  >  -7-  • 

v  3 

c)  Pour  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  trouver  sur  la  droite  GI  un  point  .M  tel 


PHYSIQUE  ET  CHIMIE 


561 


que  la  droite  MG  fasse  avec  GH  un  angle  plus  petit  que  l'angle  de  frottement  o,  tg  o  =  f,  et  que  la 
droite  MA  fasseavec  AI  un  angle  plus  petit  que  l'angle  de  frottement  cp^,  tgcp,  =  /",.  Car,  dans  ce 
cas,  on  pourra  appliquer  le  poids  P  au  point  M  et  le  décomposer  en  deux  forces  appliquées  sur  MC  et 
MA,  et  ces  deux  forces  seront  détruites. 

Menons  par  le  point  G  les  deux  droites  qui  font  avec  CH  l'angle  *,  et 
parle  point  A  les  deux  droites  qui  font  avec  AI  l'angle  ?i.  Pour  que  le 
point  M  existe,  il  faut  que  la  droite  GI  traverse  la  région  couverte  de 
hachures  ;  pour  cela,  il  faut  que  l'abscisse  du  point  K  soit  inférieure  à 
celle  du  point  I,  ou  à  2a. 

La  droite  AK  a  pour  équation  z  =  x  tg  9,,  ou  s  =  xf^^,  et  la 
droite  GK, 

z  —  a/3  =  -  (x  —  a)  tg  (30°  -+-  9) 


ou 


z  —  a\f^   =  —  (x  —  a] 


Tf-*-^ 


1  — 


Le  point  de  rencontre  des  deux  droites  a  pour  abscisse    x  = 


v/3 

4a 


donc  avoir 


!  +  (/■+ A)  v/3-//-. 


on  doit 


4a 


{f-^-f,)^-6-ff, 


^2a, 


X  1  1 

ou,  en  chassant  le  dénominateur.(qui  est  positif,  car    /*<-—,    /i  < — -,    ff^  <.  —  )• 

C'est  la  relation  demandée. 

d)  Si    /  =  /i,     la  relation  devient 

elle  exprime  que  f  est  compris  entre  les  racines  du  trinôme.   Or,  la  plus  grande  racine,     v^^-h  v^î, 

est  supérieure  à      -y^-;        il  faut  di  ne  que  /  soit  supérieur  à  la  plus  petite  racine,     \/3  —  \/ï  ;     c'est 
v3 


le  minimum  demandé 


^3  —  ^/2  =  1,732  —  1,414  =  0,31. 


A.  HUTINEL,  à  Cannes, 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Hèle  et  Ch.  Simon,  à  Nogent-le-Rotrou  ;  M.  Rioult. 
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2606.  —  On  considère  un  circuit  électrique  représenté  par  la  figure  et  ainsi  constitué:  E  source 
électrique  de  résistance  intérieure  négligeable  ;  J  interrupteur  ;  B  bobine  cylindrique  à  spires  circulaires  ; 

V  voltamètre  à  sulfate  de  cuivre,  de  résistance 
=  2,Aohms;  M  voltmètre  de  faible  résistance 
égale  à  100  ohms;  S  shunt  de  résistance 
1  ohm,  en  dérivation  sur  le  voltmètre  M. 

1°  Calculer   en  ohms    la  résistance  élec- 
trique de  la  bobine  B  sachant  quelle  est  faite  de  trois  couches,  en  série,  co-axiales,  superposées  etjointives, 


S 
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de  fil  de  cuivre  isolé,  chaque  couche  contenant  400  spires.  Le  diamètre  du  fil  de  cuivre  nu  est  de   de 

'10 

mm;   le  diamètre  moyeu  des  spires  est  de  4"".  {Hésistiviti  du   cuivre     =  1,0  mie  r  ohm- cm). 

2'  Calculer  la  valeur  qu* aurait  l'intensité  du  champ  magnétique  au  centre  de  la  bobine  B,  quon  assi- 
milera  à  un  solénoide  de   longueur   infinie  par  rapport  à  son  diamètre,  si  l'intensité  du  courant  qui  la 

traverse  était  de  5  ampères.  Le  diamètre  du  fil  de  cuivre  isolé  qui  la  constitue  est  de    de  mm  :  dans 

chaque  couche  les  spires  de  l'enroulement  sont  joinlives. 

3»  En  fermant  l'interrupteur  J,  on  fait  passer  dans  le  circuit  total  un  courant  d'intensité  constante, 
n'ayant  d'ailleurs  aucun  rapport  avec  l'intensité  précédente,  et  qui,  en  20  minutes,  fait  croître  de  3  g.  la 
masse  de  la  cathode  du  vtltamètre  V.  Quel  nombre  lit-on  nu  voltmètre  M  pendant  le  passage  de  ce  courant  ? 

Donner  te  résultat  numérique  à  l'approximation  du    en   valeur  relative  (96  000  coulombs   libèrent 

2U0 

1  valence-gramme  ;  masse  atomique  du  cuivre  =  63).  Quelle  doit  être,  dans  ces  conditions,  la  force  élec- 
tromotrice de  la  source  E  ?  Les  fils  de  conne.vion  et  l'interrupteur  J  sont  supposés  de  résistance  négli- 
geable. Donner  le  résultat  numérique  à  l'approximation  du     eri  valeur  relative. 

{blcole  centrait,  coneours  d'admission  de  i9i2.) 

1<»  La  résistance  r  d'un  conducteur  de  résistivité  o,  de  longueur  /  et  de  section  s  se  calcule  à  l'aide 
de  la  formule 

/ 

'■  =  PT- 

En  centimètres,  la  longueur  de  chaque  spire  est  -  x  't,  de  chaque  couche  rx  ix  400,  du  fil 
toutentier  rx4x'tO0x3.  Son  diamètre  est  0.12,  sa  section  zxO,OJiG.  Sa  résistivité  en  ohms- 
centimètre  est  0,0000016.   Le  calcul  donne 

r  =  2,13. 
2*  Le  champ,  exprimé  en  {5'aus«,  à  l'intérieur  d'un  long  solénoide  parcouru  par  un. courant  de  I 
ampères  se  calcule  par  la  formule 

dans  laquelle  n,  désigne  le  nombre  de  spires  par  centimètre. 

Or  chaque  spire  occupe  sur  la  bobine  une  longueur  de  0,"»16.  Sur  un  centimètre  de  chaque  couche 

1  3 

il  y  a  un  nombre  de  spires  >    ce  qui  fait,  pour  les  trois  couches,    — ; —    Le  champ  est  donc 

U,lo  0,16 

*  *i 

11  =  -r-4- x5  =  118. 

10  UJG 

3.   Le    cuivre  étant  bivalent,    une    valence-gramme  de    ce  métal    représente    une  masse  égale 

à    -5-   et  linlensilé   I  du  courant  (|ui  dépose  3  g  de  cuivre  eu -20  uiioutes,  oi    20x60  secondes,    est 
telle  que  l'on  ait 

d'où  I  =  7,67. 

Il  en  passe  dans    le   voltmètre  une  fraction     7,67  x -r j    =0,076.    Or  la  résistance   de  cet 

instrument  étant  égale  h  100,  ce  courant  correspond  à  une  diflércnco  de  potentiel  aux  bornei  égale  à 
0,076x100  =  7'',G  ;  c'est  donc  ce  nombre  qu'on  doit  lire  sur  la  graduation. 
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La  résistance  de  l'ensemble  formé  par  le  vollmèlre  el  son  shunt  est —  =  • 

La  force  éleclromotrice  E,  produit  de  la  résistance  totale  par  l'intensité  du  courant,  est 

100 


E  =  ('2,13  4-2/t  +  -i^W7,67  =  42%3. 


Assez  bonnes  solutions  de  M.    Bahas,  et  de  MM.  G.  Hèle  et  Ch.  Simon. 


2607.  —  Un  objectif  achromatique  convergent,  formé  de  l'ensemble  de  deux  lentilles  minces  accolées 
L  et  M,  a  pour  longueur  focale  25'^'^  pour  les  radiations  jaunes  D  du  spectre. 

1"  A  l'aide  de  cet  objectifs  et  en  lui  adjoignant  les  accessoires  optiques  néceisaires  (prismes,  lentilles), 
on  veut  constituer  une  lunette  permettant  d'obtenir,  d'un  objet  éloigné,  unn  image  virtuelle  définitive  {vue 
directement  par  l'œil),  droite  par  rapport  à  l'objet.  On  demande  de  dessiner  schématiquement  les  diverses 
manières  dont  on  peut  réaliser  une  telle  lunette  ;  on  se  limitera  à  ces  dessins,  qui  devront  être  tels  qu'aucun 
texte  explicatif  ne  soit  nécessaire.  Dans  chaque  cas,  préciser  sommairement  pourquoi  l'inage  virtuelle 
définitive  vue  par  l'œil  est  droite  par  rapport  à  l'objet. 

'À"  Sachant  que  cet  objectif  est  achromatisé  pour  les  radiations  rouge  G  et  bleue  F,  calculer  la  longueur 
focale,  pour  les  radiations  jaunes  D,  de  chacune  des  deux  lentilles  minces  L  et  M  qui  le  constituent- 

f   rouge  C  ;  lentille  L  :     n  =  J,5134;     lentille  M  :     n  =   1,6897, 

Indices  des  verres <  jaune  D  :  —  1,5160;  —  1,6960, 

(   bleu  F  :  —  1,5-221;  —  1,7121. 

{École  centrale,  concours  d'admission  de  1922.) 

1.  La  première  partie  du  sujet  est  une  question  dé  cours  et  consiste  dans  la  reproduction  des 
figures  schématiques  de  la  lunette  terrestre,  de  la  lunette  de  Galilée  et  de  la  lunette  à  prismes. 

2.  On  sait  que  la  lentille  L  doit  être  convergente  et  la  lentille  M  divergente. 

Désignons  par  ni,  n,»  W3  les  indices,  par  fi,  fi,  /s  les  distances  focales  de  la  lentille  L  pour  les  cou- 

/   I  1  \ 

leurs  G,  D,  F  et  par  A  la  différence  des  courbures  de  ses  deux  faces  /  —-- —  j,  par  m,,  Wa,  m.^,  </,, 

^2,  ^3  et  B  les  quantités  analogues,  en  valeur  absolue,  pour  la  lentille  M.   Les  inconnues  sont /j  et  ^2. 
La  convergence  du  système  étant  égale  à  la  somme  des  convergences  des  deux  lentilles,  la  première 
donnée  numérique  se  traduit  par  l'équation 

(n,-l)A-(m,-l)B=    -1-, 
qui  devient,  si  on  introduit  les  valeurs  numériques  des  indices, 

(1)  0,516  A -0,696  B  = -Jn-  ou  12,9  A  —  17,4  B  =  1. 

La  condition  d'achromatisme  pour  les  couleurs  C  et  F  s'exprime  par  l'équation 
(n,  —  1)  A  —  {m^  —1)  B  =  (r?3  -  1  )  A  -  (m,  —  1)  n, 
qui  devient,  avec  les  valeurs  numériques, 

(2)  87A  =  224B. 
La  résolution  des  équations  (1)  et  (2)  donne 

4- =  6,14  et  -1-=  15,81. 

A  B 

On  a  ensuite 

1  6,14  1  <.'».81 

f   = - —       ' Mcni  0  pf  „,  _  t =  — : —  =  22c'",  7. 

/8  (n,-l)A    ~    0,510    ""  '  ^'~     (r«,-l)B  0,696 
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Remarque.  —  Si  on  calcule  la  convergence  pour  la  couleur  F, 

(„3_1)  A-(m,  — 1)  B, 

on     trouve    presque   rigoureusement      — — .     Le  système  est  donc  achromatisé  simultanément  pour 

Zu 
les  couleurs  C,  D  et  F. 

G.  HÈLE  cl  Ch.  SIMON 


2608.  —  A.  L'industrie  prépare  au  four  électrique  du  ferrosilicium  à  25  0/0  de  silicium  et  75  0/0  de 
fer.  Quelle  formule  simple  peut-on  lui  donner  ? 

B.  Analyse  de  1  gramme  de  ce  ferrosilicium  par  dosage  du  silicium.  —  On  ajoute  une  quantité  conve- 
nable de  peroxyde  de  sodium  et  de  carbonate  de  sodium.  On  chauffe,  on  calcine,  on  reprend  par  l'acide 
chlor hydrique  étendu  qui  dissout  certains  produits  et  finalement  il  reste   P,  grammes  de  silice 

Expliquez  l'opération  et  calculez   P, . 

C.  Analyse  de  1  gramme  de  ce  ferrosilicium  par  dosage  du  fer.  —  On  ajoute  de  l'acide  sulfurique  avec 
de  l'acide  fluorhydrique  et  on  chauffe.  Le  résidu  est  du  sulfate  de  fer.  On  calcine  et  finalement  il  reste 
Pi  grammes  d'oxyde  de  fer. 

Expliquez  l'opération  et  calculez  P,. 

D.  Rendement  du  four  électrique.  —  On  met  dans  le  four  des  proportions  convenables  de  silice  {S'xO*)^ 

de  charbon  (C),  et  de  tournure  de  fer  contenant    — —    en  poids  d'oxyde  (Fe*0'). 

Pour  obtenir  1  kg  de  Si  solide  par  réduction  de  SiO*,  il  fcmt  fournir  7  830  calories-kilogr. 
—  1  kg  de  Fe  —  Fe'0^  —  1 800  — 

Pour  fondre  1  kg  de  Si,  —  563  — 

—    1  kg  de  Fe,  —  256  — 

On  admet  que  ce  sont  là  les  seules  dépenses  d'énergie  7iécessaires  pour  obtenir  le  ferrosilicium.  Sachant 
d'autre  part  que  le  four  dépense  400  kilowatt-heures  par  lOO  kg  de  ferrosilicium  produits,  on  demande  le 
rendement  du  four. 

L'équivalent  mécanique  de  la  calorie-kilogramme  est  4200  joules. 

(École  centrale,  concours  d'admission  de  i922.) 

A.  Soit  l'VSi"  la  formule  cherchée.  Le  poids  du  fer  étant  triple  de  celui  du  silicium,  on  doit  avoir 
56x  =  3x!28i/,    ou     ±c  =  3y. 

La  solution  la  plus  siuiple  est  donc 

Fe*Si-. 

R.  Le  m«^lanpe  de  peroxyde  et  de  carbonate  de  sodium  est  un  oxydant  qui  doit  transformer  le  fer  en 
oxyde  l'e'O^  et  le  silicium  en  silice  SiO-  qui  restera  combinée  à  l'oxyde  de  sodium  sous  forme  de  silicate  de 
sodium.  L'acide  cblorhydrique  dissout  l'oxyde  de  fer,  qu'il  transforme  en  chlorure  ferrique  et  décompose 
le  silicate  en  produisant  du  chlorure  de  sodium  <'l  un  précipité  de  silice. 

Un  poids  de  ferrosilicium     Fe'Si'  =  Sî^"    donnerait  un  poids  de  silice     2SiO*  =  tiO»;     1  gramme 

donnera 

120 
P.  =  -^^  =0».535. 

C.  L'acide  sulfurique  change  le  fer  en  sulfate  SO'Fe  avec  dégagement  d'hydrogène;  l'acide 
fluorhydrique  change  de  m»^me  le  silicium  en  fluorure  SiF*  qui  se  dégage.  Le  sulfate,  calciné,  dégage 
un  mélange  d'anhydrides  sulfureux  et  sulfurique  et  laisse  un  résidu  d'oxyde  ferrique  Fe*0". 

Un  poids  de  ferrosilicium  Fe''Si*  =  2i4K  donnerait  un  poids  d'oxyde  ferrique    -^  Fe'O'  =  240»  ; 

2 
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240 

1  gramme  donnera  p.,  = =  {g  071. 

2i4 

D.  Calculons  la  chaleur  nécessaire  à  la  formation  de  lOOi^s  de  ferrosilicium. 

La  production  des  So^g  de  silicium  qu'ils  contiennent  exige  25x7830  =  193750  calories  et  leur 
fusion  en  absorbe    25x563  =  14075. 

D'autre  part,  lk&  de  tournure  de  fer  se  compose  de  0,9  de  fer  métallique  et  de  0,1  d'oxyde  ferrique 
contenant  seulement  0,07  de  fer.  Donc,  sur  0,97  de  fer  utilisé,  il  y  en  a  0,07  provenant  de  la  réduction 

de  l'oxyde  ferrique  ;  sur  les  75''g  correspondant  aux  iOOi'g de  ferrosilicium  il  y  en  aura     75  x—^ —  =  5,41 

0,97 

et  l'extraction  de  cette  masse  de  fer  aura  absorbé     5,41  x  1800  =  9740  calories.    Enfin   la  fusion   de 
75kg  de  fer  exige    75  x  2o6  =  19  200  calories. 

L'op'^ration  totale  a  donc  nécessité  une  dépense  d'énergie  de 

19o  750 -h  14  075  H- 9  740  4-  19  200  =  238  765  calories. 
Or,  les  400  "^^^  absorbés  par  le  four  équivalent  à  un  nombre  de  calories 

400  000X3  COQ    ^3,^3^^^ 
4  200 
Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  sensiblement  égal  à  0,70  et  représente  le  rendement  cherché. 
Solution  partielle  de  MM.  G.  Hèle  et  Ch.  Sihon. 
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ÉCOLE  CENTRALE 


Concours  d'admission  de  1923.  / 

Algèbre,   Analyse  et  Trigonométrie. 

2692.  —  On  considère  la  parabole  P  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation  r(l  -4-  ces  6)  =  2a, 
en  désignant  par  r  le  rayon  vecteur,  par  0  l'angle  polaire,  par  a  une  longueur  donnée,  et  on  appelle  s  la 
longueur  d'un  arc  de  cette  parabole  dont  l'origine  est  au  sommet  de  la  parabole  et  dont  l'extrémité  a  pour 
rayon  vecteur  r. 

i"  Montrer  que  cette  parabole  vérifie  l'équation  différentielle  adr-  =  r^{r  —  a)d(i^.  Comment  se  déduisent 
géométriquement  de  la  parabole  P  les  autres  courbes  qui  vérifient  cette  même  équation  difTerenlielle? 

2°   Démontrer   que  la  dérivée  de  s  par  rapport  à  r  est    v  /  — ^ ;     en  déduire  l'expression  de  s  en 

V     r  —  a 

fonction  de  r  et  de  a,  et,  en  désignant  par  Lf  —  j  le  logarithme  népérien  de  — ,  trouver  trois  con- 
stantes A,  B,  G,  telles  que  la  quantité  —  —  A^ Bl(— )  — G  tende  vers  zéro  quand  r  augmente  indé- 
finiment. 


3°  En  désignant  par  t  la  quantité    \/— — —>    calculer  la  dérivée  de  5    par  rapport  à  t,  et  en  déduire  le 

développement  de  s   en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  t. 
Application  numérique  :    a  =  2^""^,    r  =  30'^°'  ;    trouver  la  valeur  de  s  h  le»  près. 

Géométrie  pure  et  analytique. 
Nota.  —  Il  n'est  pas  indispensable  de  connaître  la  solution  de  la  première  partie  pour  traiter  les  suivantes. 
2693.  —  On  donne,  dans  l'espace,  deux  points  fixes  A,  A',  et  un  plan  P.  On  considère  les  droites   (A)  de 
ce  plan   P  telles  que  les  deux  plans  menés  par  chacune  d'elles  et  passant  l'un  par   A,  l'autre  par  A',   soient 
rectangulaires. 
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1"  Démonlrer  géomilriquement  que  \e  prodyiH  dç^eux  distances  à  chaque  droite  (A)  des  projections  de 
deux  points  A,    A',  sur  le  plan   P    est  constant. 

2»  Trouver  l'équation  ci  la  nature  de  l'enN-^ppe  (F;  des  droites  (A).  (On  prendra  pour  plan  xOy  le  plan 
1'  :  l'axe  0-  passera  par  le  milieu  de  AA'  cylo  plan  xDz  par  les  points  A  et  A'  ;  les  axes  seront  rectan- 
gulaire''. On  désignera  les  abscisses  de   A /Ct  A'  par  c  et—  c,   leurs  cotes  par  h  et  h'.) 

:io  Les  points  A  et  A'  restant  (ixe«  dans  res|»ace  et  le  plan  P  étant  variable,  déterminer  les  positions 
qu'il  faut  donner  à  ce  plan  P  pour  oae  la  courbe  (F)  soit  une  conique  de  grandeur  donnée,  définie  par  son 
axe  local  2a  et  sa  distance  focale  3^  Discuter.  (On  désignera  par  Id   la  distance  AA'.) 

Montrer  que  les  plans  P  répondant  à  la  question  forment  deux  groupes,  ceux  d'un  môme  groupe  étant 
tangents  à  un  cône  de  révolut)<in  dont  on  déterminera  l'axo,  le  sommet  et  le  demi-angle  au  sommet. 

Mrcûuiqne. 

2694.  —  I  fi  plan  incliné  est  construit,  sur  sa  parfic  supérieure,  avec  une  matière  polie;  sur  sa  partie 
inférieure,  qui  sera  regardée  comme  illimitée,  il  est  constitué  par  des  planches,  alternativement  rugueuses  et 
polies.  La  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  traverse  la  partie  supérieure  sur  une  longueur  h,  et  chacune 
des  planches  sur  une  môme  longueur  a.  L'angle  d'inclinaison  du  plan  sur  le  plan  horizontal  est  a;  y  est 
l'accélération  due  à  la  pesanteur.  On  abandonne  un  point  matériel  pesant  au  point  le  plus  haut  de  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  sans  vitesse  initiale.  On  négligera  son  frottement  sur  les  parties  polies;  sur  les 
planches  rugueuses,  il  glisse  avec  un  frottement  de  coefficient  /.  Calculer  l'intensité  r„  de  la  vitesse  avec 
laquelle  le  mobile  passe  au  point  qui  sépare  la  «*  planche  de  la  (n  -t-  1)-  ;  on  distinguera  deux  cas,  suivant 
que  le  mobile  passe  d'une  ;>/fl»ic//e  polie  aune  planche  rugueuse    (n  =  2p),    ou  inversement    (>i  =  2/) -+- 1  ) . 

l'our  un  frottement  donné,  de  coefficient  /,  quelle  condition  doit  remplir  la  pente  du  plan  pour  que  le 
mobile  s'arrête  ? 

On  suppose  h  =20";  a  =  O"",!  ;  tga  •=  0,1  ;  /' =  0.35  ;  déterminer  le  rang  de  la  planche  sur 
laquelle  s'arrête  le  mobile,  et  le  point  de  cette  planche  où  il  s'arrête.  Dans  les  mêmes  hypothè.ses  numériques, 
indi(|uer.  sans  chercher  à  calculer  l'intensité  de  la  vitesse  en  fonction  du  temps  : 

lo  l'allure  du  diagramme  représentant  la  vitesse  du  mobile  en  fonction  du  temps  : 

2"  la  nature  géométrique  des  divers  parties  de  ce  diagramme  ; 

3°  ce  que  représentent,  au  point  de  vue  du  mouvement  du  mobile,  les  aires  limitées  par  ces  di\erses 
jiarlies; 

Heconnaitrc  si  les  temps  mis  par  le  mobile  à  franchir  deux  planches  consécutives  vont  en  croissant  ou  en 
décroissant. 

Calcul  linméfiquc . 

lo  Calculer,    au   moven   des   tables   de  logarithmes,  le  plus  petit    angle  positif  a    vérifiant   l'équation 

183       \ 
388  COS.'- -1-123  sin  .>•=  211.    (Pour  cela  on  emploiera  un  angle  auxiliaire  «  tel  que  tang  «p  = 


388 


Indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue  commise  sur   x 
1  ('' 


20  Calculer  ;\ 


10  000 


|>rès  l'intégrale  définie 


e-^'  =  1  — 


1.2 


S 


€-'*  dx    en  développant  e-'^  en  série 

««  .     (— 1)"->^-"'    ^ 


11.2         1.2.3  1.2  3...n 

et  en  intégrant  ternie  à  terme  (c  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens). 

Epure. 

Cliaque  candidnt  devra  mettre  sur  sa  feuille  ses  nom,  prénoms  et  signature,  ainsi  qu'il  est  Indiqué  cl  dessous,  axant  de 
tracer  quoi  que  ce  soit  sur  cette  feuille. 

0696.  —  -Ni  cadre,  ni  titres,  ni  fièches.  ni  traits  renforcés.  Le»  traits  noirs  et  rouges  doivent  être  plutôt 
lins. 
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Il  sera  tenu  grand  compte  de  la  précision. 
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On  considère  les  trois  segments  de  droite  (aa,  a'x'),  (&[3,  6'jî'),  (cy,  «Y)>  définis  par  les  pointa  (a,  a'),  (a,  a') 
fb,  h'),  (6,  j3';,  (c,  c'),  (y,  y'),  dont  les  coordonnées,  relativement  au  système  d'axes  rectangulaires  Oicj/j,  sont 
indiquées  dans  le  tableau  ci-dessus.  Le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  vertical  de  projection  sont  res- 
pectivement xOy  et  xOz.  L'axe  Ox  est  le  petit  axe  de  la  feuille.  L'origine  0  des  coordonnées  est  à  100"™  à 
gauche  du  centre  de  la  feuille. 

Un  plan  horizontal  mobile  H'  coupe  les  trois  segments  [ax,  a'%'),  [b^,  b''^'),  (cy,  c'y')  respectivement  aux 
points   M,   N,   P.   Ces  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  variable. 

La  coordonnée  z  du  plan  H'  variant  de  0  à  120'°'",  cha(iue  côté  du  triangle  MNP  décrit  une  surface, 
supposée  opaque.  Ces  trois  surfaces  sont  les  faces  latérales  d'une  boite  reposant  sur  le  plan  horizontal  3:0y  et 
ouverte  par  le  haut  [triangle  (a^y,   a'I^'y')]- 

On  demande  les  projections  de  la  partie  de  cette  boite  extérieure  au  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
horizontales  et  inclinées  de  +450  sur  le  plan  vertical  xOz,  et  dont  la  directrice  est  une  circonférence  de 
rayon    r  ■=.  33'"'", 5,    tracée  dans   le   plan    x'dz    et  qui    a   pour   centre  le    point  (w,    co'),    de   coordonnées 

a;  —  111™'",  y  =  0""",  s  =  58'"'°. 

En  plus,  on  tracera  à  l'encre  rouge  les  projections  verticales  des  arcs  de  courbe  faisant  partie  du  contour 
apparent  horizontal  de  la  boite. 

Toutes  les  courbes  devront  être  tracées  très  exactement  ;  on  ne  laissera  subsister  sur  l'épure,  comme 
constructions,  à  l'encre  rouge  : 

1°  pour  les  courbes  d'intersection,  que  la  construction  d'un  point  courant  et  de  la  tangente  en  ce  point  ; 

20  pour  les  courbes  de  contour  apparent,  que  la  construction  des  points  extrêmes. 

MoTA.  —  Le  résultat  demandé  sera  seul  à  l'encre  noire  ;  les  lignes  cachées  seront  en  points  ronds.  Le  reste 
sera  à  l'encre  rouge. 

Physique. 

l.  —  2696.  Le  cadre  mobile  d'un  galvanomètre  (voir  la  figure)  est  constitué  de  200  spires  de  fil,  reclangu- 
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m        laires,  enroulées  dans  le  même  sens  ;  l'axe  de  symétrie  de  la  bobine  plate  rectangulaire  MNPQ 
formée  par  ce  cadre,  parallèle  aux  grands  côtés  des  spires,  est  confondu  avec  les  fils  de  torsion 
métalliques  verticaux   BC,  B'C,  attachés  respectivement  aux  bornes  fixes   B  et  B'.  Toutes  les 
d         spires  seront  supposées  de  mêmes  dimensions  :    MN  .—  b"^"',    NP  =  2"^'"  ;    elles  sont  faites  de 
fil  de  cuivre  isolé  qui,  nu,  a  un  diamètre  de  C^'^.Oo.  Les  deux  fils  BC,  B  C,  qui  ont  la  même 
résistivité  que  le  cuivre,  ont  chacun  une  longueur  de  5'='"  et  un  diamètre  de  C""",!  ;  leur  couple 
ô        de  torsion  par  cm.  de  longueur  de  fil  simple  est  de  375  G. G. S.  Ce  cadre  est  placé  dans  un  champ 
magnétique  uniforme  d'intensité  1000  gauss  et  de  direction  fixe,   parallèle  au  plan  des  spires 
quand  le  courant  dans  celles-ci  est  nul  et  quand  la  torsion  des  fils   BC  et   B'C  est  aussi  nulle. 
Un  miroir  plan  m  est  fixé  rigidement  au  cadre.  On  supposera  dans  ce  qui  suit  que  les  déviations 
ssn,        du  cadre  restent  petites. 
1"  Calculer  en  ohms  la  résistance  comprise  entre  les  bornes  B  et  B'  (50"°  de  fil  de  cuivre  de  diamètre  1°"° 
ont  une  résistance  de  1  ohm). 

L'échelle  graduée  contenant  le  filament  vertical  F  lumineux  servant  d'objet  immobile  par  rapport  à  celte 
échelle,  se  trouvant  à  l""  du  miroir  m,  quelle  est  la  longueur  focale  de  la  lentille  fixe  qu'on  doit  mettre  presque 
tout  contre  le  miroir  m  pour  obtenir  sur  l'échelle  une  image  F'  nette  de  F? 

2»  a)  Quelle  est,  en  ampère,  l'intensité  qui  passe  dans  le  cadre  quand  cette  image  F'  se  déplace  de  l'~ 
sur  l'échelle  à  partir  de  sa  position  correspondant  à  un  courant  nul  ?  Si  Quel  shunt  doit-on  adjoindre  au  cadre 
pour  réaliser  un  milliampèremèlre  tel  que  la  déviation  précédente  de  l"""  corresponde  à  un  courant  de  0,01 
ampère  (se  limiter  à  l'approximation  relative  du  - — )  ?  y)  Quelle  résistance  doit-on  mettre  en  série  avec  le 
cadre  pour  constituer  un  voltmètre  tel  que  la  déviation  précédente  de  1'='°  corresponde  à  une  tension  de 
*     '^'  10  volts  entre  les  bornes  de  voltmètre  ainsi  réalisé  (se  limiter  à  l'approximation  relative  du      —V? 

II.  —  2697.  On  considère  deux  pendules  composés  pesants  P  et  P',  constitués  de  la  même  manière 
(voir  la  figure  1)  :  chacun  d'eux  comporte  une  tige  mélalliqne  (AB  et  A'»')  rectiligne,  rigide,  de 
masse  et  de  moment  d'inertie  négligeables,  de  lon^ucur  AB  =  A'B'  légèrement  supérieure  à  2ni, 
pouvant  osciller  dans  un  plan  vertical  autour  d'un  couteau  horizontal  (0  et  O')  placé  en  son  centre  ; 
sur  cette  tige  est  fixée  une  pla((ue  du  même  métal,  ayant  la  forme  d'un  cylindre  droit  à  base  cir- 
culaire de  rayon  G"'"  et  d'axe  (G  et  G')  parallèle  au  couteau  (0  et  0').  Les  deux  longueurs  OG  et 
O'G'  sont  presque  égales.  Les  deux  pendules  oscillent  indépendamment  l'un  de  l'autre  dans 
des  plans  parallèles,  les  amplitudes  sont  petites  et  il  n'y  a  aucune  cause  d'amortissement. 


P    P' 

Fig.  1. 
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1»  Les  deux  pendules  étant  à  la  même  température,  les  deux  couteaux  étant  dans  le  même  plan  hori- 
zontal, on  observe  les  coïncidences  qu'on  aperçoit  en  visant  IJ  cl  H'  dans  une  direction  horizontale  normale 
au  plan  d'oscillation. 

Le  temps  qui  s'écoule  entre   la   1"  et  la  3'^  coïncidence  est    trouvé  égal  à  24  minutes.   Sachant  que 
OG  =  80'"    et  que    y  =  981  CG.S.,    calculer  le  rapport  des  durées  des  oscillations  des  deux 
pendilles. 
0'  L'incertitude  sur  l'instant  de  chaque  coïncidence  étant  de  10  oscillations,  calculer  l'appro- 

gf  ximalion  avec  laquelle  le  rapport  précité  est  connu. 

iJe  combien  se  modifierait  riiilervallo  de  temps  séparant  deux  coïncidences  consécutives 
si  la  température  d'un  des  deux  pendules  variait  de  10  degrés  (coeflicient  de  dilatation  linéaire 
du  métal  :  1,8  10"  ^^l? 

2»  Les  deux  pendules  sont  désormais  supposés  identiques  et  tous  deux  à  une  même 
température.  On  élève  alors  le  pendule  P'  d'une  hauteur  de  2°  par  rapport  au  pendule  P 
et  l'on  observe,  dans  la  même  direction  horizontale  que  ci-dessus,  les  coïncidences  pr<  sentées 
par  les  mouvements  des  extrémités  A  et  15'.  Calculer,  dans  ces  nouvelles  conditions,  l'intervalle 
de  temps  qui  séparera  deux  coïncidences  consécutives  AH'  (voir  la  figure  2). 
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Fig.  2. 


Chimie. 

L  —  Vous  disposez  d'eau  oxygénée  commerciale. 

1»  Décrivez  et  explicjuez  les  expériences  que  l'on  pourrait  vous  demander  de  faire  avec  ce  liquide,  dans  un 
travail  de  maFiipulalions,  pour  mettre  en  évidence  ses  propriétés  chimiques. 
2'  Comment  pourriez-voiis  titrer  cette  eaux  oxygénée? 

.3"  Comment  puurriezvous,  à  partir  de  ce  liiiuide,  préparer  de  l'eau  oxygénée  pure,  c'est-à-dire  sans  eau? 
4"  Comment  pourriez-vous  établir  que  le  produit  obtenu  a  pour  formule  H'O*? 

IL  —  2698.  l'n  récipient  R  contient  2  litres  d'air  et  un  liquide  L.  Un  tube  à  déga[,'pnienl  1.  de  ircs  ja\i>le 
section,  fait  conimiini(iuer  II  avec  une  cuve  à  eau  C  de  trî-s /«rz/e  surface  (voir  la 
figure).  La  teni|)éralure  est  0»,  la  pression  atmosphérique  est  équilibrée  par  une 
colonne  d'eau  de  hauteur  égale  à  1033^°,  la  pression  de  la  vapeur  d'eau  est 
négligeable. 

Le  li(|uide  L  renferme  un  sel  ferreux  (fer  divalent)  contenant  1  gramme»  de  fer. 
En  ajoutant  à  L  un  calaly>ciir  convenable,  le  sel  ferreux  s'oxyde  immédiatement  aux 
dépens  de  l'oxygène  de  l'air  et  devient  ferrique  (fer  trivalent). 

1»  La  quantité  d'air  que  contient  H  e&l-elle  suffisante  pour  l'oxydation  complète? 

2°  A  quelle  hauteur  h  l'eau  de  la  cuve  C  va-t-elle  monter  dans  le  tube  T? 

On   recommence  la  même  expérienct',  sauf  que   le  liquide  L  contient,  outre  la 

même  quantité  de  sel  ferreux  que  précédemment. 


R 


2 

litres 
d'air 


200 


molécule-gramme  d'anhy- 


dride arsénieux   As'^O'.  On  provoque,  comme  précédemment,  l'oxydation  du  liquide  aux  dépens  de  l'oxygène 
de   l'air.   Celte  fois,  le  sel  ferreux  se  transforme  en  sel  ferrique   en  même  temps  qu'une  partie  de  l'anhydride 

arsénieux  se  transforme  en  anhvdride  arsénique.  L'eau  de  la  cuve  C  s'élève  dans  le  tube  T  à  la  hauteur  h'. 

3 
Pour  oxyder  l'anhydride  arsénieux   restant  dans    le  liquide  L,  il  faut  ajouter,  en  liqueur  acide,     ,^^^ 

molécule-gramme  de  permanganate  de  potassium. 

3»  Quel  rap|)ort  existe  entre  les  oxydations  simultanées  du  sol  ferreux  et  de  ranhyiindc  arsénieux? 
4"  Calculer  la  hauteur  h'. 
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2599.  —  On  donne  une  parabole  V  de  foyer  F.    Chaque  point   M  de  celte  parabole  peut  être  consi- 
déré comme  le  foyer  de  deux  autres  paraboles  II  cl  11'  passant  en   F  et  d'axe  parallèle  à  celui  de  P. 
1«  Lieu  des  sommets  de  ces  deux  paraboles. 
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2°  Les  paraboles  n  et  H'  se  coupent  au  point  F  et  en  un  deuxième  point,  F'.  Montrer  que  la  tan- 
gente en  F'  à  l'une  des  paraboles  passe  par  un  point  fixe,  et  trouver  l'enveloppe  de  la  tangente  à  l'autre 
au  même  point    F'. 

3°  Soit  A  la  corde  commune  à  P  et  il,  à'  la  corde  commune  à  P  et  il'.  Lieu  du  point  de  rencontre 
de  A  et  A'. 

4°  Montrer  que  l'une  des  droites  A,   A'  passe  par  un  point  fixe  et  trouver  l'enveloppe  de  Vautre. 

Solution  géométrique.  —  Le  point  F,  étant  sur  les  deux  paraboles  il  et  il',  est  équidistant  de 
leur  foyer  commun.    M,   et  de  leurs  directrices  ;  soient  alors  B  et   B'  les  points  de  rencontre  avec  l'axe 


de  la  parabole   l»   du  cercle  qui  a  pour  centre  le  point   F  et  pour  rayon  FM;    les  deux  droites   BG   et 
B'C,   perpendiculaires  à  l'axe,  sont  les  directrices  des  deux  paraboles   il  et  n'. 

1.   Soient  N,  N',    A,  G,   les  projections  de   M  sur  Ox,   sur  la  directrice  de  P,   sur  Oy,  et  sur  la 
directrice  de   n.   Nous  avons 

MA  =  MN'  —  AN'  =  MF  —  OF  =  BF  —  OF  =  BO  ; 
donc   MA  =  AG     et  le  point  A    est  le  sommet  de    u.    Il  en  résulte  que  le  lieu  du  sommet  de   n   est  la 
tangente  au  sommet  de  la  parabole   P. 

Soit  A'  le  milieu  de  MC';   le  point  A'  est  le  sommet  de  la  parabole   H'.   ITautre  part,  nous  avons 
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Le  lieu  du  point   A'    s'obtient  donc  en  faisant  subir  à  la  parabole  P  une  translation  parallèle  k  son 

axe  et  d'amplitude   -^  '■>     c'est  une  parabole,  P  . 

2.  Le  point  F'  est  le  symétrique  de  F  i)ar  rapport  à  l'axe  M  A  A'.  Les  tangentes  à  H  et  n',  au 
point  F,  sont  les  droites  perpendiculaires  à  MB  et  MB';  la  première  coupe  la  droite  MA  en  un  point 
N',  tel  que  la  figure  FMN'B  soit  un  losange  ;  donc  MN'  =  FM,  et  le  point  N'  est  bien  le  point  déjà 
défini,  situé  sur  la  directrice  de  P.  [^  tangente  en  F'  est  symétrique  de  la  tangente  en  F;  elle  passe 
en  N',   et  coupe  0.r  en  un  point   T,  tel  que-   FT  =  2FG  =  "ip  ;     le  point   T  est  donc  fixe. 

Les  deux  tangentes  en  F  sont  évidemment  perpendiculaires  ;  de  même  les  tangentes  en  F'.  Donc 
la  tangente  en  F'   à   n'  enveloppe  une  parabole  P    qui  a  pour  foyer  T  et  pour  sommet  le  point  F. 

3.  Les  deux  paraboles  P  et  H  forment  les  bases  d'un  faisceau  linéaire  de  coniques  qui  ont  pour 
sécantes  communes  la  droite  ^  et  la  droite  de  l'infini.  Ces  coniques  tracent  sur  la  droite  FF'  une 
involution  dont  font  partie  les  deux  couples  F,  V  et  R,  R'.  Le  point  central  de  celte  involntion,  0,  est 
sur  la  droite  A.  Même  chose  pour  le  faisceau  déterminé  par  P  et  "'.  Les  deux  droites  A  et  A'  se 
coupent  donc  au  point  0,  et  le  îieu  de  leur  point  de  rencontre  est  la  droite  FF'. 

4.  Les  trois  paraboles  P,  11  et  n'  ont  leurs  axes  parallèles;  donc  elles  sont  homothétiques  deux  à 
deux.  Les  sommets  sont  évidemment  des  points  homologues;  de  môme  que  les  foyers. 

Par  conséquent,  le  centre  d'homothétie  des  paraboles  P  et  II  est  le  point  S,  situé  à  l'intersection 
des  droites  OA  et  FM.  Le  centre  d'homothétie  des  paraboles  égales  P  et  n'  est  le  milieu  de  FM,  «o  ; 
c'est  aussi  le  milieu  de  OA'.  Comme  les  trois  centres  d'homothétie  sont  en  ligne  droite,  le  centre 
d'homothétie  des  paraboles   M  et  II'  e-t  le  point  de  rencontre,    M.   de    FM  avec    AA'. 

Par  raison  d'homothétie,  la  corde   A',  de  P  et   H',   a  son  milieu  au  point  <«>.   Le  piMe,  K,  de  cette 

droite  est  sur  le  diamètre  conjugué  de  A' et   le  milieu  de   Kw   est  sur  la  parabole  P;  ce  point  milieu, 

MN  ,     .  ON       „  u     •       j  .     ON  4-OF  .     .,  /  ,.    r    • 

dont  l'ordonnée  est    .     apour  abscisse   — - — ;    1  abscisse  de  w  est    3 .    il  en  résulte  faci- 

Sf  't  i 

Qp 

lement  que  l'abscisse  de   K   est Le  point  K   est  donc  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  menée  par 

le  milieu   de   00,  J,  (OG  =  — OF).    Le  pôle  «le  cette  perpendiculaire  est  le  milieu  de  OF.   I,   et  la 

droite  A'  passe  par  le  point  fixe   L 

Soit  maintenant   L   le  pôle  de  A  ;  les  trois  points  (i,  K  et  L  sont  en  ligne  droite,  car  leurs  polaires 

passent  toutes  au  point  0.   D'autre  part,  le  point  S  et  le  pôle,   L,    de  A  sont  tous  deux  sur  le  diamètre 

de  la  droite  A,   et  les  tangentes  aux  deux  paraboles,  P  et  il,  aux  points  où  ce  diamètre  les  rencontre, 

sont  parallèles  entre  elles  et  à  A.  Les  trois  points  (l,  K  et  A  sont  aussi  en  ligne  droite,  et  K  est  le 

,    M  ^L         SM.     , 

milieu  de  GA.   Donc  la  droite   GA   passe   au    point    L.   On  verrait  facilement  que    -qjT  ~  "wp"'    ^* 

points  O,  M   et   L  sont  en  ligne  droite,  et  le  point  L  est  à  l'intersection  des  deux  rayons  GA   et  OM. 

Or,  les  deux  rayons  OM  et  AM,  qui  se  coupent  sur  la  parabole  et  qui  tournent  autour  de  deux 
points  fixes  de  cette  parabole  (0  et  oo  ),  décrivent  deux  faisceaux  homographiques  ;  de  m^me,  les 
rayons  GA  et  AM  ;  donc  les  deux  rayons  GA  et  OM  décrivent  deux  faisceaux  homographiques,  et  le 
lieu  du  point  L  est  une  conicjiuî  qui  a  pour  axe  Oj,  et,  pour  sommais,  les  points  G  cl  0.  Celle 
conique  est  évidemment  une  hyperbole. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  A  enveloppe  la  courbe  polaire  réciproque  do  celle  hyperbole  par 
rapport  à  la  parabole  ;  celte  courbe  est  une  ellipse  ayant  pour  axo  n|",   et,  pour  sommets,   0   ft   F. 

M.  G.   L. 
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Solution  analytique.  —  La  solution  analytique  de  ce  problème  est  très  simple  :  soient 
y^  —  2pr  =  0  l'équation  de  la  parabole  P  et  a,  ^  les  coordonnées  du  point  M;  l'équation  commune 
aux  deux  paraboles  ri  et  H'  est 


en  écrivant  qu'elles  passent  au  point    (  -^,  0], 


nous  avons 


-i-«y-?'-(^-^)=o, 

a^  H-  p2  —  pan-  \p  —  >v2  =  0. 

Or,     p  =  2/?a  ;    cette  relation  devient  donc 

a»  +  pa  H-  X;9  —  X2  =  Q, 


par  suite,  a 1-  =±U+-^j. 

Nous  avons  donc  deux  valeurs  de  X  : 

X'  =  a  -f-  p,  X"  =  —  a  ; 

par  conséquent,  les  deux  paraboles  n  et  n'  ont  pour  équations  respectives 

j/2  — 2fiîy_4aa^-+-^2  =  0,  t/2_2py_,_2pa;_p»  =  0. 

f  V       "A 

1 .  La  première  a  pour  sommet  le  point  (0,  '^)  ;  la  seconde  a  pour  sommet  le  point  (a  -h  -^>      j  . 

Le  lieu  du  premier  point  est  l'axe  des  xj  (tangente  au  sommet  de  la  parabole  P)  ;  le  lieu  du  second  est 
une  parabole  égale  à  la  parabole   P,  et  qu'on  obtient  en  faisant  subir  à  la  parabole  P  une  translation 

P 
parallèle  à  Ox,   d'amplitude    -^• 

2.  Le  point  F'  a  pour  coordonnées    —   et  2^.  Les  tangentes  aux  paraboles  n  et   il',  en  ce  point, 

ont  pour  équations 

Py  —  2ax  —  3px  =  0,  2py  +  2px  —  4^^^  ~  p-  =  0. 

La  première  passe  par  un  point  fixe, 

x  =  -— ,     ?/=0; 

la  seconde  enveloppe  la  parabole 

7/2  -H  8/30?  —  ijo^  =  0. 

3.  La  courbe  A,   commune  à  la  parabole  P  et  à  la  parabole   il,   a  pour  équation 

(2p— 4a)a:  — 2pi/-hp2  ^  0  ; 
la  corde  A',  commune  à  la  parabole  P   et  à  la  parabole  n',  a  pour  équation 

4p.r  —  2pt/  —  p^  =  0. 
Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  dont  l'abscisse  est  donnée  par 

P 


Ip  +  4a)x  =  P*  -t-  p-  =  2pa  -I-  pS  X 

P 
oite     X  =  — ■  • 

4.  La  droite  A'  passe  au  point  fixe,     x  =  -^  ,     y  =  0  ;     la  droite  A   a  pour  équation 


P 
Le  lieu  de  ce  point  est  la  droite     x  =  — 
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elle  enveloppe  la  courbe 


,2—   ? 


"zp.t 


p 


(2p_^)x-2^ 


Py^y-=0 


=  0. 


4.r--(-y-  —  ûpr  =  0. 


C'est  une  ellipse  qui  a  pour  axe  O.r,   pour  soiiimels  le  point  0,   et  le  foyer   K,  el  dont  Taxe  per- 
pendiculaire à  Ox  a  une  longueur  double  de  l'autre. 

Konr.es  solutions:  M'i.  Houx,  instituteur  au  Creusot  ;  IV  Moukllk,  lycée  de  Douai;  C.  Dulvotb  ;  Haras;  A.  Hctinkl  ; 
G.  LHÉMiNNE,  à  Uesan(;on  ;  M.  Vasseuh,  professeur  au  lycée  de  Tourcoing  ;  A.  Kkaovais,  lycée  Louis-leGrand  ;  K.  Chihol, 
ingénieur  ;  M.  Fauchkox,  école  normale  d'Aurillac  (ce  dernier  a  envoyé  une  bonne  solution  géométrique). 
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2544.  —  U»  aimant  permanent,  mobile  auluuv  d'un  a.ie  horizontal  dont  la  direction  fait  l'angle  z 
avec  le  plan  du  méridien  magnétifjue,  est  soumis  à  l'action  du  champ  magnétique  terrestre  d'intensité  F  et 
d'inclinaison  I,  en  même  temps  qu'à  celle  de  son  poids  P.  Le  centre  de  gravité  est  à  une  distance  a  de 
l'axe  de  suspension  dans  une  direction  qui  fait  l'angle  x  avec  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  la  direction 
du  moment  magnétique  de  l'aimant. 

\"  En  désignant  par  i  l'angle  que  fait  ce  dernier  plan  avec  fhorizony  calculer  les  moments  par  rapport 
à  l'axe  de  suspension  du  poids  de  l'aimant  et  du  couple  exercé  par  le  champ  magnétique  terrestre.  Montrer 
que  ce  dernier  moment  ne  fait  intervenir  le  moment  magnétique  de  l'aiment  que  par  sa  jn-ojection  ji  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  suspemion. 

2°  Ecrire  l'équation  d'équilibre  entre  les  deux  actions  el  en  déduire  la  tangente  de  l'angle  i  qui  corres- 
pond à  cet  équilibre. 

3°  Chercher  à  quelle  condition  cet  angle  i  reste  invariable  quand  on  fait  varier  l'angle  9  par  rotation 
de  l'aimant  et  de  son  support  autour  d'un  axe  vertical,  et  comment  se  dirige  l'axe  magnétique  de  l'aimant 
quand  cette  condition  est  remplie  sans  que  l'angle  l   soit  droit. 

4°  Plus  généralement,  étudier  la  manière  dont  varie  la  cotangenle  de  l'angle  i  en  fonction  de  f  pendant 
cette  rotation,  et  discuter  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  en  particulier  ceux  pour  lesquels  la 
position  d'équilibre  est  indéterminée. 

5"  Montrer  pourquoi,  lorsque  l'action  de  la  pesanteur  n'est  pas  négligeable  devant  l'action  magnétique, 
il  n'est  pas  possible  de  déduire  l'inclinaison  I  de  l'étude  expérimentale  de  la  variation  de  i  avec  ■?. 

Peul-on  en  déduire  la  déclinaison  '? 

6°  Comment  doit-on  procéder  pour  en  déduire  !  quand  l'action  de  la  pesanteur  est  néifliqeable  ? 

Va 
Pour  simplifier,  on  désignera  par  A    la  quantité    — —  . 

{École  navnte,  concourt  de  1921." 

1.  Projetons  l'appareil  sur  un  plan  vertical  passant  par  le  centre  de  gravité   G  du  barreau  el  [>er- 

pondiculairo  à  l'axe  de  rotation  0.  Soient  S  et  N  les  projections 
des  polos  (lu  barreau,  Oi/  une  parallèle  à  SN.  L'angle  a  sera 
représentt^  en  (îOy  et  l'angle  t  en  gOx,  si  Ox  est  horizontale. 

Le  moment  du  poids  P  est  égal  à  Pa  cos  (a  +  i),  de  gauche 
;i  droite  si  l'angle  i  est  rompt<^  positivement  dans  le  nirme  sens 
à  partir  de  0.r  et  1  à  partir  de  Oi/. 

Si  m  désigne  la  masse  magnétique  de  cha(|ue  pôle,  la  Torce 
mV  appliqiM'e  à  olia<]iie  pide  pont  »"'tro  décomposée  d'abord  en  une 
force  verticale  mV  sin  I  et  une  force  horizontale  mV  cos  I  ;  cellc- 


S 
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ci  à  son  tour  peut  être  décomposée  en  mFcosIcos-^  parallèle  à  l'axe  0  et  wK  cos  I  sio  o   parallèle 
à  Ox. 

Si  A  désigne  la  distance  SN,  le  moment  des  forces  verticales  est  mF  sinl.  X  cos  z,  de  gauche  à 
droite.  Celui  des  forces  parallèles  à  l'axe  0  est  nul.  Enûn  celui  des  forces  parallèles  à  Ox  est  égal  à 
mF  cos  I  sin  o.  X  sin  i,  de  droite  à  gauche.  Le  moment  total,  dans  ce  dernier  sens,  est  donc 

mFX  (cos  I  sin  o  sin  i  —  sin  I  ces  i). 

Mais  mX  est  la  projection  du  moment  du  barreau  sur  le  plan  de  la  figure;  cette  projection  ix  inter- 
vient donc  seule  dans  l'expression  du  moment  des  forces  magnétiques. 

2.  La  condition  d'équilibre  s'exprime  par  l'égalité 

Va  cos  (a  H-  i)  =  (jlF  (cos  1  sin  cp  sin  i  —  sin  I  cos  i), 

Pa 

d'où,  en  posant    — —  =  A, 

sinl-f-Âcosa 

t^  i  = 


cos  I  sin  'j  +  A  sin  a 

3.  Pour  que  cette  expression  soit  indépendante  de  ©,  il  faut,  ou  bien  que  le  coefficient  de  sin  o  soit 
nul,  c'est-à-dire  que  la  force  terrestre  soit  verticale,  ou  bien  que  le  numérateur  soit  nul  : 

sin  I  -+-  A  cos  a  =  0  ou  Pa  cos  a  =  —  [xF  sin  I  ; 

alors  i  est  toujours  nul  parce  que  le  poids  du  barreau  fait  équilibre  à  la  connposante  verticale  de  la 
force  terrestre. 

4.  La  cotangenle  de  i  a  pour  expression 

cos  I  sin  o  -4-  A  sin  a 
cotg  i  = 


sin  I-h  A  cos  a 

Elle  est  représentée  en  fonction  de  cp,  par  une  constante  à  laquelle  s'ajoute  l'ordonnée  d'une  sinu- 

,    .  soïdei. 

cota  i  .  ,  ,,  , 

La  constante  est  nulle  si  le  centre  de  gravité  est  sur  I  axe  de 

rotation    (a  =  0)    où  s'il  est  situé  dans  le  plan  Oy     [x  =  0).     Dans 
le  premier  cas,  l'expression  se  réduit  à 

cotg  i  =  cotg  I  sin  », 
dans  le  second  à 

cos  I  sin  » 

cotg  l  =  : — ; -—  • 

°  sm  I  -H  A 

La  position  d'équilibre  est  indéterminée  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  nuls,  ce  qui  exige 

([u'on  ait  simultanément 

cp  =  0,  a  =  0,  A  =  —  sinL 

Si  cp  n'est  pas  nul,  on  a    cotg  i  =  ce    et  la  position  d'équilibre  est  horizontale. 

La  condition  A  =  -  sin  I  exprime  que'le  poids  du  barreau  fait  équilibre  à  la  composante  verti- 
cale de  l'action  terrestre  :  tout  se  passe  comme  si  le  barreau  n'était  soumis  qu'à  la  composante 
horizontale;  il  se  place  donc  horizontalement,  sauf  dans  le  cas  où  l'axe  de  rotation  a  précisément  la 
direction  de  cette  force  horizontale,  auquel  cas  il  n'est  plus  dirigé. 

5.  L'étude  expérimentale  de  la  variation  de  i  permet  de  mettre  en  place  la  sinusoïde  précédente. 
Or  celle-ci  est  entièrement  déterminée  par  deux  de  ses  points,  par  exemple  par  les  ordonnées  corres- 
pondant à     0  =  0    et  à    o  =  —'• 

A  sin  a  ,  ,    .  cos  1  -+-  A  sin  g 

"^'^  '■*  =   sin[-HAcosa  '^  ''^^'  ''-    sin  1  +  A  cos  a  ' 

11  y  a  trois  inconnues.  A,  a  et  I   et  il  manque  une  équation  pour  qu'on  puisse  calculer  1. 


o74  SUJETS  DE  CONCOURS 


On  peut,  au  contraire,  reconnaître  le»  positions  de  l'instrument  correspondant  aux  valeurs  remar- 
quables de  j,  positions  pour  lesquelles  l'axe  de  rotation  est  perpendiculaire  ou  parallèle  au  méridien 
magnétifjue.  SI  l'on  peut  repérer  le  méridien  géographique,  on  pourra  en  déduire  la  déclinaison. 

6.  Si  l'action  de  la  pesanteur  est  négligeable,  on  a 

colg  i  =  cotg  I  sin  ç.. 
On  sait  qu'on  peut  alors  déterminer  I,  soit  en  cherchant  Tazimut,  perpendiculaire  au  méridien 

magnétique,  dans  lequel    i  =  -^>     puis  faisant  tourner  l'instrument  de     —    pour  mesurer  I  dans  le 

méridien  magnétique,  soit  en  mesurant  t  dans  deux  azimuts  rectangulaires  et  appliquant  la  formule 
connue 

cotg*  I  =  colg-  i  ■+■  cotg*  i'. 
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ÉCOLE    CENTRALE 


Concours  d'admissibilité  de  1923. 

Algèbre,  Analyse  et  Trigonométrie. 

I.  —  2699.  Kii  ili'sigiiant  par  h  une  quantité  positive  donnée  et  par  ^j'^'x  la  racine  carrée  j?o«i<irc 
de  (1  —  x),  on  (Icinande  : 

i'  de  résouilrc  par  rapport  à  x  et  de  discuter  l'équation 

1  —  -J  —  Ax-  =  •'i  '^^x  ; 
2*  d'étudier  la  variation  de  la  tonctiun 

1  —  |.  _  *«>  ._  y/niTi 

quand  x  varie  de    —  oo  à  1.     On  examinera  en  particulier  le  cas  où  /i  =  — . 

II.  —2700.  i)n  considère  la  courbe  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équalion  r  =  a  L(l  -t-  sin  0), 
en  (lésij,Miaril  par  >■  le  rayon  vecteur,  par  fi  l'angle  polaire,  para  une  loiijiuenr  donnée  et  par  L  1  -h  sin  0)  le 
logarithme  népérien  de  fl-t-sin6).  fncdroitc  variable  passant  j»ar  le  }>(ile  0  renconlrc  celte  courbe  en 
deux  points  M,  N  (correspondant  à  deux  valeurs  de  0  ([ui  difl'èrent  de  -);soil  V  la  projection  orlhojîonale  de 
M    sur     l'axe    polaire.    On    demande  de   trouver   Ic'^   limites  vers    lesquelles  tendent  lc>.  v.ileurs  at>v(.ln..«  H/«« 

rapports    -i-    et    ^^     quand  le  ravon  vecteur  OM  tend  vers  zéro. 

UiN  Ml' 

(ii'omàtrie  pure  et  analytique. 
2701.    —  On   donne   deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Oj-,  Oy.  et  sur  Ox  un  point  A,  d'abscisse 

positive  OA  =  a. 

1"  Deux  points,  M,  M',  sont  places  de  façon  que  les  droites  qui  les  joignent  A  l'origine  <•  sou-nt  s\  mé- 
triques par  rapport  aux  bissectrices  de  l'angle  de.s  axes  Ox,  Oy.  et  que  les  droites  qui  les  joignent  au  point  A 
soient  xymétriqiuîs  par  rapjtorl  à  Ox.  Calculer  les  coordonnées  de  M'  («',  y')  connaissant  celles  de  M  (x,  y);  cas 
d'impossibilité,  d'indétermination. 

20  Soit  (C)  un  cercle  quelconque  passant  par  0  et  A.  Lorsque  M  décrit  ce  cercle  (C).  M'  décrit  une 
courbe  (C)  ;  on  ne  regarde  pas  comme  faisant  partie  de  (C)  les  positions  particulières  que  prend  M'  lor.squo 
M  vient  en  0  et  en  A.  Montrer  que  l'on  peut  choisir  le  cercle  (C)  de  façon  que  (C)  se  confonde  avec  (G). 
Vérifier  géométni|ueiiieDt  que  le  cercle  (C)  ainsi  ciioisi  répond  h  la  ipiestion. 

3o  .Cette  troisième  partie  devra  être  eutièremi>nt  traitée  par  la  géométrie  pure). 

/ 
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Démontrer  qu'il  existe  une  conique  [Y]  tangente  en  A  à  Ox,  tangente  à  Oy,  et  dont  on  donne  un  foyer  F, 
distinct  de  0  et  de  A.  Construire  son  second  foyer,  F'  dans  le  cas  où  cette  conique  (T)  n'est  pas  une  parabole. 
Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  prendre  F  pour  que  (!')  soit  une  parabole. 

4°  Déterminer  analytiquement,  en  utilisant  les  résultats  du  1",  les  positions  qu'il  faut  donner  à  F  pour 
({lie  (F)  soit  une  ellipse  ou  soit  une  hyperbole. 

Calcul    numérique. 

Dans  un  triangle  ABC  on  donne  a  —  18605"°,  b  =  12632c™, tang  A  =  3. 

Calculer,  au  moyen  des,  tables   de  logarithmes,   les  angles  A,  B,  C,  le  côté  c  et  la  surface  S  du  triangle. 

On  se  servira  des  formules    -r^  =  - — -  =  -r^,   A  -t-  B  +  C  =  2  droits,    S  =  —  a6  sin  C. 

sin  A        sin  B       sm  C  2 

Pour  chacun  des  résultats  obtenus,  indiquer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue. 

Epure. 

Cliaque  candidat  doit  mettre  sur  sa  feuille  ses  nom,  prénoms  et  signature,  k  la  place  ci-dessous  indiquée  avant  de 
tracer  quoi  que  ce  soit  sur  cette  feuille. 

2702.  —  Ni  cadre,  ni  titres,  ni  flèches,  ni  traits  renforcés.  Les  traits  rouges  et  noirs  seront  plutôt  fins. 

Il  sera  tenu  grand  compte  de  la  précision. 

Ligne  de  terre  rrz/ parallèle  au  petit  axe  de  la  feuille  et  à  50™"  au-dessus;  «^ 
parallèle  au  grand  axe  et  à  30""  à  gauche; 

uis  =  los'  =  80™™  ; 
P  est  parallèle  à  xiyu  s^  =  60°"". 

Un  cône  de  révolution  de  sommet  (.y,  s')  a  pour  axe  la  droite  horizontale 
(asb,  a's'b')  ;  le  demi-angle  au  sommet  est  de  45". 

Un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  SO""",  est  tangent  au  plan  horizontal  de 
projection.  Sa  surface  passe  par  le  point  {s,  s');  son  axe  est  parallèle  à  celui  du 
cône  et  est  situé  à  droite  de  l'axe  du  cône. 

Trouver  les  deux  projections  de  la  portion  du  cylindre,    supposé  solide  et 
opaque,  extérieure  au  cône. 
Conseil.  —  Il  est  commode  de  se  servir  d'un  plan  vertical  auxiliaire  de  projection,  la  ligne  de  terre  étant 
xisyi  ;    les  bases  du  cône  et  du  cylindre  seront  prises  dans  le  plan  vertical  P. 

Mise  a  l'encre.  —  Les  projections  du  solide  demandé  seront  seules  tracées  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en 
trait  plein,  lignes  cachées  en  points  ronds.  Tout  le  reste  à  l'encre  rouge  (trait  plein);  en  particulier  les 
constructions  nécessaires  pour  obtenir  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point,  les 
points  et  tangentes  remarquables. 

Physique. 

I.  ~  2703.  On  considère  un  spectroscope  à  prisme  du  type  habituel,  composé  des  parties  suivantes  :  un 
collimateur  achromatique  C  réglé  sur  l'infini  ;  un  prisme  P  en  verre  ;  une  lunette  achromatique  L  mise  au 
point  sur  l'infini  et  dont  l'oculaire  sera  supposé  mince;  un  petit  collimateur  auxiliaire  M  possédant  un  micro- 
mètre dans  son  plan  focal  et  destiné  à  repérer  les  portions  du  spectre  en  utilisant  la  lumière  issue  de  M  et 
arrivant  dans  L  après  réflexion  sur  la  face  de  sortie  du  prisme  P. 

1°  L'appareil  étant  supposé  réglé  en  lumière  jaune,  le  prisme  (d'angle  au  sommet  60»)  étant  dans  la  position 
du  minimum  de  déviation  pour  le  jaune,  on  demande  : 

a)  de  calculer  les  valeurs  numériques  des  angles  que  forment  entre  eux  les  axes  C,  M  et  L,  dans  ces 
conditions  ; 

b)  de  faire  l'épure  représentant,  dans  ces  mêmes  conditions,  le  prisme  et  ces  trois  axe»;  tracer  la  marche 
d'un  faisceau  de  rayons  jaunes  issu  du  point  de  la  fente  du  collimateur  C  se  trouvant  sur  l'axe,  et  du  faisceau 
issu  du  point  du  micromètre  se  trouvant  sur  l'axe  du  collimateur  auxiliaire  .M.  en  admettant  que  la  lunette 
soitutilisée  par  un  œil  qui  accommode  à  l'inlini. 

20  Le  collimateur  C  étant  cette  fois  éclairé  en  lumière  blanclie.  calculer  l'angle  sous  lequel  l'observateur, 
qui  accommode  encore  à  l'infini,  verra  le  spectre  entier  dans  la  lunette  L,  dans  les  conditions  précédentes,  si 


57fi  SUJKTS  DE  CONCOURS 


l'objectif  et  l'oculaire  de  la  luoelte  L  ont  respectivement  comme  longueurs  focales  <5"»  et  3  "  pour  toutes  les 
radiations.  ^ 

Le  collimateur  M  ayant  10cm  de  longueur  focale,  quelle  devra  être  la  longueur  de  son  micromèlie  si  l'on 
veut  que  son  image  couvre  en  entier  le  spectre  observé  dans  la  lunette  L  ? 

Tracer  la  marche  des  faisceaux  rouge  et  violet  au  travers  du  spectroscope  précédent,  les  lentilles  étant 
supposées  achronjatiques. 

Indice  du  verre  du  prisme  :  rouge    n  =  1,61  ;  jaune    n  =  1,62  ;  violet    h  =  1,64. 

"•  —  2704.  On  utilise  l'appareil  de  Dulong  et  Petit  pour  l'étude  de  la  dilatation  absolue  du  mercure. 
i°  On  répète  dabord  l'expérience  classique  relative  à  celle  mesure,  dans  les  conditions  suivantes  :  l'un  des 
tubes  verticaux  contenant  le  mercure  est  maintenu  à  la  température  de  zéro  degré,  l'autre  tube  vertical  est  à 
la  température  de  200  degrés,  supposée  connue  exiictement,  le  tube  fin  horizontal  de  communication  se  trouvant 
à  40cm  au-dessous  du  niveau  du  mercure  dans  le  tube  froid. 

Calculer  numériquement  la  valeur  do  la  dénivellation  observée  dans  ces  conditions,  sachant  que  le  volume 
V    d'une  masse  donnée  de  mercure  à  T'^  est  relié  à  son  volume  Vo  à  0»  par  la  relation 

V  =  Vo  (1  -f-  1,80j5.10-*T  -+-  1,2.10-«.T-). 
Y  a-t-il  lieu  de  tenir  compte,  dans  le  calcul,  du  terme  en  T'  de  celte  relati(jn  si  In  mesure  de  la  dénivellation 

est  faite  à  l'approximation  de      ■—       de  millimètre  ? 

2''Dansune  autre  expérience,  l'appareil  entier,  vide  de  mercure,  supposé  à  0°,  reçoit  du  mercure  à  O»  jusqu'à  la 
hauteur  II  au-dessus  du  tube  de  communication  horizontal.  Puis  on  ferme  d'une  manière  étanche  les  orifices 
supérieurs  des  deux  tubes  verticaux,  emprisonnant  ainsi  dans  chaque  lube  à  0»  un  même  volume  d'air  occu- 
pant à  O»  dans  chaque  lube  la  môme  hauteur  h,  sous  une  môme  pression  mesurée  par  une  colonne  de  loc"  de 
mercure. 

L'un  des  tubes  étant,  en  entier,  maintenu  à  la  température  de  O",  l'autre  est  alors  porté,  en  entier,  à  la 
température  T°.  Trouver  l'équation  algébrique  qui  donnera  les  déplacements  verticaux  «lue  subiront,  dans  ces 
conditions,  les  deux  niveaux  de  mercure,  comptés  à  partir  de  la  position  commune  initiale  ;  on  négligera  la 
dilatation  du  mercure  ainsi  que  celle  de  l'enveloppe,  et  l'on  représentera  par  a  le  coeflicient  de  dilatation 
de  l'air. 

(Calculer  numeriiiuement  ces  déplacements  si  l'on  a  h  =  20c«r.  et  T  =  30o;  dans  l'équation  obtenue,  le 
ternie  de  plus  haut  degré  étant  très  faible  par  rapport  à  l'ensemble  des  autres  termes,  on  le  négligera. 

Chimie . 

I.  —  l'>  expliquez  cniiimciil  voun  pourrez,  en  partant  du  carbone,  arriver  à  préparer  du  gaz  carboni(|ue  à 
peu  près  pur. 

2"  Décrive/  les  expériences  que  l'on  pourrait  (aire,  dans  une  manipulation,  a\ec  le  gaz  carbonique  qu'un 
.ippareil  |)ourrait  débiter  dune  manière  continue,  pour  mettre  en  évidence  les  propriétés  chimiques  de  ce  iraz 
carbonique. 

3"  Expliquez  commpiit  a  été  délerininée  la  valeur  précise  de  la  masse  atomi(iue  du  carbone. 

II.  —  2705.  Sur  une  masse  de  phosphore  égale  à  {'>2^,  on  Tiit  arriver  284*  de  chlore,  qui  se  combinent 
entièrement  au  phosphore.  On  obtient  ainsi  3468  du  mélange  A. 

i"  Le  mélange  A  ainsi  obtenu  est  porté  à  273*  sous  la  pression  mesurée  par  une  colonne  de   mercure  de 

76cn).   Si  c'était  un  gaz  parfait   (coerOcient   de  dilulalion     =  ^— j,    il   occuperait  un    volume  théorique    V. 

Calculer  V, 

5 
2*  Admettons  qu'il  se  trouve  que  le  volume  réel  est  égal  k      —  V,    Péterminer,  (lualitativemenl  et  quanti. 

4 

talivemeat,  le  phénomène  de  décomposition  limitée  qui  s'est  produit  et  qui  e\pli(|ue  ce  résultat, 
3*  Le  mélange  A  est  dissous  dans  un  excès  d'eau.  Formulez  les  réactions  qui  se  produisent. 
4"  Le  liquide  obtenu  est  évnporé  à  sec.  puis  calciné.   Kxpliquez  les  réactions  qui  se    produisent.  Le  gaz 

dégagé,  en  outre  de  la  vapeur  d'eau,  a  pour  volume  V.  Calculez  V. 

Tt°  Le  liquide  obtenu  par  l'opération  3  '  est  additionné  d'un  excès  de  soude.  Quels  sont  les  corps  formés  ? 
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2445  Calcul  de  deux  déterminants  dont  les  éléments 

sont  des  1  ou  des  zéros 79 

2569  Dans  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues,  on 
calcule  p  inconnues  en  fonction  des  n -p  autres, 
on  porte  leurs  valeurs  dans  les  autres  équations  ; 
calculer  le  déterminant  des  n — /;  équations  trans- 
formées. En  déduire  qu'un  déterminant  symé- 
trique gauche  d'ordre  pair  est  carré  parfait.  .   .     434 

2615  Valeur  principale  pour  n  inûni  de 

(U)' 

"■=('-^)     ■ 

Convergence  de  la  série  «n-  Calcul  d'une  limite.     557 

2484  Étude  de  la  fonction  y  =  sin  (4  arc  sin  x).  Courbe 

correspondante.  Aire  des  boucles 37 

2485  Étude  de  la  fonction  e^{x^  -+-  x),  de  ses  dérivées  et 

de  ses  intégrales  successives.  Calcul  d'une  série.      40 

2421  Étudier,    suivant  les    diverses  valeurs    de    m,   la 


forme  de  la  courbe  y  = 


=  1'- 


2527  Étudier    la  fonction 
courbe  y' 


y  = 
aHx  —  a) 


\/x' 
X  —  a 


Aire  de  la 


2609  Résoudre  l'équation 


x'(6  —  X) 
1  - 


;i  H-  x'f' 


x^b  —  x) 
Centre  de  gravité  .   . 

=  k.  Variations  de 


la  fonction 


i  —X' 


(1 


—  L(l  -+-  X') 


ns 


422 


2565  On  divise  le  polynôme  P{x)  par  le  polynôme  Q{x], 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes ;  soit  S„(x)  la  somme  des  n  premiers 
termes  du  quotient.  Montrer  que  le  produit  de 
S„{x]  par  Q(a;),  diminué  de  P(j;),  est  un  poly- 
nôme divisible  par  x" 434 

x[Lx)' 
2570  Variations  de  y  = 


.    Racines  de 
La;  +  1 

x{Lx,*—  k(Lx  -M)  =  0. 
2571  Variations  de  j/  =  e-^  {x-  -h  Zx  +  i).  \ire  .   .   .   . 

2601  Calculer  en  fonction  de  k  les  nombres  p,  q  tels 
que  la  fonction  f{x)  =  (x  —  k)  (x^  ■+■  px  -h  q) 
vérifie  quel  que  soit  x  l'équation 

(1  +  X')  f'M  -  'i3;f'\x)  -h  6f{x)  -  0. 
Calculer  les  racines  de  x- +  px  4- g' 


452 
452 


439 


2587  Calculer    th3M    en     fonction 
Y  =  ihnu  en  fonction  de  X  = 


de    thM.    Calculer 
:thM.  Soit  Y  =  F(X) 


Numéros 
des  questions.  Pages. 

la  fonction  obtenue.  Variations  de  cette  fonction. 
Résoudre  l'équation  F(X!  =  F(X„).  Décomposer 
F(X)  en  éléments  simples 505 

xll  —H  x] 
2594  Étude  de  la  fonction  «  = — .    Développe- 
il  —  X)'                 '^^ 
ment  en  série  entière 544 

2503  Résoudre  deux  équations  du  troisième  degré  sa- 
chant qu'elles  admettent  une  racine  double 
commune 267 

2515  A,  B,  C,  D  étant  les  points  de  Ox  qui  ont  pour 

abscisses  les  racines  de  l'équation 

flx'  -+-  4ftx'  -I-  6cx-  -+-  idv  -I-  /■  --  0, 

trouver  la  condition  pour  que  le  point  0  soit  le 
milieu  d'un  des  segments  tels  que  AB.  Applica- 
tions  316 

2562  Exercices  sur  les  racines  de  léquation 

4a|3x-  —  2(a  +  p)(l  -i-  apjx-f-  a-?^-i-  a^'-(-  [5^'  +  1  =  0.     376 

Calculer  les  nombres  x,  «/.  z  définis, par  les  équa- 
tions shx  =  1,257,        y  =  sh  — ,       2  =  ch — . 

5                            5 
Vérification 229 

2590  On  a 

c,   .  '^       r.        2       X-  2.4/     X-     \-         "I 

Sx   =  1  H H (  — )  +... 

^  1-1- x-L  3  1-(-x-       3.5\H-X-/  J 

Calculer  S  f-- j  -i-  S  /— j 535 

2493  Calcul  de  l'intégrale    /   — i/-!f_Jîf.  dx.    113 

J    2a  —  X   V     2a  —  X 

2489  Calcul  d'un  moment  d'inertie 219 

2490  Intégrer  l'équation  différentielle 

y  -  xy*  +  -J    (2//'«-  2y'  -4-  1)  —  3  =  0  .    .    .     220 
2540  Polynôme  P(x)  =  Ai  +-  A.x  -t-  AiX-,  tel  que 

/    P(X)  (MX  -h  V)  dX  =  0. 

t/o 

Calculer  '/.  =  /  xi'P{x)dx,  et  étudier  la  série 

w„  =  Uj/".  Montrer  que  P(x)  est  solution  de 
l'équation  xix  —  1)»/"  -H  (2x  —  l)y'  —  6//  =  0  ; 
trouver  la  solution  générale 225 

2516  Détermination  d'un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Intégration  d'une  fonction  rationnelle 259 


578 
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2520  Étude  de  la  série 

sin  2a  (         x     \- 
j,  =  A(x)  =  x--^(-— J-... 

sin  na  I         x    \" 
h!       \      sin  a/ 
Montrer  que  //  vérifie  une  é(|uation  différentielle 
du  deuxième  ordre  à  coeflicients  constants.  Kn 
déduire  fU,.  et  construire  la  courbe  y  =  ((x,. 
qui  est  tangente  en  une  infinité  de  points  à  la 

—  j  <ol  II 

courbe  î/  =  e  

2602  Ciilculer  les  intégrales 

X  dx 
cos-x' 


291 


r^'     fc  sin  X  dj  /  '   />*  sin 

""J„     v'i  +-  A'cos'x'         ~Jo     *-+■*•■' 
Z'"  fr  sin  X  dx 

Variations  de  A  -  C  et  de  A-  —  215,  la  varJ;ible 
étant  k 460 

2.76  Soit  :  =  D.  arc  sin  x.   Montrer   que   y  =  z  -^   :' 
véritie  une  ('(luation  différentielle  \y'  -h  Ity  —  U, 

1/ 
A,  B  polynômes.  Intégrer.  Sériequi  représente  — .    472 


y 


0 


2585  Intégrer  l'équation  différentielle 

y"  -+-  2  sin  ny'  -^  y  =  4  «in  -^  ces  x, 

suivant  les  différentes  valeurs  de  0 493 

2626  Calculer  les  intégrales 

/''8in(2»t -t-  l)x_,  r'slnMn4- l)x  . 

/     ■■ <ir,         I     r-7— — dx.    518 

J  sin  X  !  sin'  x 

X" 

2(i27  Variation  de  î/„(x)  =  — -  e^^. 

Calculer    /     y,(x)  (/x.  A„,  maximum  de  î/,'t\ 

A 


Comment  varie  A,?  Limite  de 
Un  =  LA.H.I  —  LA, 


Série 


J19 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS 

2i76  Ine  tanKPiite  variable  à  un  cercle  de  centre  0  ren- 
contre en  M  et  N  une  tangente  li\e  et  le  dia- 
nielrc  parallèle  a  celle  tangente.  Lieu  du  rentre 
et  enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
MON.  Lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits 62 

2482  AH  diamètre  du  cercle  <».  P«r  le  point  0  on 
tnène  une  droite  variable  :s'  et  la  corde  AC 
perpendiculaire  a  ;c'.  I.ieu  des  points  de  ren- 
contre de  ;:'  avec  le  cercle  de  centre  U  et  de 
rayon   BC 117 

8567  Cercle  (',  tangent  en  A  à  ()//  et  coupant  Ox  en 
M,  N  ;  C  cercle  de  diamètre  M.N.  Lieu  des  piiinl^ 
de  l'oncelet  du  faisceau  (C,   C) 404 

2572  Cercle  C  tangent  à  0»/  et  coupant  Ox  en  de» 
points  A,  K  tels  que  Ali  sott  constant.  I.ieu  du 
centre.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallt'ies  ii  Or.  <, ,  cercle  de  centre  0,  ortho- 
gonal a  C  ;  C",  cercle  de  diamètre  AB.  Lieu  des 
points  de  rencontre  de    C   et  C." 475 

2577  A.  It,  C  points  en  ligne  droite  l.itMi  du  point  de 
rencontre  d'un  cercle  passant  par  A.  B  et  de 
la  droite  joignant  C   uu  centre  du  cercle  .    .    .     477 

2628  Cercle  C.  x« -4  y«  — H' =0,  droite  D,  y -11-^0. 
Par  un  point  I'  de  D  00  mène  la  tangente  PA  à 
C.    Lieu  du  centre  du  cercle  S  tangent  en  V 


des  i|u>>>tiuU9.  Pafo 

il  I)  et  passant  par  A.  S  et  C  se  coupent  en  un 
point  B  autre  que  A.  Lieu  du  point  de  ren- 
contre de  PA  avec  la  tangente  en  B  au  cercle. 
Le  cercle  S  est  orthogonal  k  un  cercle  Uie  et 
tangent  à  un  autre  cercle  fixe 522 

2444  Soit  M  un  point  de  la  cardioide  r  =  1  -t-  ces  B.  D 
la  symétrique  de  OM  par  rapport  a  la  tangente 
en  M,  H  la  jirojeclion  de  0  sur  1).  Lieu  du 
point  II.  Lieu  des  milieux  des  cordes  de  ce  lieu 
qui  passent  par  le  point  U "S 

a» 
2470  Etude  des  courbes    p  sin  u  -    sin<.j  —  a  =  0. 

Kn  tout  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  le 

tg  V 
cercle    H  =  ft,   le    rapport     ne  dépend 

tg  w 

a 
que  de    -— •      .  .  83 

2464  Exercices  divers  sur  la  courbe 

X  =  a(m  cos  0  chmO  ♦-  sin  0  shwiO^ 

y  =  a(m  sin  6  chr/tO  —  cos  fi  sbmO;.  123 

2528  Enveloppe  d'une  circonférence  dont  le  centre 
décrit  un  cercle  Uxe  et  qui  est  tangente  à  une 
droite  ti\e.  Longueur  de  la  courbe  obtenue.  Tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée.   ...     180 

2480  0,  A  points  llxes.  Lieu  de  M   tel  que 

Âm'  =  n.   OA.  OM 202 

2560  Exercices  sur  une  strophoule  et  un  cercle  variable 

passant  par  le  ]iolnt  double 412 

2610  Exercices     sur    la     courbe,     x  ==———— -. 

,,=    iiilliiL. 426 

•'  (  —  3 

2573  Posant     —   =  1  —  >„     LU  -  À)  =  — -; -rr- > 

X  1  —  OA 

déterminer  la  courbe  C  que  doit  décrite  le 
pi)inl     .r.  y)    pour  que  l'on  ail 

J^    =i~l       466 

dx  0 

» 

2578  Variations  Ac  xe    ~  '' 414 

2580  Trajectoires  orthogonales  et  enveloppe  des  courbes 

intégrales  de  l'équation 

(x-(-yy'i  xy' —  ?/)  —  c-y' =  0 483 

2581  Développée  de  la  courbe    ay  =  x* 486 

2584  .M    point  d'une  courbe,   Il   projection  de  0  sur  la 

t;uigente  en  M  ,  déterminer  la  courbe  de  façon 
que  la  médiane  01  du  triangle  OMH  soit  égale 
à  une  constante  n.  Former  1  équation  en  coor- 
données polaires  des  courbes  intégrales,  et  inté- 
J^.^.         ' 488 

1 
2593  Construire   la  courbe   y  =  -^-  <  ■"  .    Tangentes 

par  un  point  silué  sur  Oy.  Calcul  d'aire  ....     54t 
2614  Courbe    x  =  fW,    V  =  y{0),    -^  =  -lgO.Aire 

balayée  par  le  rayon  de  courbure.  Centre  d* 
gravité "' 

2475  On  considère  deux  cercles  C,  C  te  fO"l'«"^  «" 
deux  points  A.  B  ;  on  effectue  sur  ce  le  figure 
une  iransformation  homographique  telle  que  les 
iioints  A  n  .ieviennent  .lans  la  nouvelle  ligure 
les  points  cycliques.  Etude  et  applications  de 
cette   transformation.   .•  • '' 

2486  Exercices  sur  les  normales  h  une  ellipse     .  .  4;i 
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2497  Parabole  P,  deux  tangentes  fixes  issues  de  A, 
tangente  variable  rencontrant  les  deux  autres 
en  B  et  C.  Le  milieu  de  BC  décrit  une  droite  ; 
le  centre  de  gravité,  les  centres  du  cercle  cir- 
conscrit et  du  cercle  des  niuf  points  du  triangle 
ABC  décrivent  des  droites 118 

2469  La  tangente  au  point  M    de  l'hyperbole 

x'-         y- 
~â'         F  ~     ~    ' 

X'  v^ 

rencontre  l'ellipse   — r+ -: 1  =  0  auspoints 

a-        b- 

P,   P'.  Lieu  du  conjugué  harmonique  de  M  par 

rapport  à  P  et  P' . .  , 121 

249S1 

qgiJ  Exercices  sur  les  normales  à  une  parabole..     132,  2S1 

2499  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  l'extré- 
mité d'une  corde  focale  d'une  ellipse  avec  la 
normale  h  l'autre  extrémité 133 

2504  Lieux  et  enveloppes  relatifs  à  une  parabole  variable 

passant  par  deux  points  fixes  et  dont  l'axe  passe 
par  un  point  fixe.  Tangentes  communes  à  cette 
parabole  et  à  un  cercle 156 

2505  Exercices  sur  des  coniques  ayant  pour  axes  Ox, 

Oy  et  passant  par  un  point  fixe.  Coniques  du 
faisceau  tangentes  à  une  droite 159 

2509  Kxercices  sur  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  .  .     161 

2479  ABC,  A'B'C  triangles  inscrits  à  une  conique.  Par 
un  point  P  de  la  conique  on  mène  une  droite 
quelconque  la  coupant  au  point  H  ;  on  prend 
sur  la  droite  un  autre  point  D  ;  les  coniques 
HDABC,  HDA  B'C  se  coupent  en  deux  autres 
points  E,  E',  situés  sur  une  droite  fixe  .....     201 

2541  Etude  des  droites  D  telles  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  deux  points  fixes  à  chacune 
d'elles  soit  constante.  Enveloppe  de  ces  droites.     231 

2517  Exercices  sur  des  cercles  bitangents  à  une  ellipse.    260 

2507  Conique  2  tangente  en  A  à  une  droite  D.  Par  un 
point  P  on  mène  une  sécante  PMN;  les  tangentes 
en  M,  N  coupent  D  en  M',  N'.  Lieu  du  point  de 
rencontre  de  MN',  M'N.    Cas  particuliers.   .  .   .     268 

2519  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  asymptote  à  Oy 

et  tangente  à  Ox  en  un  point  donné 306 

2534  A,  A',  D,  D'  étant  les  points  de  rencontre  d'un 
cercle  et  d'une  hyperbole  équilatère,  si  AA'  est 
diamètre  du  cercle,  DD'  est  diamètre  de  l'hyper- 
bole et  inversement.  Ces  conditions  étant  rem- 
plies,  exercices  divers 339 

256i  Exercices  sur  les  normales  à  une  parabole  ....     351 

2563  Exercices  sur  les  points  de  rencontre  d'une  ellipse 

et  d'une  sécante  passant  par  un  foyer 351 

Tangentes  issues  d'un  point  à  la  conique 

p=  ?. ; 

1  +  e  cos  w 

réalité  Polaire  d'un  point.  Lieu  des  points  d'oii 
l'on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires.     385 

2566  Exercices  sur  les  coniques  qui  ont  pour  centre  le 

S  oint  0  et  qui  passent  par  les  points  A(a,  0)  et 
(0,  b).  Lieu  des  sommets.  Aire  des  boucles  de 
ce  lieu 402 

2553  A,  point  fixe  d'une  conique  r.  a  point  de  Frégier 
situé  sur  la  conique  de  Frégier  y.  bcd  triangle 
inscrit  dans  y.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  projections  de  a  sur  les  côtés  du 
triangle  bcrf  passe  par  le  point  A 411 

2575  Par  P,  Q  on  mène  les  tangentes  PA.  PB,  QC,  QD 
à  une  conique  C.  Il  existe  une  conique  C  pas- 
sant aux  points  A,  H,  C,  D,  tangente  aux  droites 
QA,  QB,  PC,  PD.  Applications 468 


Nu  mi-ros 
dos  queslions. 


Pages. 

496 


2579  Exercices  sur  les  cercles  bitangents  à  une  ellipse 

2583  Hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle 
rectangle:  lieu  du  centre,  des  foyers,  enveloppe 
des  asymptotes  et  des  axes 497 

2599  Parabole  P  de  foyer  F  ;  tout  point  M  de  P  est  le 
foyer  de  deux  paraboles  n,  n'  passant  en  F  et 
d'axe  parallèle  à  celui  de  P.  Exercices  sur  n  et 
11'    . 569 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS 

2402  Etude  de  la  courbe  (r)  tracée  sur  une  sphère,  lieu 

des  points  dont  la  longitude  est  égale  à  la  lati- 
tude. On  peut  trouver  une  infinité  de  couples  de 
points  F,  F'  tels  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  tous  les  points  de  ^P)  soit  constante.  Enveloppe 
des  traces  des  plans  normaux  sur  un  plan.  Nor- 
males menées  par  un  point 

2403  Exercices  sur  le  plan 

X  cos  M  -f-  y  sin  M  4- 1'::  -i-  cos  2m  -hv-  =  0, 
w  et  V  étant  des  paramètres.  Quand  m  et  v 
varient,  le  plan  enveloppe  une  surface  (X).  Quand 
V  varie  seul,  le  plan  enveloppe  un  cylindre  cir- 
conscrit à  (-)  tout  le  long  d'une  parabole.  Exer- 
cices sur  cette  parabole 

2404  Exercices  sur  les  circonférences  C(rt)  définies  par 

les  équations  ar  =  a  -i-  r  cos  <p,  j/  =  r  sin  Ç, 
z  =0.  Trajectoires  orthogonales  quand  a  varie; 
élude  de  ces  trajectoires 

29  0  étant  un  point  fixe,  a  une   longueur  donnée,  à 
tout  point   M  on   fait  correspondre  le  point  M' 
situé  sur  la  droite  OM  tel  que  l'on  ait 
1  1  1 


24 


OM'  « 

Etude  de  cette  transformation.  Propriétés  des 
tangentes  et  des  plans  tangents  aux  points  homo- 
logues     

2471  Cercle  C,  point  0  sur  ce  cercle.  Oz  perpendicu- 
laire au  plan  du  cercle.  Une  droite  A  rencontre 
le  cercle  en  M,  Oz  en  P  tels  que  OM=OP. 
Etudier  la  surface,  lieu  de  la  droite  MP  .... 

2477  Exercices   sur  la  courbe 

a;  =  a  cos  2(,    y  =  a  sin  2t,    z  =  la  cos  t. 
Quadriques    passant    par    cette    courbe.    Pro- 
priétés des  sécantes  doubles.  Normales  menées 
par  un  point 

2478  Sphère  variable  S  ayant  son  centre  sur  la  para- 

bole P,  z  =  0,  y'  —ipx  =  0  et  tangente  au 
plan  11,  z  =  ft.  Montrer  que  la  sphère  S  est 
orthogonale  à  une  sphère  fixe  et  tangente  à  une 
infinité  de  sphères   S'.  Propriétés  des  sphères  S 

et  S' 

2491  Équation  du  cône  engendré  par  la  droite    y  =  1 , 
2  =  p    tournant  autour  de  l'axe    y  =  1. 
X  =a  -+-  pz—p*. 

Condition  pour   que  le  cône  passe  par  l'origine. 

Section  du  cône  par  le  plan     z=0 

2555  Etude  de  la  surface 

y{y  —  i)'  =  (x  -+-  a)  (2x2  —  xy  -I-  ay) . 
Section  C  de  cette  surface  par  le  plan  z  =  't . 
Lieu  du  point  double,  de  l'asymptote  de  C  quand 
h  varie.  Intersection  de  la  surtare  par  le  plan 
y  =  X  tgu.  Uéfinition  géométritiue  de  la  sur- 
face  

2548  Exercices  sur  deux  droites  D,  D'  portant  des  vec- 
teurs AB,  A'B'  ayant  pour  projections  (a,  b.  c) 
(a',  b',  c)  tels  que  les  moments  de  AB  par  rap- 
port aux  axes  soient  lia',  \\b',  \\c'  et  ceux  de 
AB,  Ra,  \\b,  Rc 


53 


146 


193 


269 


330 


304 


580 
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X*  —  3a' 


P»«es. 


2603  Courbe  r,    1/  =  

"  2a-x  2a*x 

Cône  C,  de  sommet  0,  de  directrice  F;  rylindre 
S,  génératrices  parallèles  à  y  —  z  ^=  0,  x  =0, 
passant  par  f.  Plan  P  passant  par  le  point  A 
(0,  0,  3a),  coupant  C  suivant  une  tourbe  qui  se 
projette  sur  le  plan  x()//  suivant  un  cercle.  Eu 
déduire  la  construction  point  par  point  de  la 
projection  de  1"   sur  le  plan  rO// 462 

2586  Longueur  de  la  courbe  x  =  ces'/,  y  =  sin'/, 
z  =  cos  2t  Seclioii  par  un  plan  parallèle  au  plan 
xOy.  Méridienne  de  la  surface  engendrée  par  la 
courbe  en  tournant  autour  de  O3 499 

2463  Propriétés  de  la  courbe  r  intersection  des  yeux 
cônes 

a-  -I-  w'  —  2:=  =0,    (X-  a,-  -I-  i/«  -  :'  ■=  0. 
liyperboioïdes  passant  par  cette  courbe.  Cordes 
de  cette  courbe 101 

2468  Exercices  sur  un  ellipsoï  ie  Eet  une  sphère  S.  Plan 
variable  P  tel  que  son  pi'iie  p  par  rapport  à  S 
soit  sur  son  diamètre  ]iar  rapport  à  b  Lieu  de 
p.  Enveloppe  de   P 169 

S4R3  A,  R,  A',  H'  points  fixes  dans  un  plan.  Lieu  de  M 
tel  que   angle    AMB  -+-  angle  A'MH'  =  0. 

Lieu  de  M  tel  que     MA. Mit  =  M.\'.*iB'. 

Peut-on  trouver  sur  unefiuadricjue  deux  couples 
de  points  A,  B,A',  B'    tel  que  pour  tout  point  M 
de    la   quadrique    on  ait    MA. MB  =  HA    MB?    243 

2502  P,  plan  tangent  en  M  h  l'hyperboloide 
X'         y-        z' 
a'         b-        c' 
lieu  du  pôle  de  P  par  rapport  èi  rellipsolde 


—  -1  =  0. 
c- 


_     Il 

a'  "^   fe» 

Lieu  du  centre  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par 

le  plan  P 298 

2513  Un  considère  dans  un  paraboloïde  Inperbolique  les 
cercles  osrulateurs  aux  sommets  des  paraboles 
principales,  et  on  considère  le  tore  engendré  par 
l'un  des  cercles  tournant  autour  de  l'axe  de 
l'autre.   Intersection  du   tore  et  du  paraboloïde.     318 

2526  Par  les  points  où  les  g^nératru'es  d'un  sjstèuie 
d'un  byperboloide  rencontrent  une  section  cir- 
culaire, on  mène  des  plans  perpendiculaires  aux 
génératrices.  Tous  ces  pians  sont  concourants 
et  leur  point  commun  dccrit  une  droite  a  quand 
le  plan  de  la  section  circulaire  se  déplace  I'iuhI- 
lèlement  à  lui-même 409 

2595  L'intersection  de  deux  quadriques 

.r'-+  y  —  //:  =0,    x'  -t- }/'  —  flj  =  0 
se  compose  d'une  droite  et  d'une  cubique.  Qua- 
dri(|ues  passant    par   cette  cubique  ;    lieu    des 
centres 545 


ÉPURES 


2421  Ombres  d'un  solide  formé  par  une  portion  dhyper- 
boloide  de  révolution  à  une  nappe  et  une  por- 
tion d'ellipsoïde  de  révolution  ayant  même  axe 
vertical  (Ecole    Centrale  lii20 89 

2406  Intersection   d'un    cône   et    d'un   cylindre  (Ecole 

Normale,  1919) 152 

2523  Intersection  d'un  liyperboloide  de  révolution  i  une 
nappe  et  de  trois  sphères  dont  les  centres  sont 
sur  le  cercle  de  gorge  (Ecole  Polytechnique, 
1!>21) 251 

2556  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  (Ecole  des 

Mines  de  Suint -Etienne,  1921) 354 
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2530  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  (Ecole  Cen- 
trale, 1921; 454 

2589  Intersection  d'un  byperboloïdede  révolution  k  une 
nappe  avec  deux  sphères  (Ecole  Polviechnique, 
l'.<22) ■ 533 


MÉCANIQUE 


240^  A,  B,  C  étant  les  points  de  contact  de  trois  tan- 
gentes il  la  courbe  r  =  o(l  -t-  cos  6,  parallèles 
a  une  direction  D,  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABC  est  fl\e.  et  la  surface  est  constante 
quand  I)  varie  Hélerminer  le  mouvement  d  un 
point  sur  cette  courbe  de  maniire  que  Ihodo- 
graplie  du  mouvement  par  rapport  a  l'origine 
soit  It;  cercle    r  =  a  cos  0 '29 

2446  Calculer  la  vitesse,  l'accélération  tangentielle  et 
l'accilération  normale  d'un  point  d'une  roue  de 
voilure.  Ilodograplie  du  mouvement 80 

2494  Déterminer  l'accéléialion  d'un  point  (|ui  di'crit 
une  parabole  de  paramètre  \)  avec  une  vitesse 
constante  r„  Kn  déduire  le  rayon  de  courbure 
de  la  parabole 114 

2500  Un  point  se  meut  sur  une  ellipse  de  façon  que  la 

vitesse  soit   proportionnelle   au   rayon  de  cour- 
bure.  Etudier  le  mouveu.ent 135 

2537  In  point  décrit  la  parabole 

»•  = ^ 

4  -t-  COS  0 

/        0         1  0  \ 

d'après  la   loi      /  =  2A  ^^tg  y  -t-  —  ig'  ^  j- 

Vitesse,  accélération,  hodographe 361 

S549  Etudier  ie  mouvement  d'un  point  marqué  sur  un 
vecteur  qui  se  déplace  en  restant  tangente  un 
cercle,  l'une  tles  extrémités  décrivant  une  tan- 
gente au  cercle,  le  ravon  du  point  de  contact  a 
une  vitesse  angulaire  constante 389 

25G4  Mouvement  d'un  point  M  sur  une  parabole  telle 
que  l'accélération  normale  soit  la  normale  MN 
limitée  à  l'axe.  Kuveloppe  du  vecteur  accéléra- 
tion. Sur  la  peipendirulaire  au  plan  de  la  para- 
bole menée  par  M,  ou  prend  un  point  P  tri  que 
l'accélérât  ion  de  P  rencontre  l'axe  de  la  para- 
bole. Trajectoire  de  P  ;  quadriques  passant  par 
cette  courbe 43C 

25~4  Trois  points  A,  B,  C  se  déplacent  dans  un  plan. 
Connaissant  .i  l'instant  (  leurs  vecteurs  vitesses, 
construire  celui  du  centre  du  cercle  k\\x\  passe 
par  ces  trois  points.  Même  question  pour  le 
centre  de  la  sphère  qui  passe  par  quatre  points 
mobiles  A,  B,  C.  D 482 

2582  Exercices  sur   deux    navires    (|ui    décrivent    des 

droites  d'un  mouvement  uniforme 492 

2488  Mouvement  d'un  point   attiré   par  un  centre  fixe 
proportionnellement  à   la  distance  et  soumis  à 
l'action  d  une   résistance    Proportionnelle    à   la 
viteise.  Trajectoire.  Travail  de  la  résultante.  Cal- 
cul d'une  aire *6 

2542  Mouvement  d  un  point  attaché  A  un  (ïl  qui  s'en- 
roule sur  le  bord  d'un  disijue  lioiizontal.  Le 
point  est  repoussé  |ar  un  point  lixe  0  propor- 
tionnellement à    la  distance 234 

2501  Elude  du  champ    X  =  j=  —  y*  —  :',    Y  —  —  2rv. 

Z  =  — 2jz.     Surfaces  de  niveau.  Ligne»  de  force.    254 

2506  Mouvement  d'un  point  tur  un  cercle  vertical  .   .     272 

2522  Etude  du   mouvement  d'un   point  déOnl   par  les 
1  —  n'  /  m'  \ 

équations  f  = Lm,  x=— («-^--r-l 
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Numéros 
des  questions.  Pa"i'i 

1  U* 

y  —  —  Lu Trouver  la  force  qui  pro- 
duit le  mouvement.  Montrer  que  ces  formules 
peuvent  représenter  le  mouvement  d'un  point 
pesant  avec  frottement  sur  un  plan  incliné  .  .  295 
2514  Etant  donné  un  système  de  forres,  à  tout  point  M 
on  fait  correspondre  le  point  M'  ;  extrémité  du 
moment  résultant  par  rapport  à  M.  Lieu  de 
M  pour  lequel  MM'  passe  par  un  point  fixe  P. 
Cône  engendré  par   MM' 341 

2586  Etude  du  champ    X=--L,  y  =  -  — . 

X-  ij- 

Lignes  de  force  et  lignes  de  niveau.  Equilibre 
d'un  poiut  sur  une  d  cite,  i^alciil  d'une  vitesse 
et  d  un  travail 361 

2568  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  fixe  pro- 
portionnellement à  la  distance,  et  soumis  à  une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  Etude 
de  la  trajectoire.  Aires 440 

2588  Exercices  sur  les  paraboles  (T)  trajectoires  d'un 
point  pesant.  Lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes qui  font  l'angle  donné  fi  avec  l'horizon. 
Enveloppe  de  ce  lieu  quand  p  varie 511 

2596  Mouvement  d'un  projectile  lancé  verticalement  de 

bas  en  haut  en  un  point  de  la  surface  de  la  terre.    547 

2597  Etude  d'un  champ  de  forces.   Surfaces  de  niveau, 

lignes  de    force 549 

2487  Un  corps  solide,  formé  d'une  calotte  sphérique  et 
d'une  tige  rectilif^ne  dirigée  suivant  l'axe  du 
cercle  de  base,  repose  sur  un  plan  horizontal.  Cal- 
culer les  réactions  du  plan 45 

2529  Equilibre  d'un  cylindre  circulaire  droitreposant  sur 

un  plan  incliné  par  trois  saillies  hémisphériques.     184 

2543  In  disque  est  suspendu  à  un  point  fixe  par  l'inter- 
médiaire de  trois  fils  égaux.  Equilibre  d'un  point 
matériel  situé  sur  ce  disque,  avec  frottement.   .     236 

2521  Equilibre  d'un  hémisphère  reposant  sur  un  plan 
horizontal,  et  soumis  à  l'action  de  son  poids  et 
d'un  couple 294 

2535  Equilibre  d'une  barre  s'appuyant  sur  un  mur  sans 
frottement  et  sur  le  sol  avec  frottement  ;  elle 
est  calée  à  la  base  au  moyen  d'un  corps  pesant.     340 

2554  Equilibre  de  deux  barres  articulées 333 

2550  Equilibre  d'une  barre  reposant  sur  le  sol  et  sur  un 
cylindre  de  révolution  tangent  au  sol.  Il  y  a 
frottement 392 

2604  Equilibre  d'un  trièdre  reposant  sur  une  sphère.   .     464 

2629  Equilibre  d'une  barre  sur  un  plan  incliné  ....     525 

2616  Equilibre  d'une  barre  qui  glisse  sur  un  mur  ver- 
tical et  sur  un  clou  horizontal  parallèle  au  mur.     559 


PHYSIQUE 

2407  Exercices  sur  un  pendule  composé 11 

2349  Calculer  les  aberrations  longitudinales  principales 
d'une  lentille  qui  a  la  forme  d'un  hémisphère,  en  la 
supposant  successivement  dans  l'air  et  dans  l'eau.      21 

2339  Exercices  sur  un  pendule  composé 32 

2382  Exercices  sur  la  tension  de  vapeur 66 

2391  Calcul  d'une  densité  de  \apeur 91 

2352  Déterminer  les  coefficients  d'une  équation  de  Van 

der  Waals 109 

2400  Exercices  sur  un  baromètre  dans  leqi*el  on  intro- 
duit de  l'azote  et  de  l'eau 114 

2423  Etude  d'un  système  optique  centré  constitué  par 
deux  lentilles  identiques.  Foyers  et  plans 
principaux 136 


Num('ro5 

des  qurslions.  p^^,,,,_ 

2395  Calculer   la  masse  d'une    bulle  de  savon  gonllée 

avec  du  gaz.  Valeur  limite  d'ascension 174 

2410  Exercice  datoiistique  sur  le  son  de  deux  sifflets  .  204 

2431  Exercice  de  calorimétrie 205 

426  Oscillation   d'une   tige    portant   des   boules  à  ses 
extrémités  et  suspcmlue    horizontalement  à  un 

fil  de   torsion   vertical    attaché  en  son   milieu.  207 

2438  Equilibre  de  deux  aimants 261 

2466  Construction  de  résistances 274 

2443  Exercices  sur  un  piston 285 

2448  Exercice  d'optique 299 

2473  Exercices  sur  une  balance 3t8 

2465  Exercice  d'optique  sur  un  prisme  et  une  cuve  de 

verre  contenant  un  liquide 320 

2524  Exercice  d'optique  sur  une  lentille  simple  plan 

convexe 343 

2531  Exercice   sur  un  pendule  composé 378 

2532  Exercice   sur  une  éprouvette  plongée   dans  une 

cuve  à  mercure 379 

2338  Exercice  d'optique  sur  un  tube  cylindrique  limité 

par  un  miroir  concave 393 

2557  Sur  l'équilibre  d'un  récipient 429 

2551  Exercices  sur  une  balance 442 

2o52  Exercice  d'optique  sur  un  prisme 445 

2591  Exercice  sur   un    ballon   renfermant   un   gaz    qui 

communique  avec  un  tube  contenant  du  mercure.  469 

2612  Calcul  d'une  densité 501 

2613  Exercices  sur  un  dioptre  sphérique  . 503 

2606  Calcul  d'une  résistance  électrique 561 

261j7  Exercice  d'optique  sur  un  objectif  achromatique 

convergent 563 

2544  Exercices  sur  un  aimant 572 


CHIMIE 

2340  Déterminer  la  nature  des  gaz  résultant  d'une  réac- 
tion. Composition  quantitative  en  volumes.    .   .       34 

2392  Réaction  d'une  solution  d'anhydride  arsénieux  trai- 
tée par  du  chlore,  de  l'oxygène  ozonisé,  de 
l'hydrogène  naissant 92 

2353  Déterminer  la  composition  qualitative  et  quanti- 
tative d  un  produit 111 

2401  Etude  de  diverses  réactions   (ammoniac,  chlorure 

de  chaux) 116 

2425  Analyse  d'un  sel  de  baryum 208 

2432  Déterminer  la  composition  centésimale  d'un  mé- 
lange d'acide  clilorhydrique,  acide  bromhy- 
drique,  acide  sulfhydnque  et  azote 276 
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